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 Maximalny tok a minimalny rez

* Parovanie (Matching)



Maximalny tok

Presov

Trencin ~losice
Banslka Bystrica

Zvolen / '




Maximalny tok

Kolko tovaru dokazem prepravit z Bratislavy
do Kosic pri uvedenych transportnych kapacitach?




Maximalny tok

7

AKky Je maximalny tok z bodu s do bodu ¢ pri
uvedenych kapacitach jednotlivych hran?




Transportna siet’

ﬂ\leoh N=(V,E) je
orientovany spojity

graf bez sluCiek, potom
N nazyvame transportna siet’, ak v N

w

a) existuje prave jeden vrchol s€V, ktory nema vstupné
hrany (inDeg(s) = 0) a nazyvame ho zdroj (source).

b) existuje prave jeden vrchol 1€V, ktory nema vstupneée
hrany (outDeg(t) = 0) a nazyvame ho spotrebic (sink).

c) hrany v sieti maju priradenu nezapornu celocCiselnu
vahu, ktoru nazyvame kapacita (c(e) = c(v,w)).




/ Nech N=(V,E) je

transportna siet, funkcia
fz E do nezapornych celych
ciselnazyva tok pre siet' N ak:

a) V e€E f(e)<c(e) ’ 5,247';; 6, 4

b)VVEV\{S,t} S
> fwov)=>  f(v.w)

ak hrana v,w neexistuje

flvw) =0




Tok

/Hranu e v sieti nazyvame

nasytenou, ak fle) = c(e).
AK fle) < c(e), Ide O
nenasytenu hranu

Hodnotu toku vypocitame ¢
ako

val (f)=X._, £ (5.v)

val(f)=f(s,a)+ f(s,c)=3+5=8




Rez siet'ou

/Nech V=WUW WnW=4g,

tak, ze sew AtgWw
portom rezom W ., W |

nazveme mnozinu hran
(a,b)lacW AbeW |

Kapacitou rezu potom nazyvame
(W, W)= ey c(v.w)

wew

c(s,c)+cla,b)+cla,d)=7+4+6=17




Ford-Fulkersonova veta

V kazdej sieti sa velkost maximalneho toku, rovna
velkosti minimalneho rezu.




Tok zvacsujuca cesta

-

Zyskova kapacita hrany z tok zvacsujucej cesty je
A(e)=c(e)— f(e), pre hrany dopredné (v,,v,,,)
A(e)= f(e), pre hrany spatné (v,,,,v,)

Zvyskova kapacity cesty p je potom
A(p)=min,.,{Ae}

4,2 S A(s,a)=5—-3=2
a% A(C,CZ):2
W : t Afle dics 3-»

d ,
=l A(p)=2
C
S 7S



Tok zvacsujuca cesta

-

Zysenim (znizenim) toku na vsetkych hranachzp, 0 A(p)
dostanem novy tok g, pre kotry plati

val(g)=val (f)+A(p)

Al gt Al o =858
(A(s,a)+A(p))+A(s,c)=(3+2)+5=10




Ford Fulkersonov algoritmus

Kym existuje tok zvacCsujuca cesta p, zys tok o A (p)

Veta: Ak sa velkost toku /' rovna kapacite rezu (W, W)
potom /' je maximalny tok a (W . ") je minimalny rez v
sieti V.

Veta: Nech fje tok a(W . W) rez v sieti N.
Potom val(f)=c (W , W) vtedy a len vtedy ak

a) VYie=(x ylxeW rycP; f(e)j=cle) a
b) Vie=(x,y)|lxePAyeP}, f(e)=0 a

Veta: / je maximalny tok v sieti &, vtedy a len vtedy, ak
neexistuje tok zvysujuca cesta



Ford Fulkersonov algoritmus

Zlozitost: O(|E|maxval( 1))

Problém: Pre realne hodnoty kapacity a toku, algoritmus
moze bezat do nekoneCna a nemusi konvergovat Kk rieseniu

Zlepsenie:
Vyhladavat tok rozSirujucu cestu ako najkratsiu, alebo s
najvacsou zvyskovou kapacitou



Edmonds - Karp algoritmus

é

Zlozitost pri hfadani najkratsej rozsirujucej cesty:
o(IVl|E?)

Zlozitost pri hfadani rozsirujucej cesty s najvacsou

zvySkovou kapacitou: O (|VY|E|In(max. kapacita hrany))

|

- E i wihaile ©Q.gilzza() > 0
(Backtrack search, and write flow) e QTPOP()
e ftoir v in E[u]
vh:I 2 (If there is available capacity, and v
s i Y: P?v] 1- ot seen Beiore 1f scorch
F[ﬁ i it €lu. vl = Elo.v]l > 0 ancd Ply] = =1
’ -_ ’ Blv] := u
s M{v] := min(M[u], Clu,v] - Flu,v])
: i1 w %= €
rebuen (&, §) Q.push (v)
else
return M[t], P
retlizn O, P




Edmonds - Karp algoritmus

algorithm EdmondsKarp
ILIDOUHE &
C[l..n, 1l..n]
Bl | 1. 2]
=
&
@1liE[olblic §
£
I

Capacity matrix)
Neighbour lists)
Source)

Sink)

e e

(Value of maximum flow)
(A matrix gilving a lLlegal

flow with the maximum value)

f 2= 0 (Initial flow 18 ZEerO)
F s= array(l..m, .n) (Residual capacity
freom uw to v is Clu,v] = Flu,v])
forever
m, B :— BreadehBEirstScareh (€, E, s, E)
i m = 0
break
o= F 4+ m
(Backtrack search, and write flow)
Vias=it
while v # s
u g= Plwv]
Flu,v] s= FPlu,v] + m
18 v Gl Blv, u] = m
vV :=1u
wEeuEn (5, &)

algorithm BreadthFirstSearch
LPUIE £
E B s
©EHE]OIbIE §
M[t]
P (Parent table)
E = arravi(l. . .n)
for u 1n 1..n
Plu] zg= =1
Plg] s= =2 (make sure gource 1§ Aot
rediscovered)
M o= amrayv(l. _n)
node)
M[s] :=
Q := queue ()
Q.push (s)
wihaile ©Q.gilzza() > 0
U= O.bop()
for v im E[u]

(If there is available capacity, and v

is not seen before in search)

it €lu. vl = Elo.v]l > 0 ancd Ply] = =1
Plvl := 1
Miwv] s= milm(Miu]l . Clu.v]l = Elu.wv])
s
Q.push (v)
else

return M[t], P
retlizn O, P

(Capacity of path found)

(Capacity of found path to




Da sa to este lepsie?

Rok Autor Zlozitost
1957 | Ford- Fulkerson O(|E|F)
1972 |Edmonds a Karp (najkratsia cesta) | O(IVI|E7)

1973 |Edmons a Karp (najvacésia zysSkova | o (|V?|E|In(C))
kapacita)

1972 | Dinic O (17l

1978 | Malhotra, Kumar, Maheshwari o (V3

algoritmus troch Indov

1988

Goldberg

o(IV||Elog (7 |/|E?))




Baseball elimination

Otazka: MoOze Harvard este vyhrat turnaj?

w(1)
Team | Wins
- Yale 33
Harvard| 29
. Cornell 28
Brown 2
Kazda vyhra znamena bod




Baseball elimination

Harvard mdze ziskat maximalne W= 29+44 =33 bodov

Harvard nebude eliminovany zo sutaze ak

= Brown neziska viac ako u(B) = W - w(B) =33 — 27 = 6 vitazstiev
= Cornell neziska viac ako u(C) = W - w(C) =33 — 28 =5 vitazstiev
= Yale neziska viac ako u(Y) = W - w(Y) =33 — 33 =0 vitazstiev

Nech P je mnozina timov inych ako Harvard: P = {Y¥, C, B}
Nech O je mnozina vsetkych dvojicz P
0=, O), (Y, B), (C, B)j
Pocet hier, ktory este ostava odohrat medzi timami z P
G=6+1+1=8



/zaénu vsSetky zapasy

= Vytvorime vrchol, pre kazdy prvok

= Vytvorime vrchol pre kazdy prvok z P

= Vytvorime vrchol 7 a pridame hrany z

Baseball elimination

Vytvorime vrchol §, v ktorom

(X,Y)z O ahranu z S do (X,Y) s kapacitou
rovhou poctu zapasov, ktoré maju Xa Y
odohrat

hrany z kazdého vrchol X, Y do X a Y tak,
ze c((X,1),X) = c((X,Y),Y) = c(S,(X,Y))

vrcholov z P do T s kapacitou u(X)




Baseball elimination

/Zaéneme s nulovym tokom

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, (), Y,
T, vdaka ktorej rozsirime tok o 5




Baseball elimination

/Zaéneme s nulovym tokom

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, C), C,
T, vdaka ktorej rozsirime tok o 5

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, B), Y,
T, vdaka ktorej rozsSirime tok o 1




Baseball elimination

/Zaéneme s nulovym tokom

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, (), Y,
T, vdaka ktorej rozsirime tok o 5

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, B), B,
T, vdaka ktorej rozsSirime tok o 1

= Najdeme tok zvacsSujucu cestu O, (C, B), B,
T, vdaka ktorej rozsirime tok o 1




Baseball elimination

/Zaéneme s nulovym tokom

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, (), Y,
T, vdaka ktorej rozsirime tok o 5

= Najdeme tok zvacsujucu cestu O, (Y, B), B,
T, vdaka ktorej rozsSirime tok o 1

= Najdeme tok zvacsSujucu cestu O, (C, B), B,
T, vdaka ktorej rozsirime tok o 1

Nasli sme maximalny tok s hodnotou 7




Baseball elimination

/Néjdi maximalny tok z Sdo T

= Ak je hodnota maximalneho toku = G,
Harvard ma stale eSte Sancu na titul.
V opacnom pripade uz nemoéze turnaj
vyhrat

max flow=7<8=G

Harvard uz turnaj nevyhra

= Vysvetlenie: Ak sa maximalny tok rovna
pocCtu zapasov ktory ostava odhrat, tak sa
da turnaj odhorat tak, aby ziadny z timov
Y, C, B neziskal viac ako u(Y),u(C),u(B)
akbodov a tak Harvard by mal este sancu
na vyhru




Problem parovania

Y4

= Skola potrebuje zamestnat’ Styroch
ucCitelfov, na vyucovanie matematiky,
informatiky, chémie, fyziky a bioldgie.

= Prinhlisili sa pan Maly na matematiku a
informatiku, pan Novak na matematiku a
fyziku, pani Hladna na biologiu a pani
UZasna na chémiu, fyziku a informatiku.

o

= Moze skola prijat’ vsetkych styroch
ucitelov, tak aby kazdy ucil predmet o
ktory ma zaujem a ziadny dvana neucili
ten isty predmet?

(assignment problem)



Definicia problemu

Nech G= (V, E) je bipartitny graf, s particiami XuUY =V

a) Parovanie (matching) je taka podmnozina hran z E,
Ze ziadne dve nemaju spolocny vrchol ani v mnozine
X ani v mnozine Y.

b) Kompletné parovanie je take parovanie, ze kazdy z
vrcholov v mnozine X je koncovym vrcholom niektorej z
hran v parovani.



Definicia problemu

Nech G= (V, E) je bipartitny graf, s particiami XUY =V
: ( Parovanie
je ta
polo

je tal
konc

ﬂompletné parovanie




Problem parovania

Philip Hall (1935): Marriage theorem

= Nech G=(V, E) je bipartitny graf s particiami XuUY =V
Kompletné parovanie X do Y existuje vtedy a len vtedy ak
pre kazdi podmnozZinu 4 mnozZiny X plati |4|<|R(4)| , kde
R(A) je podmnozina Y, pozostavajuca s vrcholov
iIncidentnych s aspon s jednym vrcholom v A.

/ X y
X,

X5 Y2

Yi

A=(x, x, x;}, R(A)={y, ;]

% Y3 4l=3>2=|R(4)




Problem parovania

/Vytvor vrcholyaa:za
spoj ich s mnozinou X

(resp. Y)
= Novym hranam daj

Kapacitu 1, hranam z G,
Kapacitu M >|X|

= Kompletneé parovanie
existuje vtedy a len
vtedy ak pouzije vsetky
hrany z vrchola a a
velkost maximalneho
toku je |X]




Problem parovania

ﬂkéigme, Ze pre kazdy rez
c(P,P)=|X|
= Majme mnoziny A=XNP

aB=YNP

= Ak existuje hrana z 4 do Y-B, tak
je) kapacita je M a preto

= Inak rez pozostava z hran z a do
X-4A az B do z, s kapacitou 1

= ¢(P, P)=|X—A|+|B|=|X|+|B|-|4

B2 R(A)A[R(A)=|4]=|B|=|4]=
c(P,P)=|X]



Problem parovania

ﬂ\ak ak|A4|>|R(A4), tak rez je
dany hranamiza do X-4 az
R(A)do z

« c(P,P)=|X—A|+|R(A4)|=
X |—(l4]-|R(4))<]x]

= Potom podla Ford-
Fulkersonovej vety, takato siet
ma maximalny tok mensi ako
|.X] a teda pre dany problem
neexistuje kompletné parovanie




Problem parovania

Doésledok: Nech G = (V, E) je bipartitny graf s particiami X
a Y, potom existuje kompletne parovanie X do Y, ak pre
nejakék €Z" plati, YXEX , y€Y deg(x)zk=deg(y)

Definicia: Nech G = (V, E) je bipartitny graf s particiami X
a Y, potom maximalne parovanie je parovanie ktore
zahfna Cco najvacsiu podmnozinu mnoziny X.

Ak AcX , potom &(A4)=|4|—|R(A) sa nazyva
nedostatkom mnoziny 4. Nedostatkom grafu G
oznadujeme (G )=max{d(A4)| A= X |



Problem parovania

Doésledok: Nech G = (V, E) je bipartitny graf s particiami X
a Y, potom existuje kompletne parovanie X do Y, ak pre
nejakék€Z  plati, YV x€X,y€Y deg(x)=k=deg(y)

Definicia: Nech G = (V, E) je bipartitny graf s particiami X
a Y, potom maximalne parovanie je parovanie ktore
zahfna Cco najvacsiu podmnozinu mnoziny X.

Ak A X , potom &(A4)=|4|—|R(A4) sa nazyva
nedostatkom mnoziny 4. Nedostatkom grafu G
oznadujeme &(G)=max{8(A4)|AS X



Problem parovania

/Graf na obrazku nema
kompletne parovanie.
" A={x, X, X3}, R(A):J/LYs
5(4)=3-2=1, 8(G)=1




Problem parovania

ﬂraf na obrazku nema

kompletne parovanie.

" A={x, X, X5}, R(A):J/LYs
5(4)=3-2=1, §(G)=1

= Qdstranenim jedného vrcholu,
ziskame graf s kompletnym
parovanim, ktoré je zaroven
maximalnym parovanim pre
povodny graf




Problem parovania

Veta: Nech G = (V, E) je bipartitny graf s particiami X a Y,
maximalny pocet vrcholov z X, pre ktore m6zem najst
parovanie je |[X|—6(G)

ﬁriklad: Nech G = (V, E) je bipartitny graf s particiami X a
Ya VxeX,yeYdeg(x)=4ANdeg(y)<5. Najdite horné
ohranic¢enie pre §(G)ak |X|=15.

Nech@#AcXaE,cE,kdeE ,={(a,b)acAd,beR(A4)].
KedZedeg(a)=4, tak|E |>4|4|a predeg(b)<5, |E||<5|R(A).
Z 4|4|<5|R(4) dostavame d(4)=|4|—|R(A4)<|4|—(4/5)|(4)
=(1/5)|4|. A kedze A= X ad(4)<(1/5)|X|=3. Nasledne
5(G)=max{d(A4)A=X}<3. A teda v danom grafe existuje
maximalne parovanie velkosti | X|—3.




DalSie aplikacie

= data mining

= airline scheduling

= Image processing

= network reliability

= distributed computing
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