com bude prednaska?




/Definicia 1:

Nech G = (V, E) je
neorientovany graf bez
sluCiek. Potom sa graf G
nazyva strom, ak G je
spojity a neobsahuje
cyklus.

| Vrcholy stupna 1 nazyvame listy. l




Kto za to moze?

Gustav Kirchfof Arthur Cayley
(1847) (1857)

CH,-CH,-CH,




Zakladné pojmy, vety a dosledky

Graf pozostavajuci z viacerych stromov sa nazyval
les




Zakladné pojmy, vety a dosledky

Graf pozostavajuci z viacerych stromov sa nazyval
les

i
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Zakladné pojmy, vety a dosledky

Pokryvaju ci strom grafu G je taky podgraf 7,
ktory je pokryvajucim podgrafom grafu G,
a je stromom

Takyto graf
nazyvame
aj kostrou
grafu




Zakladné pojmy, vety a dosledky

" Veta 1: Neorientovany graf G= (V, E) je spojity
vtedy a len vtedy ked ma pokryvajuci strom.




Zakladné pojmy, vety a dosledky

-
Veta 2: Ak a a b su dva r6zne vrcholy stromu T

= (V, E), tak existuje prave jedna cesta, ktora
spaja vrcholy a a b.




Zakladné pojmy, vety a dosledky

/Veta 3.
» Strom T je "minimalne spojity”
(7T-e je nesuvisly pre kazdu hranu e€T)
 Strom T je "'maximalne acyklicky”
(Pridanim lfubovolnej hrany sa stane cyklicky)




Zakladné pojmy, vety a dosledky

Spomenuté tvrdenia su ekvivalentné:
(i) T je strom

(i) Dva vrcholy z T su spojené prave jednou
cestou

(i) T je mimalne spojity
(iv) T je maximalne acyklicky



Zakladné pojmy, vety a dosledky

g Veta 4: V kazdom strome T (V, E) plati:

VI=|ER 1

Doékaz: indkuciou na pocet hran

V=l \+\V\ F g‘

=(|E,[+ 1)+ (|E,]+ 1) -
=(|E,} |E,J+ 1)+ 1=|ER 1




Zakorenene stromy




Zakorenene stromy

ﬁ Zvykneme
hovorit o hibke

stromu

= Ako koren
stromu
mozeme zvolit
ktorykolvek
vrchol
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Zakorenene stromy

ﬁ Zvykneme
hovorit o hibke
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= Ako koren
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vrchol




Zakorenene stromy

koren

uzol hibky 1

Podstrom
indukovany
koreriom ¢ a
vSetkymi jeho
potomkami

rodi¢ uzlov
h,iaj

deti uzla d




Binarne stromy

« Zakoreneny strom nazyvame binarnym, ak pre kazdy vrchol
plati ze ma 0, 1 alebo 2 deti.

« Ak je hibka v3etkych listov rovnaka, nazyva sa stromom
vyvazenym.



Binarne stromy

[ « Zakoreneny strom nazyvame binarnym, ak pre kazdy vrchol
plati ze ma 0, 1 alebo 2 deti.

* AKk plati, ze vsetky vnutorne vrcholy maju dve deti a listy O,
nazyvame takyto strom kompletny.




Binarne stromy

[ « Zakoreneny strom nazyvame binarnym, ak pre kazdy vrchol
plati ze ma 0, 1 alebo 2 deti.

* AKk plati, ze vsetky vnutorne vrcholy maju dve deti a listy O,
nazyvame takyto strom kompletny.

« Ak je hibka vsetkych listov rovnaka, nazyva sa stromom
vyvazenym.




Binarne stromy

((7—x)/5)*(x+ 2)




Strom ako datova struktura

Infix (Inorder): ((7—x)/5)*(x+ 2)




Strom ako datova struktura

Prefix (Preorder): * / =7 x 5 + x 2




Strom ako datova struktura

Postfix (Postorder): 7 x — 5 / x 2 + *




Akeé su velke?

Veta 5: Nech T'= (V, E) je kompletny m-arny strom a
|[V|=n. Ak ma T'[ listov, i vnutornych uzlov, tak
n=mi+1
[=(m-1)i +1
i = (I-D)/(m-1) = (n-1)/m

/ brikiad: <§
Nedavneho tenisoveho turnaja v Moskve

sa zucastnilo 28 hraciek. Kolko sa muselo

odohrat’ zapasov, aby sa dala urCit' vitazka?
i = (I-1)/(m-1) = (28-1)/(2-1) =27




Akeé su velke?

Veta 6: Nech T'= (V, E) je kompletny m-arny strom s
vyskou 4 a [ listami. Potom /<m" a

Dokaz: Indukciou, pre

m podstromov stromu 7, plati /\
h—1

[.<m -
m




Akeé su velke?

Veta 6: Nech T'= (V, E) je kompletny m-arny strom s
vyskou 4 a [ listami. Potom /<m" a

Dokaz: Indukciou, pre
m podstromov stromu 7, plati /\

'Dosledok: Ak je T vyvazeny, kompletny m-arny
strom s / listami, potom vyska stromu T je | log,, /|

ZliSm(mh_l) /’\\ j\\

i=1 ~— ~—




Ake su vel'ke?

-
Priklad (rozhodovacie stromy):

Majme 8 minci, z ktorych je jedna faloSna a preto tazsia
a dvojramenné vahy. Ako najdeme falosnu mincu?

s 1,2,3,4-156,7,8]

i1, 21 =13, 4 (5, 6/ =17, 8

(71— (8l

1 2b {31 14 (51 6l (71 (8



Akeé su velke?

-
Priklad (rozhodovacie stromy):

Majme 8 minci, z ktorych je jedna faloSna a preto tazsia
a dvojramenné vahy. Ako najdeme falosnu mincu?

Vazenie vSak m6ze mat 3 vysledky:

* Mince na vahach su rovnako tazké a preto pravé

» Mince na lavej vahe su tazSie — obsahuju faloSnu mincu
* Mince na lavej vahe su tazsie — obsahuju faloSnu mincu

1,2,3/-16, 7, 8|

L
M6 @85 (68 h=|log,n|



O com si povieme nabuduce?

* AKo sa nestratit' v stromoch a najst’
tu spravnu kostru

* AKo suvisia stromy a triedenie

» Ako sa chcel David Huffman vyhnut
skuske

* O artikulacnych bodoch a dvojsuvislych
grafoch



O com si povieme dnes?

* AKo sa nestratit' v stromoch a najst’
tu spravnu kostru

* AKo suvisia stromy a triedenie

» Ako sa chcel David Huffman vyhnut
skuske

* O artikulacnych bodoch a dvojsuvislych
grafoch



Ako najst’ kostru grafu?

/Definicia 1:

Nech G = (V, E) je
neorientovany graf bez
sluCiek. Potom sa graf G
nazyva strom, ak G je
suvisly a neobsahuje
cyklus.




Zakladné pojmy, vety a dosledky

Pokryvaju ci strom grafu G je graf 7,
ktory je pokryvajucim grafom grafu G,
ak je graf T strom.

Takyto graf
nazyvame
aj kostrou
grafu




Ako najst’ kostru grafu?

* Najdem najdlhsiu cestu (VO,Vl,“" Va1 Vo)
v grafe G. Ak som pokryl vsetky vrcho\ly,
mam kostru — S\

* AK nie, vratim sa do vrcholuv, ;a
najdem najdlhsiu cestu z vrcholu v, _, ,
ktoréa neobsahuje vrcholy z (v, ..., v,

a pridam ich ku kostre

» Backtracking - postupne pokryjem cely graf G.



Depth-First Search

"« Prehladéavanie do hibky
« Casova zlozitost - najhorsi pripad O(|V|+|E|)
« Pamatova zlozitost - O(|V))

Depth first search
procedure DFS(G,v): .

label v as explored
for all edges e in G.incidentEdges(v) do
if edge e is unexplored then
w «— G.opposite(v,e) . .

if vertex w is unexplored then
label e as a discovery edge

recursively call DFS(G,w) . . . .

else a \
label e as a back edge \
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Breath-First Search

"« Prehladévanie do Sirky
« Casova zlozitost - najhorsi pripad O(|V|+|E|)
« Pamatova zlozitost - O(|V))

Breadth first search
1 procedure BFS(Graph,source): /%)\
2 create a queue Q >
3  enqueue source onto Q
4  mark source
5  while Q is not empty:
6 dequeue an item from Q into v >
7 for each edge e incident on v in Graph: b
8 let w be the other end of e
9 if w is not marked: \
10 mark w g
11 enqueue w onto Q b d b
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Usporiadanie

| Merge Sort .

function merge(left,right)
var list result

function merge_sort(m) while length(left) > 0 or length(right) > 0
if length(m) < 1 if length(left) > 0 and length(right) > 0
return m if first(left) < first(right)
var list left, right, result append first(left) to result
var integer middle = length(m) / 2 left = rest(left)
for each x in m up to middle else : :
add x to left append first(right) to result
for each x in m after or equal middle right = rest(right)
add x to right else if length(left) > 0
left = merge_sort(left) append first(left) to result
right = merge_sort(right) left = rest(left)
result = merge(left, right) else if length(right) > 0
retirn result append first(right) to result
right = rest(right)
end while

return result



Ako rychlo to Mergesort dokaze?

Lema 1: Nech L a K su dva utriedene
zoznamy s m a n prvkami, tak potom viem
spojit L a K do jedného utriedeneho
Zoznamu, s pouzitim najviac m+n-1
porovnani.



Ako rychlo to Mergesort dokaze?

Majme zoznam 2" prvkov. Ten musime najprv musime
rozdelit’ do stromu.

/\ /\‘ /\ /\47 hibka %
1 Hh—k=1 k=1 k=1 k=1

2 ok ph—k=l

2



Ako rychlo to Mergesort dokaze?

Na spojenie 2 zoznamov v hibke k (kazdy ma P
prvkov). Z lemy 1 a dostaneme 2" "+ 2" " —1=2"""—1
porovnani pre zoznam v hibke k (bude mat 2"~ 'prvkov).

. 2" listov
Na spojenie 2

zoznamov (2" parov) ’ ) )
vhibke k. potrebujeme
2"‘1 (2h_k+ L 1 ) - 2"~ porovnani g

porovnani

2h—k 2h—k—1 2h—k—1 2h—k—1

\/ < hibka k

h—k h—k
Z 3




Ako rychlo to Mergesort dokaze?

h h—1 h—1
22 ph—k+1_ 1)= k 2h—k_1)=z2h_zzk=h2h_(2h_1)
k=0 k=0

k=1

k=0
hz”—(z” 1)=nlog,n—(n—1)=nlog,n—n+ 1

-

« Casova zlozZitost - najhorsi pripad O(nlog,n)
« Paméatova zlozitost - O(n)




Kodovanie

» Kolko bitov potrebujeme na zakddovanie 26
znakov abecedy?

e Ako zakddovat slovo "mama” ?

2%« 26< 2’
m a m a

00111 00001 00111 00111



Kodovanie

-

« V/ slovendine su najéastejsie a, o, e, i, s. Co
ak by sme pre ne pouzili kddy roznych dizok

» Zakodujme teraz slovo "saso”

* Problem: tento kdd koduje napr. aj slova
elo, sose, sae, ...

a.:01 o0:0 e10 111 s:1

10110



Kodovanie

VyskuSajme iné kodovanie.
a:0 o010 e 111 111100 s:1101

Prefixovy kod: Kod ziadneho znaku nie je
prefixom ineho.

enastane nejednoZnacnos

* Na dekddovanie mozeme
pouzit’ jednoduchy binarny
strom.



David Huffman

1925 — 1999

1951




O co viastne islo?

* Majme vahy (kladne Cisla) w, w, ...w, , kde
WISW, S =W,

* Kompletny binarny strom pre vahy w, w,...w,
je taky strom s n listami, v ktorom kazdemu
listu priradime niektoru z vah.

. Vaha stromu TJe definovana ako
Z w.l(w,), kde [(w,) je hibka listu s

prlradenou vahou w;,

* Optimalnym nazveme takyto binarny strom
vtedy, ak je jeho vaha najmensia mozna.



O co viastne islo?
9
b

3 9 5 6




Hlavna myslienka

Strom n vahw, w, ...w,, zostrojime zo stromu
pre n-1 vah w,+w,...w,



Huffmanov kod

Ak T je optimalny strom pre n vah w + w, ..., w,,
kde w,<w,<...<w_ potom ak k vrchol s
priradenou vahou w,+ w, nahradim binarnym
stromom hibky 1 s vahami listov w, w,, dostanem
optimalny strom 7" pre vahy w, w, ..., w,.



Huffmanov kod

Ak T je optimalny strom pr n vah w =w,=<...<w
potom existuje optimalny strom 7' v ktorom su
listy s vahami w, w, surodencami a maju
najvacsiu hibku v strome 7" .

ny

Step 1. Create a parentless node for each symbol. Each node should include the symbol and its
probability.

Step 2. Select the two parentless nodes with the lowest probabilities.

Step 3. Create a new node which is the parent of the two lowest probability nodes.

Step 4. Assign the new node a probability equal to the sum of its children's probabilities.

Step 5. Repeat from Step 2 until there is only one parentless node left.



Artikulacne body a dvjosuvisle

komponent

/Vrchol v V heorientovanom grafe G(V,E) bez
sluCiek sa nazyva artikulachym bodom, ak
G-v ma viac komponentov ako graf G.

Ak graf nema artikulacny bod, nazyva sa
dvojsuvisly (spojity) - biconnected
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Artikulacne body a dvjosuvisle

komponent

-

Lema A1: Vrchol v je artikulacnym vrcholom
vtedy a len vtedy, ak v danom grafe existuju
také dva vrcholy, ze vsetky cesty medzi nimi
prechadzaju cez vrchol v.




Artikulacne body a dvjosuvisle

komponent

-

Lema A2: Majme neorientovany graf G=(V,E) a
jeho kostru (strom) 7= (V,E’). Potom ak existuje
nrana (a,b) v E, taka, ze (a,b) nie je z E', potom a
je predok alebo potomok b v strome T.

Root




Artikulacne body a dvjosuvisle

(1) G=(V, E)

b <5 #7) i8) j(10)

»
e(6)

4 T'=I(V.E")




Artikulacne body a dvjosuvisle

komponent

-

Lema A3: Majme neorientovany graf G=(V,E) a
jeho kostru (strom) 7= (V,E’). Potom koren r
stromu T je artikulacny bod, vtedy a len vtedy ak
ma aspon dve deti.




Artikulacne body a dvjosuvisle

komponent

-

Lema A4: Majme neorientovany graf G=(V,E) a jeho
kostru (strom) 7= (V,E’). Potom vrchol v, ktory nie je
korenom, je artikulachym podom vtedy a len vtedy, ak
ma dieta, z ktoreho podstromu, neexistuje "back-edge”
do predka vrcholu v.

(1) (2) (3)




Artikulacne body a dvjosuvisle

komponent

Step 1: Find the depth-first spanning tree T for G according to a prescribed order.

?ﬂx;,m....,xﬂ be the vertices of G preordered by T'. Then dfi(x;) = j for all
<Jj=n

Step 2: Start with x, and continue back to xp_j, X»—2, . .., X3, X2, X, determining

low(x;),forj=mn,n-1,n-2,...,3,2, 1, recursively, as follows:

a) low'(x;) = min{dfi(z)|z is adjacent in G to x;}.

b) If ¢y, €3, . .., Cy arethechildren of x ;, thenlow(x;) = min{low/(x;),
low(¢y), low(cz), . . . , low(cm)}. [No problem arises here, for the ver-
tices are examined in the reverse order to the given preorder. Conse-
quently, if ¢ is a child of p, then low(¢) is determined before low(p).]

Step 3: Let w; be the parentof x; in T. Iflow(x;) = dfi(w), then w; is an articulation
pointof G, unless w; is the root of T and w; has no childin 7' other than x;. Moreover,
in either situation the subtree rooted at x; together with the edge {w;, x;} is part of
a biconnected component of G.



Artikulacne body a dvjosuvisle
komponent
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