ZÁKLADY TEÓRIE PROGRAMOVANIA

Igor Prívara

Obsah

Programové schémy 5

1 ľtandardné programové schémy 7 1.1 Syntax źtandardných schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.2 Program { interpretovaná schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.3 Výpoèet interpretovanej schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4 Vlastnosti programových schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5 Herbrandove interpretácie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.6 Zladené interpretácie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2 Nerozhodnuteţnosż vlastností schém 15 2.1 Rozhodovacie problémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.2 Nerozhodnuteţnosż problému divergencie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.3 Nerozhodnuteţnosż problémov zastavenia, ekvivalencie a izomor˛zmu . . . . . . . . . 20 2.4 Vlastnosti podtried źtandardných schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.4.1 Podtriedy źtandardných schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.4.2 Voţné schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.4.3 Janovove schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.4.4 Na hranici medzi rozhodnuteţnosżou a nerozhodnuteţnosżou . . . . . . . . . . 26

3 Porovnávanie tried programových schém 27 3.1 ľtruktúrované schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 3.2 Porovnanie źtandardných a źtruktúrovaných schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3.3 Rekurzívne schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 3.4 Porovnanie źtandardných a rekurzívnych schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 3.5 Èiastoène interpretované schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Správnosż programov 37

4 Indukèné metódy pri dokazovaní správnosti 39 4.1 Výpoètová indukcia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.2 ľtrukturálna (noetherovská) indukcia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5 Floydova metóda 41

5.1 Dôkaz správnosti Floydovou metódou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 5.2 Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 5.3 Konźtrukcia veri˛kaèných podmienok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 5.4 Dôkaz zastavenia programu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 6 Hoareova metóda 47 6.1 Logický systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 6.2 Induktívna (invariantná) formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 6.3 Inferenèný systém H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 6.4 Poznámky o úplnosti Hoareovských kalkulov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

7 Metóda intermitentov 55 7.1 Intermitent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 7.2 Dôkaz správnosti metódou intermintentov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

8 Konźtrukcia invariantov a správnych programov 58 8.1 Návrh invariantov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 8.2 Systematický vývoj korektných programov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Sémantika programov 65

9 Formálna sémantika programov 67

9.1 Porovnanie sémantických de˛nícií . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 9.2 Kompozièná sémantika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 9.3 Základné prístupy pri popise významu programov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 9.4 Ekvivalencia programov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 10 Algebraická źtruktúra sémantických oborov 71

10.1 plné èiastoèné usporiadanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 10.2 Konźtrukcia cpo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 11 Sémantika imperatívnych programov 75 11.1 Syntax jazyka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 11.2 Sémantické obory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 11.3 Sémantika výrazov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 11.4 Operaèná vstupno{výstupná sémantika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 11.5 Denotaèná sémantika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 11.6 Porovnanie operaènej a denotaènej sémantiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

12 Sémantika rekurzívnych funkcionálnych programov 84 12.1 Syntaktické obory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 12.2 Obory interpretácie a sémantické obory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 12.3 Pevné body funkcionálov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

12.4 Systémy rekurzívnych de˛nícií . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 12.5 Sémantika rekurzívnych programov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 12.6 Výpoèet rekurzívnych programov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 12.7 Korektnosż výpoètových pravidiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 12.8 Kritéria korektnosti pravidiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

13 Nedeterministické programy a schémy 100

13.1 Syntax nedeterministických schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 13.2 Interpretácia nedeterministických schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 13.3 Význam nedeterministických schém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 13.4 Správnosż programov v relaènom kalkule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

Èasż I

Programové schémy

Predmetom źtúdia teórie programových schém sú riadiace źtruktúry programov.

1. Abstrakcia programu: Podstatou abstrakcie je \od˛ltrovanie" nepodstatných informácií,

ktoré nie sú významné pri analýze problémov súvisiacich s predmetom źtúdia, t.j. v tomto prípade pri źtúdiu vlastností riadiacich źtruktúr programov.

Teória programových schém sa zaoberá źtúdiom vlastností riadiacich źtruktúr, nezávisle od funkcií a predikátov, pou¿itých v programe. Riadiaca źtruktúra schémy zachováva źtruktúru riadenia programu. Abstrahuje sa vźak od funkcií a predikátov pou¿itých v programe tým, ¿e ich nahradíme \formálnymi" symbolmi funkcií a predikátov. Dôsledkom oddelenia źpeci˛ckých vlastností interpretácie od źtruktúry riadenia je mo¿nosż lepźieho pochopenia základných rysov riadiacich źtruktúr.

Programová schéma reprezentuje celú triedu programov s rovnakou źtruktúrou riadenia. Rôznymi interpretáciami symbolov funkcií a predikátov mô¿me dostaż rôzne programy. Ak teda nejaká vlastnosż, týkajúca sa riadiacej źtruktúry, platí pre schému S, platí pre ka¿dý program P , ktorý je \inźtanciou" schémy S.

2. Triedy programových schém: V závislosti na tom, aké typy riadiacich źtruktúr sa źtudu-

jú uva¿ujeme rôzne triedy programových schém, napr. źtandardné schémy, źtrukturované schémy, rekurzívne schémy, atï. Ka¿dá z uvedených tried schém zachováva podstatné vlastnosti a zvláźtnosti niektorej z \ostro sledovaných" tried programov (fortranovské, pascalovské, resp. funkcionálne programy).

Jednou zo základných otázok teórie programových schém je źtúdium výrazovej sily riadiacich źtruktúr, t.j. porovnávanie jednotlivých tried programových schém. Dosiahnuté výsledky umo¿ujú hlbźie vniknúż do tajov odstraovania rekurzie pomocou iterácie, do teoretických základov źtrukturovaného programovania, atï.

3. Rôzne stupne abstrakcie: Pri de˛nícii programových schém mô¿me vychádzaż z rôznych

úrovní abstrakcie. Podstatou je urèiż elementárne objekty, t.j. objekty, ktorých vnútorná źtruktúra sa ïalej nebude analyzovaż. Takýmito elementárnymi objektami mô¿u byż symboly premenných, funkcií a predikátov alebo symboly elementárnych príkazov. Ak je takýmto elementárnym príkazom priraïovací príkaz, stáva sa vlastne \èiernou skrinkou". Pri takomto stupni abstrakcie nie je potom mo¿né analyzovaż napr. vnútorné vlastnosti stavu výpoètu (stav pracovných premenných).

Kapitola 1

ľtandardné programové schémy

1.1 Syntax źtandardných schém

1. Symboly: Symbolmi sú individuálne premenné, funkèné symboly, predikátové symboly a

źpeciálne symboly.

Individuálne premenné { X = {x, y, z, · · ·} • vstupné premenné { X_x { x = {x_1, · · · , x_k} • výstupné premenné { X_z { z = {z_1, · · · , z_m} • pracovné premenné { X_y { y = {y_1, · · · , y_n} Funkèné symboly { F = ⋃∞ i=0 F^i • pre f ∈ F^n platí arity(f) = n • F^n = {f, g, h, · · ·} { n{arne symboly • F^0 = {a, b, · · ·} { konźtanty Predikátové symboly { B = ⋃∞ i=0 B^i • pre p ∈ B^n platí arity(p) = n • B^0 = {0, 1} { logick«e konźtanty: true, false ľpeciálne symboly { [, ], (, ), :=, :

2. Výrazy a príkazy: Základnými syntaktickými objektami sú výrazy a predikáty (booleovské

výrazy). Z nich sa konźtruujú príkazy. Termy { T = {t, t_i, . . .}

1. F^0 ⊆ T , X ⊆ T , 2. ak f ∈ F^n, t_1, · · · , t_n ∈ T potom f(t_1, · · · , t_n) ∈ T .

Predikáty { P = {q}

1. B^0 ⊆ P , 2. ak p ∈ B^n, t_1, · · · , t_n ∈ T potom p(t_1, · · · , t_n) ∈ P . Príkazy { C = {st, st_i, · · ·} 1. poèiatoèný { begin [y] := [t_1(x), · · · , t_n(x)], 2. koncový { end [z] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)], 3. priraïovací { [y] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)], 4. príkaz skoku { goto i, 5. podmienkový { if p(x, y) then st , kde st je priradenie alebo príkaz skoku, 6. príkaz s návestím { i : st (st { priradenie, podmienka, skok).

De˛nícia syntaxe podmienkového príkazu urèuje, ¿e podmienku reprezentuje predikátový symbol. Tak¿e podmienkou nemô¿e byż formula vytvorená pomocou logických spojok resp. operácií (not, and, or), preto¿e tým by sme do schém zaviedli niektoré ˛xne interpretované symboly. 3. ľtandardná programová schéma: ľtandardnú programovú schému tvorí koneèná postup-

nosż príkazov S = {st_0, st_1, · · · , st_n, st_{n+1}}, kde

1. st_0 je poèiatoèný príkaz, 2. st_{n+1} je koncový príkaz, 3. st_i (1 ≤ i ≤ n) je podmienkový, priraïovací alebo skokový príkaz s návestím i, 4. skok mieri na návestie z intervalu < 1, n > alebo na návestie end.

Príklad: gra˛cká reprezentácia schémy:

S: begin [y_1, y_2] := [x, a] 1: if p(y_1) then goto end

2: [y_1, y_2] := [f(y_1), g(y_1, y_2)]

3: goto 1 end [z] := [y_2] z := y_2

         ?

œ

6 -

y_1, y_2 := f(y_1), g(y_1, y_2)

?

⧹ ⧸ ≁ ≇ p(y_1)

?

y_1, y_2 := x, a

-

 ?

1 0

Programová schéma nemusí obsahovaż koncový príkaz, keï (v grafárskej terminológii) neexistuje ¿iadna \hrana", ktorá do neho vedie.

1.2 Program { interpretovaná schéma

1. Interpretácia źtandardnej programovej schémy: Interpretáciou programovej schémy S

nazývame dvojicu I = (D, i), kde

• D { obor interpretácie, • i { interpretaèný mor˛zmus. { ∀a ∈ F^0 i(a) ∈ D { ∀f ∈ F^n i(f) ∈ D^n → D { ∀c ∈ B^0 i(c) ∈ {0, 1} { ∀p ∈ B^n i(p) ∈ D^n → {0, 1} Pojem interpretácie sa dá priamoèiaro rozźíriż na termy a predikáty (k premenných v terme): • i(t) ∈ D^k → D • i(q) ∈ D^k → {0, 1} 2. Program: Programom nazývame dvojicu (S, I), kde S je programová schéma a I interpretá-

cia.

Príklad: Tromi rôznymi interpretáciami schémy S odvodíme principiálne odliźné programy, dokon-

ca s rôznymi obormi interpretácie. Jediným spoloèným prvkom týchto programov je tá istá źtruktúra riadenia.

S: begin [y_1, y_2] := [x, a] 1: if p(y_1) then goto end

2: [y_1, y_2] := [f(y_1), g(y_1, y_2)]

3: goto 1 end [z] := [y_2]

I_1 N a 1 p y_1 = 0 f y_1 − 1 g y_1 ∗ y_2

I_2 N a 0 p y_1 = 0 f y_1 − 1 g y_1 + y_2

I_3 ˚^∗ a nil p isnil(y_1) f tail(y_1) g head(y_1).y_2 • (S, I_1) po»c«“ta faktori«al x

• (S, I_2) po»c«“ta sumu 1 + 2 + · · · + x

• (S, I_3) obracia ret’azec x

1.3 Výpoèet interpretovanej schémy

V tejto èasti zavedieme základné pojmy umo¿ujúce neformálne popísaż (operaèný) význam ţubovolného programu (interpretovanej schémy) P = (S, I).

1. Výpoèet programu: Pri de˛nícii výpoètu programu P so vstupom v { oznaèenie (S, I, v) {

predpokladáme, ¿e

• v je ohodnotenie vstupných premenných { v : X^k_x → D^k,

• prirodzenú operaènú sémantiku so simultánnym priradením,

• ohodnotenie výstupných premenných ako dôsledok ukonèenia výpoètu { X^m_z → D^m.

Ohodnotenie vstupných premených zodpovedá priradeniu hodnôt do vstupných premenných (napr. operáciou read). Ohodnotenie výstupných premenných zodpovedá priradeniu hodnôt do výstupných premenných (simulácia príkazu write).

Predpokladáme, ¿e výpoèet programu (interpretovanej schémy) sa de˛nuje v súlade so zau¿ívaným źtandardom pre túto triedu programov. ľpeci˛ckou èrtou je len simultánne priradenie, ktoré treba interpetovaż takto: v danom stave pracovných premenných sa (paralelne) vyhodnotia vźetky výrazy na pravej strane priradenie a nový stav výpoètu vznikne priradením výsledkov vyhodnotenia do premenných na ţavej strane.

2. Výsledok výpoètu: Výsledkom výpoètu je hodnota val(S, I, v)

• de˛novaná ohodnotením d výstupných premených z, ak sa výpoèet skonèí,

• nede˛novaná, ak sa výpoèet neskonèí.

Význam daného programu de˛nuje buï vstupno{výstupná charakterizácia programu (funkcia) alebo história jeho vźetkých mo¿ných výpoètov.

3. História výpoètu: Históriu ţubovolného výpoètu je mo¿né charakterizovaż rôznymi spôsob-

mi, buï postupnosżou stavov alebo postupnosżou kon˛gurácií. Uvedené dva prístupy sa zreteţne odliźujú stupom abstrakcie.

• Stav výpoètu [y_1, · · · , y_n] { hodnoty pracovných premenných,

• Kon˛gurácia [y_1, · · · , y_n]_k { stav s udaním návestia k práve vykonaného príkazu,

• Výpoètová postupnosż { postupnosż stavov (kon˛gurácií) po ka¿dom kroku výpoètu.

1.4 Vlastnosti programových schém

1. Divergencia a zastavenie: Hovoríme, ¿e program P = (S, I) sa zastaví, ak pre ka¿dé ohod-

notenie v vstupných premenných x je hodnota val(S, I, v) de˛novaná.

De˛nícia 1 Schéma S sa zastaví, ak pre ka¿dú interpretáciu I sa zastaví program (S, I).

Hovoríme, ¿e program P = (S, I) diverguje, ak pre ¿iadne ohodnotenie v vstupných premenných x nie je hodnota val(S, I, v) de˛novaná.

De˛nícia 2 Schéma S diverguje, ak pre ka¿dú interpretáciu I diverguje program (S, I).

Divergencia je duálnym, nie vźak komplementárnym, problémom k problému zastavenia! Nie je ża¿ké skonźtruovaż schému, ktorá sa pri jednej interpretácii zastaví a pri inej diverguje.

2. Ekvivalencia a izomor˛zmus: Hovoríme, ¿e schémy S_1, S_2 sú kompatibilné, ak majú rov-

naké vektory vstupných a výstupných premenných. Programy (S_1, I_1), (S_2, I_2) sú kompatibilné, ak sú kompatibilné schémy S_1, S_2 a obory interpretácií I_1, I_2 sú rovnaké.

Dva kompatibilné programy (S_1, I_1), (S_2, I_2) sú ekvivalentné (oznaèenie ≡), ak pre rovnaké ohodnotenia vstupných premenných v sú hodnoty val(S_1, I_1, v), val(S_2, I_2, v) buï obe nede˛nované alebo obe rovnaké.

De˛nícia 3 Dve kompatibilné schémy S_1, S_2 sú ekvivalentné, ak pre vźetky intepretácie I sú programy (S_1, I), (S_2, I) ekvivalentné.

Uvedený pojem ekvivalencie programov zodpovedá tzv. silnej ekvivalencii.

De˛nícia 4 Dve kompatibilné schémy S_1, S_2 sú izomorfné (oznaèenie ∼=), ak pre ka¿dú interpretáciu I a pre ka¿dé ohodnotenie v sú postupnosti stavov výpo»ctov (S_1, I, v) a (S_2, I, v) rovnaké.

Ekvivalencia schém je de˛novaná na základe vstupno{výstupnej charakterizácie, t.j. ekvivalentné schémy poèítajú pri ka¿dej interpretácii rovnaké funkcie. Nezaujíma nás história výpoètu. Na druhej strane, izomor˛zmus schém vy¿aduje rovnaké histórie výpoètov pre vźetky interpretácie. Keï¿e históriu výpoètu mô¿eme de˛novaż rôznymi spôsobmi (napr. postupnosżami stavov, kon˛gurácií), de˛nícia pojmu izomor˛zmu schém zavisí od zvolenej histórie výpoètu. V danom prípade sme izomor˛zmus de˛novali na základe histórie stavov výpoètov.

1.5 Herbrandove interpretácie

1. Herbrandovo univerzum: Herbrandovo univerzum H pozostáva z reżazcov symbolov, zo-

strojených zo vstupných premenných a funkèných symbolov:

• ak x_i ∈ X_x potom \x_i" ∈ H, • ak a ∈ F^0 potom \a" ∈ H, • ak f ∈ F^n; \t_1", · · · , \t_n" ∈ H potom \f(t_1, · · · , t_n)" ∈ H.

Príklad: Herbrandovo univerzum pre \abecedu" x ∈ X_x, a ∈ F^0, h ∈ F^1, g ∈ F^2 H = {\a", \x", \h(a)", \h(x)", \g(x, x)", \g(a, a)", \g(a, x)", \g(x, a)", \h(h(a))", \h(h(x))", \h(g(a, a))", \h(g(a, x))", \h(g(x, a))", \h(g(x, x))", \g(h(a), a)", \g(a, h(a))", . . .} 2. Herbrandova voţná interpretácia: Herbrandovou interpretáciou źtandardnej programovej

schémy S nazývame dvojicu I_H = (H, i_H ), kde:

• H je Herbrandovo univerzum, • i_H je interpretaèný mor˛zmus:

{ ∀x ∈ X_x i_H (x) = \x", { ∀a ∈ F^0 i_H (a) = \a", { ∀f ∈ F^n i_H (f) ∈ H^n → H n{tici \t_1", · · · , \t_n" priradí \f(t_1, · · · , t_n)".

• Interpretácia premenných a funkèných symbolov je \pevná", voţná je interpretácia predikátov. • Existuje nekoneène veţa Herbrandových interpretácií danej netriviálnej schémy, odliźujúcich sa interpretáciou predikátových symbolov.

• Herbrandove interpretácie \zastupujú" triedu vźetkých interpretáci«í.

1.6 Zladené interpretácie

1. Zladenie výpoètov a symbolických výpoètov:

De˛nícia 5 Interpretácia I s ohodnotením v je zladená s voţnou interpretáciou I_H s ohodnotením predikátov práve vtedy, keï pre ka¿dé p ∈ B^n i_H (p)(\t_1", · · · , \t_n") ⇐⇒ i(p)(i^v (t_1), · · · , i^v(t_n)).

Zatiaţ èo výpoètová cesta programom (S, I) je de˛novaná výberom vstupných hodnôt (ohodnotením vstupných premenných), pri symbolickom výpoète (S, I_H ) je výpoètová cesta charakterizovaná interpretáciou predikátových symbolov. Inými slovami, pri výpoètoch programu (S, I) je pevná interpretácia ¿ujme schému S a interpretáciu I_1, de˛nované v èasti 1.2. S interpretáciou I_1 a ohodnotením vstupu v = [x ← 2] je zladená interpretácia, pri ktorej p(\x") = false p(\f(x)") = false p(\f(f(x))") = true. V tomto prípade dostaneme nasledujúci výpoèet (de˛novaný postupnosżou stavov) a \zladený" symbolický výpoèet (charakterizovaný postupnosżou symbolických stavov).

[2, 1] [\x", \a"] [1, 2] [\f(x)", \g(x, a)"] [0, 2] [\f(f(x))", \g(f(x), g(x, a))"] [2] [\g(f(x), g(x, a))"] 2. Vlastnosti zladených intepretácií: Prvá z vlastností zaruèuje existenciu zladenej inter-

pretácie.

Lema 6 Ku ka¿dej interpretácii I symbolov danej schémy S a ka¿dému ohodnoteniu vstupných premenných v existuje voţná interpretácia I_H , ktorá je s ou zladená (a naopak).

Dôkaz: Nech ∀I, ∀p ∈ B^n: T = T^0_{p,I} + T^1_{p,I}, kde T^k_{p,I} = {(t_1, · · · , t_n) : i(p)(i^v(t_1), · · · , i^v(t_n)) = k}. Interpretáciu I_H , zladenú s I, de˛nuje predpis:

i_H (p)(\t_1", · · · , \t_n") = k, ak (t_1, · · · , t_n) ∈ T^k_{p,I}. V prípade zladených intepretácií výpoèet a \zladený’ symbolický výpoèet prechádzajú \tou istou cestou" v diagrame toku riadenia danej schémy. Formálne je táto vlastnosż formulovaná v leme 7 \o výpoètoch pri zladených interpretáciách".

Lema 7 Nech S je schéma, I jej interpretácia, v ohodnotenie vstupov a I_H voţná interpretácia zladená s I a v. Potom pre j{te kon˛gurácie [d_1, · · · , d_n]^j_s a [\t_1", · · · , \t_n"]^j_s výpo»ctov (S, I, v), (S, I_H , \x") platí s = s a i^v(t_i) = d_i pre vźetky i ∈< 1, n >.

Dôkaz: indukciou vzhţadom na výpoèet. V ka¿dom indukènom kroku treba braż do úvahy vźetky

mo¿né príkazy.

Lema o výpoètoch pri zladených interpretáciách je kţuèovým výsledkom pre dôkaz nasledujúcich tvrdení.

Veta 8

1. Schéma S sa zastaví práve vtedy, keï sa zastaví výpo»cet pre ka¿dú Herbrandovu interpretáciu schémy S.

2. Dve kompatibilné schémy S_1, S_2 sú ekvivalentné vtedy a len vtedy, keï pre ka¿dú Herbrandovu interpretáciu I_H sa programy (S_1, I_H ), (S_2, I_H ) buï oba zacyklia alebo sa oba zastavia, prièom platí val(S_1, I_H , \x") = val(S_2, I_H , \x"). 3. Dve kompatibilné schémy S_1, S_2 sú izomorfné práve vtedy, keï pre ka¿dú Herbrandovu interpretáciu je výpo»ctová postupnosż stavov S_1 identická s výpo»ctovou postupnosżou stavov S_2.

Dôkaz: zrejme, ak platí niektorá vlastnosż pre vźetky interpretácie, musí platiż aj pre Herbrandove.

Opaèná implikácia:

1. Zastavenie: Dôsledok uvedených liem.

2. Ekvivalencia: Nech S_1 ≡ S_2 na triede voţných interpretácií, t.j. ∀I_H : val(S_1, I_H , \x") = val(S_2, I_H , \x"). Potom pre vźetky interpretácie I a ohodnotenia v existuje zladená interpretácia I_H taká, ¿e (S_1, I), (S_1, I_H ) alebo oba cyklia alebo val(S_1, I, v) = i^v(val(S_1, I_H , x)). Analogická valstnosż platí pre S_2 (dôsledok lemy 7). Tak¿e programy (S_1, I), (S_2, I) buï oba cyklia alebo sa oba zastavia s rovnakým výsledkom.

3. Izomor˛zmus: Analógia s ekvivalenciou.

Kapitola 2

Nerozhodnuteţnosż vlastností schém

Prvým krokom pri źtúdiu vlastností programových schém je odpoveï na otázku, èi vieme rozhodnúż, èi daná vlastnosż platí alebo nie.

Ako ukazujú nasledujúce príklady, v jednotlivých konkrétnych prípadoch sa dá (viac alebo menej) ţahko ukázaż, ¿e daná schéma (dané schémy) spţa analyzovanú vlastnosż.

Príklad: Najprv uká¿eme, ¿e schéma S_1 sa zastaví. Zrejme, vzhţadom na príkaz 1, nemô¿e prísż do

hry pre ¿iadnu interpretáciu cyklus 2: . . . goto 2. V prípade cyklu 7: . . . goto 7 sú dve mo¿nosti. Ak pri skoku z príkazu 1 platí p(a) výpoèet sa okam¿ite zastaví. Ak p(a) neplatí a v príkaze 4 platí p(fa) (ináè konèíme), cyklus sa jedenkrát \otoèí" ale ţahko overíme, ¿e potom sa výpoèet zastaví. Tak¿e, pre ţubovolnú Herbrandovu interpretáciu I_H sa výpoèet (S, I_H ) zastaví.

Podobne jednoducho uká¿eme, ¿e schémy S_1, S_2 sú ekvivalentné. Schému S_2 dostaneme z S_1 vynechaním \zbytoèného" príkazu 2.

S_1: begin [y] := [a] 1: if p(y) then goto 7 2: if p(y) then goto 2

3: [y] := [f(y)]

4: if p(y) then goto 6 5: goto end

6: [y] := [a]

7: if p(y) then goto end

8: [y] := [f(y)]

9: goto 7 end [z] := [y]

S_2: begin [y] := [a]

1: if p(y) then goto 6

2: [y] := [f(y)]

3: if p(y) then goto 5 4: goto end

5: [y] := [a]

6: if p(y) then goto end

7: [y] := [f(y)]

8: goto 6 end [z] := [y]

Príklad: Podrobnou analýzou kompatibilných schém S_3, S_4, S_5 ţahko odhalíme, ¿e schémy S_3, S_4

sú ekvivalentné a izomorfné (vzhţadom na históriu stavov). Schému S_4 dostaneme z S_3 rozvinutím cyklu. Nie sú vźak izomorfné vzhţadom na históriu kon˛gurácií. Na druhej strane sú schémy S_3, S_5 síce ekvivalentné ale nie sú izomorfné (ani vzhţadom na históriu stavov).

S_3: begin [y] := [x] 1: if p(y) then goto end

2: [y] := [f(y)]

3: goto 1 end [z] := [y]

S_4: begin [y] := [x] 1: if p(y) then goto end

2: [y] := [f(y)]

3: if p(y) then goto end

4: [y] := [f(y)]

5: goto 3 end [z] := [y]

S_5: begin [y] := [x]

1: if p(y) then goto end 2: if p(f(y)) then goto 5

3: [y] := [f^2(y)]

4: goto 1

5: [y] := [f(y)]

end [z] := [y]

2.1 Rozhodovacie problémy

Rozhodovací problém pre programové schémy odpovedá na zásadnú otázku, èi pre danú triedu schém P a danú vlastnosż schém ϕ existuje vźeobecný algoritmus, ktorý pre ţubovolnú schému S ∈ P (resp. ţubovolnú dvojicu schém S_1, S_2 ∈ P) urèí, èi platí vlastnosż ϕ(S) (resp. ϕ(S_1, S_2)) alebo nie.

Problém je rozhodnuteţný ak existuje vźeobecný algoritmus, ktorý pre ţubovolnú schému (dvojicu schém) z danej triedy schém odpovie, èi schéma (dvojica schém) spţa danú vlastnosż alebo nie. Problém je nerozhodnuteţný, ak takýto vźeobecný algoritmus pre danú vlastnosż neexistuje.

Problém je èiastoène rozhodnuteţný ak existuje procedúra, ktorá pre ţubovolnú schému (dvojicu schém) z danej triedy schém odpovie kladne, keï schéma (dvojica schém) spţa danú vlastnosż a odpovie záporne alebo sa neskonèí, keï schéma (dvojica schém) danú vlastnosż nespţa.

Pre triedu źtandardných programových schém S sa źtudujú źtyri rozhodovacie problémy: problém zastavenia, problém divergencie, problém ekvivalencie, problém izomor˛zmu. Uká¿eme, ¿e v triede źtandarných programových schém sú vźetky źtyri základné problémy nerozhodnuteţné. Problémy divergencie, ekvivalencie a izomor˛zmu nie sú ani èiastoène rozhodnuteţné. Problém zastavenia je èiastoène rozhodnuteţný.

Dôkaz nerozhodnuteţnosti sa opiera o redukciu dvoch nerozhodnuteţných problémov źpeciálnej triedy dvojpáskových automatov na rôzne varianty problému divergencie. Nerozhodnuteţnosż platí u¿ pre relatívne úzku podtriedu źtandardných schém. Nerozhodnuteţnosż ostatných problémov je dôsledkom nerozhodnuteţnosti divergencie.

2.2 Nerozhodnuteţnosż problému divergencie

Nerozhodnuteţnosż problému divergencie doká¿eme pre triedu schém S_1 ⊂ S redukciou nerozhodnuteţných problémov triedy dvojpáskových automatov A na \divergenèné" problémy schém z S_1, t.j. uká¿eme, ¿e ka¿dý automat A ∈ A sa dá simulovaż nejakou schémou S ∈ S_1.

Veta 9 Pre schémy S ∈ S_1 nie sú nasledujúce problémy ani èiasto»cne rozhodnuteţné:

• S diverguje pre vźetky interpretácie I, • existuje interpretácia I taká, ¿e program (S, I) diverguje.

Pri dôkaz tejto vety postupne zade˛nujeme triedu dvojpáskových automatov A, triedu schém S_1 a o popíźeme techniku redukcie automatov z A na schémy z S_1.

1. Dvojpáskový koneèný automat: Uva¿ujme triedu dvojpáskových koneèných automatov A,

de˛novanú:

• vstupmi: nekoneèné reżazce znakov nad dvojprvkovou abecedou ˚^∞ = {a, b}^∞, • operáciami: tail(xw) = w, head(xw) = x, • stavmi: poèiatoèný, prechodový, akceptujúci, odmietací. ⪊ ⪉ ⪹ ⪺ start

?

y_1, y_2 := w, w

?

?_{accept}

              ?

y_i := tail(y_i)

?

⪊ ⪉ ⪹ ⪺ head(y_i)

?^a ?^b

   ?_{reject}

Automat A rozdeţuje mno¿inu vstupných slov ˚^∞ do troch tried: • Accept(A) { mno¿ina akceptovaných slov,

• Reject(A) { mno¿ina odmietnutých slov, • Loop(A) { mno¿ina slov, pre ktoré automat cyklí (nekoneèné vstupné slovo). Zrejme platí ˚^∞ = Accept(A) ∪ Reject(A) ∪ Loop(A). V nasledujúcej leme sú sformulované niektoré vlastnosti triedy dvojpáskových koneèných automatov.

Lema 10

• Problém \Accept(A) = ∅" nie je ani èiasto»cne rozhodnuteţný. • Problém \Loop(A) ≠ ∅" nie je ani èiasto»cne rozhodnuteţný.

2. Podtrieda schém S_1: Základnou myźlienkou dôkazu nerozhodnuteţnosti de˛novaných vlast-

ností źtandardných programových schém je redukcia triedy dvojpáskových automatov A na podtriedu źtandardných schém S_1.

Podtrieda S_1 je de˛novaná nasledujúcimi syntaktickými ohranièeniami: Symboly:

• F^0 = {a}, F^1 = {f}, F^i = ∅ pre i ≥ 2 • B^1 = {p}, B^i = ∅ pre i ≥ 2 • X_x = ∅, X_y = {y_1, y_2}, X_z = {z} Príkazy:

• begin [y_1, y_2] := [a, a] • i: [y_j] := [f(y_j)] pre j = 1, 2

i+1: if p(y_j) then st • i: goto i • end [z] := [a] Herbrandove interpretácie:

• Herbrandovo univerzum { {\a", \f^i(a)"}.

• Slovo w ∈ {0, 1}^∗ d«l»zky n (resp. nekoneèné slovo) zodpovedá voţnej interpretácii I_H , ak pre vźetky k (1 ≤ k ≤ n) platí i_H (p)(\f^k(a)") = w_k.

Uvedenou konźtrukciou chceme dosiahnúż vlastnosż: ak na pásky automatu A dáme ţubovoţné slovo w, potom symbolický výpoèet (S, I_H ), kde I_H je interpretácia zladená s w sa zastaví práve vtedy, keï A akceptuje w.

3. Redukcia problému divergencie: Pri redukcii triedy automatov A na schémy z triedy S_1

skonźtruujeme ku ka¿dému dvojpáskovému automatu A dve schémy S^′, S^{′′} tým, ¿e prelo¿íme:

• poèiatoèný stav ; poèiatoèný príkaz, • prechodový stav ; dvojpríkaz, • akceptujúci stav ; koncový príkaz, • odmietací stav

{ schema S^′ ; ve»cny cyklus, { schéma S^{′′} ; koncový príkaz.

Pri redukcii zodpovedá ka¿dému automatu A so vstupným slovom w schéma S^′ ∈ S_1 (resp. S^{′′} ∈ S_1) s interpretáciou i_H (p) zladenou s w. Jednoduchou indukciou vzhţadom na poèet modi˛kácií y_i doká¿eme zladenie výpoètov automatu a schém:

?

y_i := f(y_i)

?

⪊ ⪉ ⪹ ⪺ p(y_i)

?^0 ?^1

                 ?

y_i := tail(y_i)

?

⪊ ⪉ ⪹ ⪺ head(y_i)

?^0 ?^1

inicializácia pracovnej premennej y_i:

y_i := a y_i := w_0w_1w_2 · · · stav po prvej modi˛kácii pracovnej premennej y_i:

y_i := f(a) y_i := w_1w_2 · · · i_H (p)(\f(a)") = w_1 head(w_1w_2 · · ·) = w_1 stav premennej y_i po (k − 1){modi˛káciách:

y_i := f^{k−1}(a) y_i := w_{k−1}w_kw_{k+1} · · · stav po k{tej modi˛kácii pracovnej premennej y_i:

y_i := f^k(a) y_i := w_kw_{k+1} · · · i_H (p)(\f^k(a)") = w_k head(w_kw_{k+1} · · ·) = w_k Podstata dôkazu vety 9 spoèíva vo vyu¿ítí nasledujúcich vlastností redukcie automatov na schémy.

Veta 11 Ka¿dá interpretácia I_H sa dá popísaż nekone»cnou postupnosżou w ∈ {0, 1}^∞ tak, ¿e platí w_i = x práve vtedy, keï i_H (p)(f^i(a)) = x.

• Accept(A) = ∅ ⇔ ∀I_H : (S^′, I_H ) diverguje,

• Loop(A) ≠ ∅ ⇔ ∃I_H : (S^{′′}, I_H ) diverguje.

Dôkaz: V oboch prípadoch vyu¿ijeme jednoduchú schému dôkazu sporom: aby sme dokázali p ⇔ q

predpokladáme, ¿e platí p a neplatí q a naopak.

Nech Accept(A) = ∅ ale existuje I_H taká, ¿e sa symbolický výpoèet (S^′, I_H ) zastaví. Keï¿e i_H (p) je zladená s nejakým vstupným slovom w a akceptujúci stav je jediný, automat A musí slovo w akceptovaż, èo je v spore s predpokladom.

Ostatné èasti dôkazu vety 11 sa opierajú o analogické úvahy (cvièenie).

2.3 Nerozhodnuteţnosż problémov zastavenia, ekvivalencie a izomor˛zmu

Veta 12 Problém zastavenia schém v S_1 je nerozhodnuteţný (je vźak èiasto»cne rozhodnuteţný).

Myźlienka dôkazu: Problém zastavenia je komplementárnym problémom k problému divergenciu

pre nejakú interpretáciu. Z tohoto titulu je problém zastavenia nerozhodnuteţný. Myźlienka procedúry \èiastoène rieźiacej" tento problém mô¿e byż zalo¿ená na simulácii nedeterministického symbolického výpoètu programovej schémy pomocou prehţadávania do źírky.

Veta 13 Problémy ekvivalencie a izomor˛zmu schém z S_1 nie sú ani èiasto»cne rozhodnuteţné.

Myźlienka dôkazu sporom:

• Nech S_1 je ţubovolná schéma a S_2 divergujúca schéma. Z rozhodnuteţnosti problému ekvivalencie schém by vyplývala aj rozhodnuteţnosż divergencie S_1.

• Nech S_1 je ţubovolná schéma a S_2 schéma, ktorá vznikne nahradením koncového príkazu príkazom end goto end. S_1 je izomorfná s S_2 práve vtedy, keï S_1 diverguje. Z rozhodnuteţnosti problému izomor˛zmu schém by vyplývala aj rozhodnuteţnosż divergencie.

Príkazom end goto end sme si v dôkaze trochu \zjednoduźili" úlohu, preto¿e formálne koncový príkaz neobsahuje príkaz skoku. Presnú konźtrukciu dôkazu nechávame pre èitateţa ako jednoduché technické cvièenie.

2.4 Vlastnosti podtried źtandardných schém

Keï¿e vźetky základné vlastnosti programových schém sú pre triedu źtandardných schém nerozhodnuteţné, źtudujú sa tieto vlastnosti na rôznych podtriedach źtandardných schém. Cieţom je de˛- novaż \rozumné" triedy schém s rozhodnuteţnými vlastnosżami, resp. odhaliż \hranice" nerozhodnuteţnosti.

2.4.1 Podtriedy źtandardných schém Rôzne podtriedy źtandardných schém sa dajú de˛novaż buï syntaktickými ohranièeniami (stanovením dodatoèných syntaktických pravidiel) alebo sémantickými ohranièeniami (urèením vlastností prípustných interpretácií).

1. Syntaktické ohranièenia: dodatoèné syntaktické ohranièenia stromové schémy { graf schémy neobsahuje cyklus, Janovove schémy { monadické symboly nad jedinou pracovnou premennou, konzervatívne schémy { premenná z ţavej strany priradenia sa vyskytuje aj na pravej strane priraïovacieho príkazu, progresívne schémy { premenná z ţavej strany priraïovacieho príkazu je pou¿itá na pravej strane nasledujúceho príkazu priradenia.

2. Sémantické ohranièenia: vlastnosti prípustných interpretácií liberálne schémy { pri ţubovolnej interpretácii I_H sa ten istý výraz poèíta nanajvýź jeden krát, voţné schémy { keï pre ka¿dú cestu vedúcu z poèiatoèného príkazu existujú interpretácia a ohodnotenie vstupných premenných také, ¿e výpoèet sleduje túto cestu, dosiahnuteţné schémy { obsahuje len dosiahnuteţné príkazy, t.j. pre ka¿dý príkaz v schéme existuje interpretácia, pri ktorej sa príkaz vykoná, priechodné schémy { obsahuje len dosiahnuteţné hrany, t.j. pre ka¿dú hranu v schéme existuje interpretácia, pri ktorej sa hranou \prejde".

V prípade schém, de˛novaných na základe sémantických ohranièení, je prísluźnosż k triede (zvyèajne) nerozhodnuteţnou vlastnosżou. Explicitne túto vlastnosż doká¿eme pre triedu voţných schém.

2.4.2 Voţné schémy De˛nícia 14 Schéma S je voţná práve vtedy, keï pre ka¿dú cestu vedúcu z po»ciato»cného príkazu existujú interpretácia I a ohodnotenie vstupných premenných v také, ¿e výpoèet (S, I, v) sleduje túto cestu.

Inými slovami, schéma je voţná, ak ka¿dá koneèná cesta zaèínajúca poèiatoèným príkazom je poèiatoèným segmentom nejakého výpoètu.

Jednoduchým dôsledkom de˛nície je, ¿e schéma, ktorá pri symbolickom výpoète testuje tým istým predikátovým symbolom p ten istý vektor termov t dvakrát (resp. viackrát) nemô¿e byż voţná. Ak oznaèíme hrany vedúce z if{príkazu p^0(t) resp. p^1(t), potom cesta · · · p^0(t) · · · p^1(t) · · · evidentne nereprezentuje ¿iadny výpoèet (je neprípustná).

Príklad: Analýzou schémy S_6 zistíme, ¿e poèet opakovaní cyklov 1: . . . goto 1 a 4: . . . goto 4 musí byż rovnaký. S_6 teda nie je voţná, napr. 3{násobné otoèenie prvého cyklu a 2{násobné

opakovanie druhého cyklu nie je \prípustnou cestou". 21

S_6: begin [y_1, y_2] := [a, a] 1: if p(y_1) then goto 4

2: [y_1] := [f(y_1)]

3: goto 1 4: if p(y_2) then goto end

5: [y_1, y_2] := [g(y_1), f(y_2)]

6: goto 4 end [z] := [y_1]

Cvièenie: Uva¿ujme triedu schém S_2, ktorú dostaneme modi˛káciou poèiatoèného príkazu v

de˛nícii triedy S_1 na begin [y_1, y_2] := [a, b]. Doká¿te, ¿e S_2 je triedou voţných schém.

1. Základné vlastnosti voţných schém:

Veta 15 Problémy divergencie a zastavenia voţných schém sú rozhodnuteţné.

Dôkaz: Voţná schéma diverguje práve vtedy, keï v grafe schémy neexistuje cesta z poèiatoèného do

koncového príkazu. Ak toti¿ existuje, musí byż prípustná, t.j. existuje interpretácia a ohodnotenie, pri ktorých sa výpoèet zastaví (èo je v spore s predpokladom). Analogicky, voţná schéma sa zastaví, ak v grafe schémy neexistuje cyklus.

Veta 16 Problém izomor˛zmu voţných schém je rozhodnuteţný.

Dôkaz: Ku ka¿dej voţnej schéme S priradíme regulárnu gramatiku nasledujúcou konźtrukciou.

Neterminálnymi symbolmi sú stavy s_i, zodpovedajúce jednotlivým návestiam v schéme S (s_b a s_e sú stavy pre návestia begin a end). Mno¿inu terminálnych symbolov de˛nujeme tým, ¿e ku ka¿dému priradeniu (v príkaze s návestím i) priradíme terminálny symbol a_i a ku ka¿dej podmienke p priradíme dvojicu terminálnych symbolov p^+, p^−. Poèiatoèným stavom je s_b a pravidlá zostrojíme z príkazov schémy podţa nasledujúceho vzoru:

begin [y] := [t_1(x), · · · , t_n(x)] s_b → a_bs_1

i: [y] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)] s_i → a_is_{i+1}

i: goto k s_i → s_k i: if p(x, y) then [y] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)] s_i → p^+a_is_{i+1} s_i → p^−s_{i+1} i: if p(x, y) then goto k s_i → p^+s_k s_i → p^−s_{i+1} end [z] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)] s_e → a_e

Oznaème L(S) regulárny jazyk, generovaný regulárnou gramatikou odvodenou z voţnej schémy S. Z konźtrukcie vyplýva, ¿e v prípade voţných schém, ku ka¿dej Herbrandovskej interpretácii predikátových symbolov (t.j. ku ka¿dému symbolickému výpoètu) zodpovedá práve jedno slovo v jazyku L(S).

Ako cvièenie doporuèujeme dokázaż, ¿e dve kompatibilné voţné schémy S_1, S_2 sú izomorfné práve vtedy, keï jazyky L(S_1) a L(S_2) generujú tie isté mno¿iny slov (vyu¿ite napr. vlastnosż p^+L+p^−L = L). Z rozhodnuteţnosti posledne spomenutého problému vyplýva rozhodnuteţnosż izomor˛zmu schém. Poznámka: Skúste \naźiż" myźlienku dôkazu na izomor˛zmus, de˛novaný na základe histórii kon- ˛gurácií (resp. iných histórií).

Problém 17 Problém ekvivalencie voţných schém je zatiaţ otvorený.

2. O ïalźích vlastnostiach voţných schém:

Tvrdenie 18 Existuje źtandardná schéma S, ku ktorej neexistuje ekvivalentná voţná schéma. Náèrt dôkazu: Uva¿ujme schému S_6 z èasti 2.4.2. Z analýzy výstupných hodnôt vyplýva, ¿e v

závislosti na interpretácii sú výsledkami termy typu g^kf^kx. Podţa dôkazu vety 16 voţné schémy \generujú regulárne výsledné termy", tak¿e uvedená schéma sa nedá prelo¿iż do ekvivalentnej voţnej schémy.

V dôsledku tohoto tvrdenia neexistuje ani algoritmus, transformujúci danú źtandardnú schému S do ekvivalentnej voţnej schémy.

Veta 19 Problém prísluźnosti ţubovoţnej źtandardnej schémy do triedy voţných schém nie je ani èiasto»cne rozhodnuteţný.

Dôkaz: tejto vety sa dosiahne redukciou Postovho problému priradenia na problém voţnosti.

3. Postov problém priradenia: Postov systém nad abecedou ˚ = {a, b} tvorí koneèná mno¿i- na C = {(u_1, v_1), · · · , (u_n, v_n)} dvojíc slov u_i, v_i ∈ ˚^∗. Rieźením Postovho systému je k{tica (i_1, i_2, · · · , i_k) (kde 1 ≤ i_j ≤ n, k ≥ 1) taká, ¿e u_{i1} u_{i2} · · · u_{ik} = v_{i1} v_{i2} · · · v_{ik} . Príklad: ľtvorica (2, 1, 1, 3) je rieźením Postovho systému C = {(b, bbb), (babbb, ba), (ba, a)}, pre- to¿e babbb b b ba = ba bbb bbb a. Na druhej strane systém C = {(ab, bbb), (a, ba), (b, bb)} nemá rieźenie, preto¿e |v_i| > |u_i|.

Postov problém priradenia { Má daný Postov systém nad abecedou ˚ rieźenie?

Veta 20 Postov problém priradenia je nerozhodnuteţný (je vźak èiasto»cne rozhodnuteţný).

Dôsledok 21 Duálny problém nie je ani èiasto»cne rozhodnuteţný.

4. Redukcia problému voţnosti schémy na Postov problém: Ku ka¿dému Postovmu sys-

tému C_n = {(u_1, v_1), · · · , (u_n, v_n)} nad abecedou ˚ = {a, b} skonźtruujeme schému S_{Cn} takú, ¿e S_{Cn} nie je voţná práve vtedy keï C_n má rieźenie, t.j.

S_{Cn} je voţná práve vtedy, keï C_n nemá rieźenie.

Veta 22 Problém voţnosti schémy nie je ani èiasto»cne rozhodnuteţný.

Dôkaz: Princíp redukcie budeme demonźtrovaż na príklade konźtrukcie schémy S_{C4} , zodpoveda-

júcej Postovmu systému C_4.

S_{C4} : begin [y_1, y_2, y_3] := [a, a, b] 1: if p(y_3) then goto 8

2: [y_3] := [f(y_3)]

3: if p(y_3) then goto 10

4: [y_3] := [f(y_3)]

5: if p(y_3) then goto 12

6: [y_1, y_2] := [u_4(y_1), v_4(y_2)]

7: goto 13

8: [y_1, y_2] := [u_1(y_1), v_1(y_2)]

9: goto 13

10: [y_1, y_2] := [u_2(y_1), v_2(y_2)]

11: goto 13

12: [y_1, y_2] := [u_3(y_1), v_3(y_2)] 13: [y_3] := [f(y_3)]

14: if p(y_3) then goto 17

15: [y_3] := [f(y_3)]

16: goto 1 17: if p(y_1) then goto end 18: if p(y_2) then goto end

19: [y_3] := [f(y_3)]

end [z] := [y_3]

Pri konźtrukcii schémy S_{Cn} (nezávisle od n) sú pou¿ité nasledujúce symboly: F^0 = {a, b}, F^1 = {f, f_a, f_b}, B^1 = {p}, X_y = {y_1, y_2, y_3}. Premennou y_3 sa kontroluje generovanie nejakej k{tice (i_1, · · · i_k). Ku ka¿dej Herbrandovskej interpretácii s ohodnotením predikátu p zodpovedá práve jedna k{tica. V danom príklade napr. interpretácia p^0(b), p^1(fb), p^0(f^2b), p^1(f^3b), p^0(f^4b), p^1(f^5b), p^1(f^6b) generuje trojicu (2,1,1).

Priradenie do y_1 (y_2) simuluje postupnú kompozíciu u_i (v_i). Oznaèenie [y_i]:=[w(y_i)], kde w = σ_1 · · · σ_m ∈ ˚^∗ je ţubovolné slovo, je skratkou pre priradenie [y_i]:=[f_{σ1} (f_{σ2} (· · · f_{σm} (y_i) · · ·))]. Pokraèujúc v uvedenom príklade, vygenerovaním trojice (2,1,1) sa zárove generujú slová y_1 = u_2u_1u_1 a y_2 = v_2v_1v_1.

\Nevoţnosż" schémy S_{Cn} vzniká len vtedy, keï po skonèení konźtrukcie slov platí y_1 = y_2. Cesta 17{18{end je neprípustná ak y_1 = y_2, t.j. práve vtedy, keï má C_4 rieźenie.

2.4.3 Janovove schémy 1. Syntax Janovových schém: Trieda Janovových schém je de˛novaná nasledujúcimi syntak-

tickými ohranièeniami:

• F^0 = ∅ a F^i = ∅, B^i = ∅ pre i > 1, • X_x = {x}, X_y = {y}, X_z = {z}, • symboly sa aplikujú len na y.

Janovove schémy sú podtriedou monadických schém (obsahujú len unárne symboly).

Skutoènosż, ¿e Janovove schémy obsahujú len jednu premennú, mo¿no interpretovaż tak, ¿e premenná reprezentuje \monolitný" stav. Tento stupe abstrakcie neuva¿uje źtruktúru stavu (pracovné premenné).

2. Vzżah Janovových a voţných schém:

Veta 23 Problém voţnosti Janovovej schémy je rozhodnuteţný.

Dôkaz: Evidentne, daná Janovova schéma nie je voţná práve vtedy, keï v nej existuje cesta

obsahujúca dva rovnaké testovacie príkazy (t.j. s rovnakým predikátovým symbolom), medzi ktorými nie je priradenie.

Veta 24 Ka¿dá Janovova schéma sa dá prelo¿iż do ekvivalentnej voţnej Janovovej schémy. Myźlienka dôkazu: Existuje tzv. úplná mno¿ina transformácií, ktorá transformuje ţubovoţnú

Janovovu schému do kánonického (normálneho) tvaru. Janovove schémy v kánonickom tvare sú voţné.

plná mno¿ina (ekvivalentných) transformácií sa opiera o základnú transformáciu, ktorou sa odstraujú dva za sebou nasledujúce testy pracovnej premennej predikátom p, medzi ktorými premenná nie je modi˛kovaná.

3. Vlastnosti Janovových schém: Vźetky základné vlastnosti sú pre triedu Janovových schém

rozhodnuteţné.

Veta 25 Problémy divergencie, zastavenia a izomor˛zmu Janovových schém sú rozhodnuteţné. Dôkaz: Tvrdenie vyplýva z prelo¿iteţnosti Janovových schém do voţných schém a rozhodnuteţnosti

uvedených problémov v triede voţných schém.

Veta 26 Problém ekvivalencie Janovových schém je rozhodnuteţný.

Náèrt dôkazu: Pri dokazovaní sa opierame o nasledujúcu vlastnosż. Dve Janovove schémy sú

ekvivalentné práve vtedy, keï pre ka¿dú Herbrandovskú interpretáciu s ohodnotením predikátov sa buï oba výpoèty nezastavia, alebo sa oba zastavia a \generujú" rovnaké reżazce f_k · · · f_1f_0x.

2.4.4 Na hranici medzi rozhodnuteţnosżou a nerozhodnuteţnosżou Syntaktické ohranièenia triedy źtandardných schém mô¿u viesż k triedam, pre ktoré sú rozhodovacie problémy alebo nerozhodnuteţné (napr. trieda schém S_1) alebo rozhodnuteţné (napr. trieda Janovových schém). V nasledujúcom prehţade tried schém ilustrujeme jemnosti, od ktorých mô¿e zále¿aż rozhodnuteţnosż resp. nerozhodnuteţnosż problému divergencie. Triedy schém S_1 a S_2 z nasledujúcej tabuţky sú (syntaktickým) zovźeobecnením tried S_1, S_2, ktoré boli de˛nované v predchádzajúcich èastiach tejto kapitoly.

S_1 { divergencia nerozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {a, f^1}, {p^1}

• begin [y_1, y_2] := [a, a], end [z_1, z_2] := [y_1, y_2] • p(y_1), p(y_2), [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] S_2 { divergencia rozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {a, b, f^1}, {p^1}

• begin [y_1, y_2] := [a, b], end [z_1, z_2] := [y_1, y_2] • p(y_1), p(y_2), [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] S_3 { divergencia nerozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {x}, {f^1}, {p^1}

• begin [y_1, y_2] := [f(x), f(x)], end [z_1, z_2] := [y_1, y_2] • p(y_1), p(y_2), [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] S_4 { divergencia nerozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {x_1, x_2}, {f^1}, {p^1}

• begin [y_1, y_2] := [x_1, x_2], end [z_1, z_2] := [y_1, y_2] • p(y_1), p(y_2), [y_2] := [y_1], [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] S_5 { divergencia rozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {x_1, x_2}, {f^1}, {p^1}

• p(y_1), p(y_2), [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] S_6 { divergencia nerozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {x_1, x_2}, {f^1}, {p^1}

• p(y_1), [y_1] := [y_2], [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] S_7 { divergencia rozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {x_1, x_2}, {f^1, g^1}, {p^1}

• p(y_1), p(y_2), [y_2] := [y_1], [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [g(y_2)] S_8 { divergencia rozhodnuteţná: {y_1, y_2}, {x_1, x_2}, {f^1}, {p^2}

• p(y_1, y_2), [y_2] := [y_1], [y_1] := [y_2], [y_1] := [f(y_1)], [y_2] := [f(y_2)] Kţúèovou vlastnosżou tried S_2, S_5, S_7 je, ¿e hodnoty pracovných premenných y_1, y_2 sú \oddeliteţné". Existuje interpretácia a ohodnotenie vstupov, pri ktorých sú hodnoty týchto pracovných premenných v¿dy rôzne, t.j. predikátom p sa nikdy netestuje tá istá hodnota viackrát. Na druhej strane pri triedach S_1, S_3, S_4, S_6 táto vlastnosż vźeobecne neplatí (napr. v S_6 je problémom prenos obsahu z y_2 do y_1).

V kontexte problému prekladu tried schém (pozri kapitolu 4) je pozoruhodný fakt, ¿e v rozhodnuteţných prípadoch sa dajú schémy z daných tried prelo¿iż (vèźinou) do voţných schém.

Kapitola 3

Porovnávanie tried programových schém

Uva¿ujme triedy programových schém S_1, S_2. Hovoríme, ¿e

• trieda S_1 je silnej»sia ako trieda S_2 (oznaèenie S_1 ⊒ S_2), ak ku ka¿dej schéme S_2 ∈ S_2 existuje S_1 ∈ S_1 taká, ¿e S_1 ≡ S_2 (trieda S_2 je prelo¿iteţná do S_1).

• trieda S_1 je ostro silnejźia ako trieda S_2 (S_1 = S_2), ak S_1 je silnejźia ako S_2 a existuje S_1 ∈ S_1, ku ktorej neexistuje ekvivalentná schéma S_2 ∈ S_2.

• triedy S_1, S_2 sú rovnocenné, ak S_1 ⊒ S_2 a S_2 ⊒ S_1.

• trieda S_1 je efektívne prelo¿iteţná do S_2 ak existuje algoritmus, ktorý transformuje ţubovolnú schému S_1 ∈ S_1 do ekvivalentnej schémy S_2 ∈ S_2.

• triedy S_1, S_2 s«u efektívne rovnocenné, ak S_1 je efektívne prelo¿iteţná do S_2 a S_2 je efektívne prelo¿iteţná do S_1.

Príklad: pre triedy voţných V, Janovových J a źtandardných schém S platí J ¡ V ¡ S. Vlastnosti vyplývajú jednak z výsledkov predchádzajúcej kapitoly a dvak priamo z de˛nícií uva¿ovaných tried schém (ka¿dá voţná schéma je źtandardná; voţné schémy mô¿u, na rozdiel od Janovových, vyu¿iż viac pracovných premenných).

Príklad: Uva¿ujme schémy s rôznymi riadiacimi konźtrukciami:

S: begin [y_1, y_2] := [x, a]

1: if p(y_1) then goto end

2: [y_1, y_2] := [f(y_1), g(y_1, y_2)]

3: goto 1 end [z] := [y_2]

W : begin [y_1, y_2] := [x, a]

while p(y_1) do [y_1, y_2] := [f(y_1), g(y_1, y_2)] od end [z] := [y_2]

R: begin [y_1, y_2] := [x, a] ϕ(y_1, y_2) ⇐= if p(y_1) then y_2 else ϕ(f(y_1), g(y_1, y_2)) end [z] := [ϕ(x, a)]

3.1 ľtruktúrované schémy

1. Syntax źtruktúrovaných schém: Symboly { ako pri źtandardných schémach, Termy a predikáty { ako pri źtandardných schémach, Príkazy { C = {st, st_i, · · ·} 1. poèiatoèný { begin [y] := [t_1(x), · · · , t_n(x)] 2. koncový { end [z] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)] 3. priraïovací { [y] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)] 4. zlo¿ený { st_1 ; st_2, 5. príkaz cyklu { while p(x, y) do st od 6. podmienkový { if p(x, y) then st_1 else st_2˛ ľtruktúrované schémy { W = {W, W_i, · · ·} begin [y] := [t_1(x), · · · , t_n(x)] st end [z] := [t_1(x, y), · · · , t_n(x, y)] 2. Sémantika źtruktúrovaných schém:

Interpretácia, program, stav a výsledok výpoètu { ako pri źtandardných schémach, Výpoèet { prirodzená operaèná sémantika so simultánnym priradením (analogicky, ako pri źtandardných schémach).

3.2 Porovnanie źtandardných a źtruktúrovaných schém

Veta 27 Ku ka¿dej źtruktúrovanej schéme W existuje ekvivalentná źtandardná schéma S_W , t.j. W ⊑ S. Dôkaz: indukciou vzhţadom na źtruktúru tela st schémy W . Ako úvodný krok indukcie prelo¿íme st na 1 : st. äalźí priebeh konźtrukcie závisí od príkazu i : st:

• i : [y] := [t(x, y)] { pri preklade opíźeme,

• i : if q then st_1 else st_2 { prelo¿íme na fragment schémy v stpci 1,

• i : st_1; st_2 { prelo¿íme do fragmentu zo stpca 2,

• i : while q do st od { prelo¿íme do fragmentu v stpci 3.

i : if q then goto j + 1 i + 1 : · · · st_2 j − 1 :

j : goto k j + 1 : · · · st_1 k − 1 : k : · · · i : · · · st_1 j − 1 : j : · · · st_2 k − 1 : k : · · · i : if q then goto i + 2 i + 1 : goto j + 1 i + 2 : · · · st j − 1 :

j : goto i j + 1 : · · ·

Po koneènom poète indukèných krokov výsledný program S_W neobsahuje źtruktúrované príkazy. Dôkaz ekvivalencie W a S_W je priamoèiary.

Veta 28 Neexistuje źtruktúrovaná schéma W ∈ W, ekvivalentná s voţnou źtandardnou schémou

S: begin [y] := [x] 1: if p_1(y) then goto 3 2: goto end 3: if p_2(y) then goto 5 4: goto end

5: [y] := [f(y)]

6: goto 1 end [z] := [y]

Dôkaz: predpokladajme, ¿e existuje W ∈ W taká, ¿e W ≡ S. Evidentne W musí obsahovaż

aspo jeden cyklus s podmienkou p_1 (alebo p_2). Vzhţadom na predpoklad W ≡ S existujú voţné interpretácie I_H , pri ktorých sa cyklus while p_1 do · · · od vykoná. Uva¿ujme I_H :

• i(p_1)(t) = 1 pre vźetky t ∈ H, • i(p_2)(t) = 1 len pre tie t ∈ H, ktoré sa vyskytujú pri výpoète (W, I_H , \x"), kým sa nezaène výpoèet cyklu s predikátom p_1 (i(p_2)(t) = 1 len pre koneèný poèet termov z H).

Potom sa symbolický výpoèet (S, I_H , \x") sa zastaví, zatiaţ èo (W, I_H , \x") cyklí { spor s predpokladom S ≡ W .

Dôsledok 29 W ¡ S.

3.3 Rekurzívne schémy

1. Syntax rekurzívnych schém: Symboly {

• funkèné a predikátové symboly { ako pri źtandardných schémach, • vstupné a pracovné premenné { ako pri źtandardných schémach, • výstupná premenná { z, • funkèné premenné { ˘ = ⋃∞ i=1 ˘^i,

{ ˘^n : {ϕ, ϕ_i, · · ·} { n{árne funkèné premenné. Termy { T = {t[ϕ](x, y), u, s, · · ·} • základ ako pri źtandardných schémach, • ak ϕ ∈ ˘^n, t_1, · · · , t_n ∈ T , potom ϕ(t_1, · · · , t_n) ∈ T , • ak q ∈ B, t_1, t_2 ∈ T , potom if q then t_1 else t_2 ∈ T .

Rekurzívne schémy { R = {R, R_i, · · ·}

R: begin [y] := [u(x)] ϕ_1(y) ⇐= t_1[ϕ](x, y) . . ϕ_n(y) ⇐= t_n[ϕ](x, y) end [z] := [s[ϕ](x)]

2. Neformálna sémantika rekurzívnych schém { rekurzívne programy: Interpretácia { I = (D, i) Rekurzívny program { P = (R, I) Ohodnotenie vstupných premenných { v : X^k_x → D^k Výpoèet programu P so vstupom v { (R, I, v)

• výpoètová postupnosż { α_0 ⇒ α_1 ⇒ · · · ⇒ α_i ⇒ · · ·, • stav výpoètu { term α_i, • vstupný term α_0 = i(s[ϕ](v(x_1), v(x_2), · · · , v(x_n))), • krok výpoètu α_i ⇒ α_{i+1} pozostáva z dvoch fáz:

{ stav α_{i+1} vytvoríme zo stavu α_i nahradením najţavejźieho a najvnútornejźieho výskytu

symbolu ϕ_j, zodpovedajúcim výrazom i(t_j[ϕ](· · ·)),

{ v stave α_{i+1}, popísanom v predchádzajúcej fáze, uskutoèníme vźetky mo¿né zjednoduźe-

nia, de˛nované interpretáciou (predde˛novanými operáciami). Výsledok výpoètu { val(R, I, v)

• val(R, I, v) = d { ak sa d nedá ani prepísaż rekurzívnymi de˛níciami ani zjednoduźiż, • val(R, I, v) nie je de˛novaná { v prípade nekoneèného výpoètu.

Príklad: Uva¿ujme rekurzívnu schému R_1 a interpretáciu I: R_1: begin [y_1, y_2] := [x, x] ϕ(y_1, y_2) ⇐= if p(y_1) then f_1(y_2) else if p(y_2) then ϕ(f_2(y_1), a) else ϕ(f_2(y_1), ϕ(y_1, f_2(y_2))) end [z] := [ϕ(x, x)] I N a 1 p y = 0 f_1 y + 1 f_2 y − 1 Program P = (R_1, I) poèíta známu Ackermannovu funkciu:

P : begin [y_1, y_2] := [x, x] ϕ(y_1, y_2) ⇐= if y_1 = 0 then y_2 + 1 else if y_2 = 0

then ϕ(y_1 − 1, 1) else ϕ(y_1 − 1, ϕ(y_1, y_2 − 1)) end [z] := [ϕ(x, x)]

Výpoèet programu (R_1, I, {x → 1}):

ϕ(1, 1) ⇒ ϕ(0, ϕ(1, 0)) ⇒ ϕ(0, ϕ(0, 1)) ⇒ ϕ(0, 2) ⇒ 3 Podèiarknuté funkèné premenné boli v nasledujúcom kroku (fáze) \nahradené" zodpovedajúcim výrazom na pravej strane rekurzívnej de˛nície.

3. Model pre formálny popis operaènej sémantiky: Modelom pre popis operaènej séman-

tiky deklaratívnych programovacích jazykov sú systémy na prepisovanie termov (trs { term rewriting systems). V nasledujúcich riadkov sú zhrnuté základné pojmy z teórie prepisovania termov. Prepisovacie pravidlo: orientovaná dvojica termov (orientovaná rovnosż) l → r, kde l, r ∈ T a V ar(r) ⊆ V ar(l). Systém na prepisovanie termov: koneèná mno¿ina prepisovacích pravidiel R = {l_1 → r_1, · · · , l_n → r_n}. Prepisovací krok: prepísanie uzavretého termu s (termu bez premenných) prepisovacím systémom R do termu t s →_R t • ak existuje podterm u termu s (oznaèenie s[u]) a pravidlo l → r ∈ R také, ¿e u = σl (hovoríme, ¿e u je R{redex), • potom výsledkom prepísania termu s systémom R je term t = s[σr].

Výpoètová postupnosż: relácia →^∗_R (R{odvodenie) { re‚exívny a tranzitívny uzáver \prepisovacej" relácie →_R

• term t je R{reducibilný, ak existuje term u taký, ¿e t →_R u (obsahuje R{redex), • term t je R{ireducibilný, ak sa nedá prepísaż ¿iadnym pravidlom, t.j. neobsahuje ¿iadny R{redex, • term u je R{normálnym tvarom termu t, ak t →^∗_R u a u je R{ireducibilný term,

• R{odvodenie s →^∗_R t je R{normálne, ak t je R{normálnym tvarom termu s. Vlastnosti prepisovacích systémov: prepisovací systém R

• sa zastaví, ak neexistuje nekoneèné odvodenie s_0 →_R s_1 →_R · · · →_R s_n →_R · · ·, • je jednoznaène normalizujúci, ak pre ka¿dé dve R{normálne odvodenia s →^∗_R t a s →^∗_R u platí t = u.

• je kanonický, keï sa zastaví a je jednoznaène normalizujúci.

4. Formálna operaèná sémantika rekurzívnych programov: Uva¿ujme prepisovací systém P = R + Z, kde R je mno¿ina interpretovaných rekurzívnych de˛nícií daného rekurzívneho programu a Z je kánonický prepisovací systém zodpovedajúci pravidlám, ktoré charakterizujú vlastnosti predde˛novaných funkcií (zjednoduźujúce pravidlá).

Výpoètový krok: popisuje \metapravidlo" (riadiace poradie aplikácie prepisovacích pravidiel P ): s ⇒_P t ≡ →^{val}_R →^∗_Z • pri kroku →^{val}_R sa pou¿ije niektoré z pravidiel R na redukcii najţavejźieho z najvnútornejźích R{redexov termu t, t.j. najţavejźieho podtermu, ktorého vlastné podtermy neobsahujú symboly funkèných premenných, • krokom →^∗_Z sa term prepíźe do Z{normálneho tvaru.

Výsledok výpoètu: term t je výsledkom rekurzívneho výpoètu programu P , ak je P {normálnym tvarom vzhţadom na prepisovací systém P a výpoètový krok ⇒_P , t.j. t je Z{ireducibilným termom, ktorý neobsahuje ¿iadny symbol funkènej premennej.

Poznámka: Krok →^{val}_R (formálne za de˛nuje tzv. výpoètovým pravidlom) zodpovedá volaniu (vyhodnoteniu) parametrov \hodnotou", ktoré sa vyu¿íva napr. pri implementácii Lispu. äalźie \výpoètové pravidlá" budeme de˛novaż a analyzovaż pri podrobnejźom źtúdiu operaènej a denotaènej sémantiky funkcionálnych jazykov (pozri èasti 12.6).

3.4 Porovnanie źtandardných a rekurzívnych schém

Uva¿ujme źtandardné schémy s jediným výstupom.

Veta 30 Ka¿dá źtandardná schéma S sa dá prelo¿iż do ekvivalentnej rekurzívnej schémy R_S, t.j. S ⊑ R. Dôkaz: Pred ka¿dý príkaz st_i schémy S predradíme funkènú premennú ϕ_i(x, y), resp. ϕ_b(x, y), ϕ_e(x, y) (deliace body). Po takejto úprave je ka¿dý príkaz \oblo¿ený" dvojicou funkèných premenných ϕ_i i : st ϕ_{i+1}. Pri zmene riadenia (príkaz goto j) predpokladáme, ¿e príkaz je oblo¿ený ϕ_i i : · · · goto j ϕ_j. V ïalźom kroku prevedieme sp-atné substitúcie, na základe ktorých odvodíme vzżahy medzi ϕ_i, ϕ_j:

• ϕ_b begin [y] := [t(x)] ϕ_1 z ⇐ ϕ_1(x, t(x)) • ϕ_e end [z] := [t(x, y)] ϕ_e(x, y) ⇐ t(x, y) • ϕ_i i : [y] := [t(x, y)] ϕ_{i+1} ϕ_i(x, y) ⇐ ϕ_{i+1}(x, t(x, y)) • ϕ_i i : goto j ϕ_j ϕ_i(x, y) ⇐ ϕ_j(x, y) • ϕ_i i : if p(x, y) then [y] := [t(x, y)] ϕ_{i+1} ϕ_i(x, y) ⇐ if p(x, y) then ϕ_{i+1}(x, t(x, y)) else ϕ_{i+1}(x, y) • ϕ_i i : if p(x, y) then goto j ϕ_j ϕ_i(x, y) ⇐ if p(x, y) then ϕ_j(x, y) else ϕ_{i+1}(x, y) Dôkaz ekvivalencie pôvodnej źtandardnej a skonźtruovanej rekurzívnej schémy dostaneme indukciou vzhţadom na výpoèty schém:

• funkèné premenné ϕ_i zodpovedajú návestiam źtandardnej schémy (simulujú tok riadenia), • vektor argumentov y v rekurzívnych de˛níciách funkèných premenných ϕ_i zodpovedá vektoru pracovných premenných (simuluje sa ním zmena stavu výpoètu).

Po zjednoduźenie systému rekurzívnych de˛nícií jednoduchým dosadením dostaneme ekvivalentné schémy S a R_S.

Príklad:

S: begin [y_1, y_2] := [x, a]

1: if p(y_1) then goto end

2: [y_1, y_2] := [f(y_1), g(y_1, y_2)]

3: goto 1 end [z] := [y_2]

ϕ_b(y_1, y_2) = z = ϕ_1(x, a) ϕ_1(y_1, y_2) = if p(y_1) then ϕ_e(y_1, y_2) else ϕ_2(y_1, y_2) ϕ_2(y_1, y_2) = ϕ_3(f(y_1), g(y_1, y_2)) ϕ_3(y_1, y_2) = ϕ_1(y_1, y_2) ϕ_e(y_1, y_2) = y_2 z := ϕ_1(x, a) ϕ_1(y_1, y_2) ⇐ if p(y_1) then y_2 else ϕ_1(f(y_1), g(y_1, y_2))

Veta 31 K rekurzívnej schéme R_A neexistuje ¿iadna ekvivalentná źtandardná schéma.

R_A: begin [y] := [a] ϕ(y) ⇐= if p(y) then f(y) else h(ϕ(g_1(y)), ϕ(g_2(y))) end [z] := [ϕ(a)]

Dôkaz: Uva¿ujme podtriedu Herbrandových interpretácií {I^∗_n}_{n≥0}:

• Herbrandovo univerzum zo symbolmi a, f, g_1, g_2, h, • p(t) = 1, keï t obsahuje n výskytov symbolov g_i.

Výstupné hodnoty val(R_A, I^∗_n) pre n = 0, 1, 2, · · ·:

n = 0 z = s_0 = f(a), n = 1 z = s_1 = h(fg_1a, fg_2a), n = 2 z = s_2 = h(h(fg_1g_1a, fg_2g_1a), h(fg_1g_2a, fg_2g_2a)), atï.

Evidentne, rekurzívna schéma \poèíta" výrazy s_n pre ţubovolné n. Ka¿dý výraz s_n sa dá reprezentovaż úplným binárnym stromom T_n hbky n, ktorého vnútorné uzly sú oznaèené symbolom h a listy (prísluźnými) reżazcami symbolov (podtermami) nad abecedou f, g_i, a.

äalźí postup dôkazu pozostáva z nasledujúcich krokov:

• Hra s kamemi na binárnom strome (pravidlá umiestnenia a odobratia kamea). • Minimálny poèet kameov pre pokrytie korea stromu. • Na pokrytie stromu T_n treba práve n + 1 kameov.

• Súvislosż medzi hrou a nutnými priradeniami (vźetky podstromy sú navzájom rôzne). V dôsledku predchádzajúcich úvah, na výpoèet výrazu s_n treba aspo n premenných. Keï¿e źtandardná schéma má len koneèný poèet premenných, nemô¿e \vypoèítaż" vźetky výrazy s_n. K danej rekurzívnej schéme teda nemô¿e existovaż ekvivalentná źtandardná schéma.

Dôsledok 32 S ¡ R.

3.5 Èiastoène interpretované schémy

Obohatenie triedy źtandardných schém o interpretované objekty (premenné, predikátové a funkèné symboly).

1. Schémy s interpretovanými predikátovými symbolmi: { W^p • konźtanty { true, false, • logické spojky: ∧, ∨, ¬.

Vlastnosti: { porovnanie tried schém W^p, S

• W^p = S.

2. Schémy s poèítadlami: { S^c

• koneèný poèet poèítadiel { premenných y_c (vstupná inicializácia 0), • operácie: y_c := y_c + 1, y_c := y_c − 1; predikát: y_c = 0.

Vlastnosti: { porovnanie tried schém S^c, S^{1c}, S^{2c}, S, R

• S^c = S, S^{1c} = S, S^{2c} = S^c, • S^c ⋣ R, S^c ⋢ R. 3. Schémy so zásobníkmi: { S^s

• koneèný poèet zásobníkov { premenných y_s (vstupná inicializácia empty), • operácie: y_s := push(y), y := toppop(y_s); predikát: y_s = empty.

Vlastnosti: { porovnanie tried schém S^s, S^{1s}, S^{2s}, S, R

• S^s = S, • S^s ⋢ R, S^s = R, S^{1s} = R, S^{1s} ¡ S^{2s}, • S^c ¡ S^s.

Èasż II

Správnosż programov

1. ľpeci˛kácia programu: Predpokladáme, ¿e źpeci˛kácia programu je presným popisom po-

¿iadaviek, vyjadrujúcim èo má navrhovaný program urobiż. Najèastejźie sa vyjadruje pomocou vstupno{výstupnej charakterizácie, popísanej v danom źpeci˛kaènom jazyku dvojicou podmienok:

vstupná podmienka { vymedzuje mno¿inu zmysluplných vstupov,

výstupná podmienka { charakterizuje vlastnosti po¿adovaných výstupov.

Ako źpeci˛kaèný jazyk budeme pou¿ívaż predikátový poèet 1. rádu (rozźírený o aritmetiku).

2. \Správne" programy: Správnosż programu je relatívna vlastnosż vyjadrujúca, ¿e daný pro-

gram vyhovuje (spa) danej źpeci˛kácii, t.j. vstupnej podmienke p a výstupnej podmienke q:

totálna správnosż { vzhţadom na podmienky p, q:

pre ka¿dý vstup, spajúci vstupnú podmienku p, sa program P zastaví a výstupné hodnoty spajú výstupnú podmienku q,

zastavenie { vzhţadom na podmienku p:

pre ka¿dý vstup, vyhovujúci vstupnej podmienke p sa program P zastaví,

èiastoèná správnosż { vzhţadom na podmienky p, q:

pre ka¿dý vstup, spajúci vstupnú podmienku p, pre ktorý sa program P zastaví, zodpovedajúce výstupné hodnoty spajú výstupnú podmienku q.

3. Metódy dokazovania: Spomedzi metód na dokazovanie správnosti programov spomenieme

tri najznámejźie, Floydovu metódu, Hoareovu metódu a metódu intermitentov. Prvé dve metódy boli navrhnuté v prvom rade na dokazovanie èiastoènej správnosti programov. Neskôr boli rozźírené aj na dokazovanie zastavenia programov (uvedieme myźlienku dôkazu zastavenia programu modi- ˛káciou Floydovej metódy). Metóda intermitentov je metódou pre dokazovanie totálnej správnosti.

Krátka charakterizácia spomenutých metód:

Floydova metóda { dôkaz èiastoènej správnosti programu sa redukuje na dôkaz platnosti źpeciálne odvodených formúl źpeci˛kaèného jazyka,

Hoareova metóda { pri dokazovaní èiastoènej správnosti sa vyu¿íva źpecializovaný logický (inferenèný) systém pre dokazovanie tzv. invariantných (induktívnych) formúl {p} P {q},

Metóda intermitentov { pri dokazovaní totálnej správnosti programu sa vyu¿ívajú źpecializované formuly (intermitenty), zaruèujúce, ¿e program aspo raz dospeje do miesta v programe, ku ktorému sú pripojené.

Dôkazové techniky pou¿ité v uvedených metódach vyu¿ívajú pri dokazovaní (èiastoènej) správnosti programov dve základné indukèné metódy:

výpoètová indukcia { indukcia vzhţadom na priebeh výpoètu (prechod ciest),

źtrukturálna indukcia { indukcia vzhţadom na źtruktúru programu resp. źtruktúru toku dát.

Kapitola 4

Indukèné metódy pri dokazovaní správnosti

V nasledujúcich troch kapitolách budú prezentované tri základné metódy dokazovania (èiastoènej a/alebo totálnej) správnosti programov. Vychádzajú z rôznych princípov a sú urèené pre rôzne triedy programovacích jazykov. Z hţadiska \teórie dokazovania" sa vźak odliźujú v prvom rade pou¿itými indukènými technikami.

V tejto kapitolke struène zhrnieme princípy dvoch základných indukèných techník, výpoètovej a źtrukturálnej (noetherovskej) indukcie.

4.1 Výpoètová indukcia

Výpoètová indukcia je indukciou vzhţadom na (vybrané) stavy výpoètu. Pri výpoètovej indukcii treba ukázaż

• ¿e daná vlastnosż platí pre vstupný stav, • ak platí daná vlastnosż pre ţubovoţný stav výpoètu, potom platí aj vo vźetkých nasledujúcich stavoch.

Uva¿ujme nasledujúce oznaèenia:

• next(P, s) { mno¿ina stavov, generovaných programom P zo stavu s, • next^∗(P, s) { re‚exívny a tranzitívny uzáver next, • S = next^∗(P, s_0) { vźetky stavy, dosiahnuteţné z daného vstupného stavu s_0, • ϕ { totálny predikát nad S.

Princíp výpoètovej indukcie: {ϕ(s_0) ∧ (∀s ∈ S)[ϕ(s) =⇒ (∀s^′ ∈ next(P, s)) ϕ(s^′)]} =⇒ (∀s ∈ S)ϕ(s).

Princíp výpoètovej indukcie sa vyu¿íva vo Floydovej metóde. Staèí uva¿ovaż stavy výpoètu zodpovedajúce deliacim bodom programu a de˛novaż mno¿inu next(P, s) tak, aby pozostávala zo stavov (deliacich bodov), do ktorých sa dostaneme z daného stavu (deliaceho bodu) po vźetkých koneèných cestách vedúcich z tohoto deliaceho bodu.

4.2 ľtrukturálna (noetherovská) indukcia

ľtrukturálna indukcia je zovźeobecním (klasickej) matematickej indukcie. Na rozdiel od matematickej indukcie \pracuje" źtrukturálna indukcia na èiastoène usporiadanej mno¿ine (S,≻).

Ni¿źie uvedené pravidlo źtrukturálnej indukcie platí za predpokladu, ¿e

• ≻ je dobre zalo¿ené èiastoèné usporiadanie na S,

• ϕ je totálny predikát nad S.

Princíp źtrukturálnej indukcie: (∀a ∈ S) {[(∀b ∈ S)(a ≻ b ⇒ ϕ(b))] ⇒ ϕ(a)} =⇒ (∀c ∈ S)ϕ(c) Dôkaz sporom: Predpokladáme, ¿e platí (indukèný) predpoklad ale neplatí dôsledok tvrdenia,

t.j. existuje c ∈ S také, ¿e neplatí ϕ(c). Nech M je mno¿ina vźetkých prvkov, pre ktoré neplatí ϕ. Preto¿e usporiadanie ≻ je dobre zalo¿ené na S, musí v M existovaż minimálny prvok m. Keï¿e vźetky prvky menźie ako m nepatria do M, platí pre ne predikát ϕ. Teda podţa indukèného predpokladu musí platiż aj ϕ(m), èo je v spore s predpokladom.

Princíp źtrukturálnej indukcie sa vyu¿íva v dvoch metódach, Hoareovej metóde a tzv. metóde intermitentov. Pou¿íva sa vźak odliźne.

Indukcia vzhţadom na źtruktúru programu { Hoareova metóda

• usporiadanie ≻ je de˛nované reláciou \byż podtermom".

Indukcia vzhţadom na tok dát { metóda intermitentov

• relácia ≻ je de˛novaná na hodnotách stavu výpoètu.

Kapitola 5

Floydova metóda

Základom Floydovej metódy je redukcia dôkazu èiastoènej správnosti programu na dokazovanie formúl źpeci˛kaèného jazyka (napr. predikátových formúl). Pri zdôvodnení metódy vyu¿ívame výpoètovú indukciu.

5.1 Dôkaz správnosti Floydovou metódou

Dôkaz èiastoènej správnosti programu Floydovou metódou pozostáva zo źtyroch krokov:

• Program rozdelíme deliacimi bodmi na koneèné cesty (poèiatoèný, koncový, resp. vnútorné body).

• Pre ka¿dý vnútorný deliaci bod sformulujeme invariant I_A(x, y) { podmienku, ktorá platí pri ka¿dom prechode deliacim bodom. Poèiatoènému deliacemu bodu zodpovedá vstupná podmienka, koncovému výstupná podmienka.

• Ku ka¿dej koneènej ceste AB odvodíme a doká¿eme veri˛kaènú podmienku: ak pri prechode deliacim bodom A je splnená podmienka I_A potom po prechode cestou AB bude v deliacom bode B splnená podmienka I_B ∀x, y I_A(x, y) & R_{AB}(x, y) ⇒ I_B(x, r_{AB}(x, y)). Sémantické vlastnosti cesty:

{ R_{AB}(x, y) { podmienka pre prechod cesty AB, { r_{AB}(x, y) { modi˛kácia pracovných premenných pri prechode AB.

• Overíme (doká¿eme) platnosż vźetkých odvodených veri˛kaèných podmienok. Veta 33 Ak pre vźetky cesty v programe P (de˛nované deliacimi bodmi) platia zodpovedajúce veri˛kaèné podmienky, potom je program P èiasto»cne správny.

Dôkaz: tvrdenie vyplýva z tranzitivity implikácie (indukcia vzhţadom na výpoèet).

Veri˛kaèné podmienky sú postaèujúcimi podmienkami pre èiastoènú správnosż programu. Uvedená metóda sa dá priamoèiaro pou¿iż aj pre formulovanie postaèujúcich podmienok èiastoènej správnosti programovej schémy.

5.2 Invariant

Invarianty sú podmienky { formuly źpeci˛kaèného jazyka (napr. formuly predikátového poètu) viazané na ţubovoţné (deliace) body programu. Charakterizujú vzżah medzi priebehom výpoètu (dynamický pohţad) a platnosżou podmienok viazaných k deliacim bodom výpoètu (statický pohţad).

Invariant je podmienka splnená v¿dy, keï výpoèet programu prechádza deliacim bodom (nie je vźak zaruèené, ¿e výpoèet daný bod dosiahne).

Existujú rôzne mo¿nosti vyjadrenia invariantu, vyjadrujúce napr.: • vzżah vstupných a pracovných premenných I_A(x, y), • vzżah výstupných a pracovných premenných I_A(y, z) (podciel’).

Príklad: Uva¿ujme program, ktorý pre x_1, x_2 > 0 poèíta nsd(x_1, x_2) = max{u : u|x_1 & u|x_2}.

P : begin [y_1, y_2] := [x_1, x_2]

1: if y_1 = 0 then goto end 2: if y_2 ≥ y_1 then goto 5

3: [y_1, y_2] :=[y_2, y_1]

4: goto 1

5: [y_2] := [y_2 − y_1]

6: goto 1 end [z] := [y_2]

Invariant I { vzżah medzi vstupnými a pracovnými premennými

I_1(x_1, x_2, y_1, y_2) = y_1 ≥ 0 & y_2 ≥ 0 & (y_1 ≠ 0 ∨ y_2 ≠ 0) & max{u : u|y_1 & u|y_2} = max{u : u|x_1 & u|x_2} Invariant S { vzżah medzi výstupnými a pracovnými premennými

S_1(y_1, y_2, z) = y_1 ≥ 0 & y_2 ≥ 0 & (y_1 ≠ 0 ∨ y_2 ≠ 0) &z = max{u : u|y_1 & u|y_2}

Konźtrukcia invariantu k danému deliacemu bodu programu je nerozhodnuteţným problémom. Niektoré zo známych heuristík, o ktoré sa mô¿eme pri návrhu invariantu opieraż, uvádzame v èasti 8.1.

5.3 Konźtrukcia veri˛kaèných podmienok

Sptná substitúcia { R^{new}_{AB} (x, y) =?? r^{new}_{AB} (x, y) =?? cesta programom (príkaz) R^{old}_{AB}(x, y) = true r^{old}_{AB}(x, y) = y

Princíp konźtrukcie { indukcia vzhţadom na sptný prechod cestou: ak za príkazom R_{AB}(x, y) a r_{AB}(x, y), potom pred ním • prázdny príkaz: (príkaz skoku) R_{AB}(x, y) r_{AB}(x, y) • priradenie y := t(x, y): R_{AB}(x, t(x, y)) r_{AB}(x, t(x, y)) • T{vetva podmienky p(x, y): R_{AB}(x, y) & p(x, y) r_{AB}(x, y) • F{vetva podmienky p(x, y): R_{AB}(x, y) & ¬p(x, y) r_{AB}(x, y) Príklad: konźtrukcie R_{AB} a r_{AB} R: y_2 ≤ x r: [y_1 + 1, y_2 + y_3, y_3 + 2] p^F : y_2 > x R: true r: [y_1 + 1, y_2 + y_3, y_3 + 2]

[y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3, y_3 + 2]

R: true r: [y_1, y_2, y_3] 1. Príklad dôkazu správnosti programu: Uva¿ujme program P , ktorý pre x ≥ 0 poèíta ⌊ √ x⌋. Výstupná podmienka sa dá vyjadriż formulou z^2 ≤ x < (z + 1)^2. P : begin [y_1, y_2, y_3] := [0, 0, 1] 1: [y_2] := [y_2 + y_3]

2: if y_2 > x then goto end

3: [y_1, y_3] :=[y_1 + 1, y_3 + 2]

4: goto 1 end [z] := [y_1] Invarianty {

I_B(x) : x ≥ 0 I_2(x, y_1, y_2, y_3) : (y^2_1 ≤ x & y_2 = (y_1 + 1)^2 & y_3 = 2y_1 + 1) I_E(x, z) : z^2 ≤ x < (z + 1)^2

Veri˛kaèné podmienky {

• cesta B2: ∀x [I_B(x) & true ⇒ I_2(x, 0, 1, 1)] • cesta 22:

∀x, y_1, y_2, y_3 [I_2(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 ≤ x ⇒ I_2(x, y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2)]

• cesta 2E:

∀x, y_1, y_2, y_3 [I_2(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 > x ⇒ I_E(x, y_1)]

2. Príklad dôkazu správnosti schémy: Princíp dôkazu èiastoènej správnosti programov Floy-

dovou metódou je mo¿né zovźeobecniż aj pre (źtandardné) schémy. Pre danú schému je cieţom sformulovaż veri˛kaèné podmienky zaruèujúce èiastoènú správnosż ţubovoţného programu, ktorý dostaneme interpretáciou danej schémy.

Pri dôkaze èiastoènej správnosti programu P , ktorý dostaneme interpretáciou schémy S, potom u¿ staèí iba sformulovaż jednotlivé invarianty (resp. vstupné a výstupné podmienky) a dokázaż interpretované veri˛kaèné podmienky.

Uva¿ujme nasledujúcu programovú schému S

S: begin [y_1, y_2] := [x, a] 1: if p_1(y_1, b) then goto 4

2: [y_1, y_2] := [f_1(y_1, c), f_2(y_2, a)]

3: goto 1 4: if p_2(y_2, a) then goto end

5: [y_1, y_2] := [g_1(y_1, d), g_2(y_2, a)]

6: goto 1 end [z] := [g_1(y_1, d)]

Polo¿íme deliace body na poèiatoèný príkaz, príkazy s návestiami 1 a 4 a na koncový príkaz. Invarianty pre dané body oznaème I_B(x), I_1(x, y_1, y_2), I_4(x, y_1, y_2) a I_E(x, z). Pre jednotlivé koneèné cesty odvodíme podmienky pre prechod cesty a zodpovedajúce modi˛kácie premenných.

R_{B1} : true r_{B1} : [y_1, y_2] := [x, a] R_{14} : p_1(y_1, b) r_{14} : [y_1, y_2] := [y_1, y_2] R_{41} : ¬p_2(y_2, a) r_{41} : [y_1, y_2] := [g_1(y_1, d), g_2(y_2, a)] R_{11} : ¬p_1(y_1, b) r_{11} : [y_1, y_2] := [f_1(y_1, c), f_2(y_2, a)] R_{4E} : p_2(y_2, a) r_{4E} : [z] := [g_1(y_1, d)]

Posledným krokom je sformulovanie veri˛kaèných podmienok pre jednotlivé cesty s pou¿itím neinterpretovaných objektov. • cesta B1: ∀x [I_B(x) & true ⇒ I_1(x, x, a)] • cesta 14: ∀x, y_1, y_2 [I_1(x, y_1, y_2) & p_1(y_1, b) ⇒ I_4(x, y_1, y_2)]

• cesta 41: ∀x, y_1, y_2 [I_4(x, y_1, y_2) & ¬p_2(y_2, a) ⇒ I_1(x, g_1(y_1, d), g_2(y_2, a))] • cesta 11: ∀x, y_1, y_2 [I_1(x, y_1, y_2) & ¬p_1(y_1, b) ⇒ I_1(x, f_1(y_1, c), f_2(y_2, a))] • cesta 4E: ∀x, y_1, y_2 [I_4(x, y_1, y_2) & p_2(y_2, a) ⇒ I_E(x, g_1(y_1, d)]

5.4 Dôkaz zastavenia programu

Princíp pou¿itý vo Floydovej metóde dokazovania èiastoènej správnosti je mo¿né vyu¿iż aj pri dokazovaní zastavenia (ukonèenia výpoètu) programu. V postupe uvedenom v èasti 5.1 priradíme k deliacemu bodu funkciu, ktorá zobrazuje stav výpoètu do dobre zalo¿enej mno¿iny. Na základe takejto funkcie vyjadríme veri˛kaènú podmienku konvergencie programu.

Dobre \zalo¿ená" mno¿ina { mno¿ina W s èiastoèným usporiadaním ≻, v ktorom neexistuje nekoneèná klesajúca postupnosż x_1 ≻ x_2 ≻ · · · ≻ x_n ≻ · · · prvkov z W .

Zobrazenie stavu výpoètu do dobre zalo¿enej mno¿iny W {

• ku ka¿dému deliacemu bodu A priradíme funkciu u_A : D_x × D_y → W, • ku ka¿dej koneènej ceste AB postavíme veri˛kaènú podmienku konvergencie ∀x, y p(x) & R_{AB}(x, y) ⇒ [u_A(x, y) ≻ u_B(x, r_{AB}(x, y))]. Veta 34 Ak sú vźetky podmienky ukonèenia, skonźtruované k programu P a vstupnej podmienke p, pravdivé potom sa program P zastaví pre vźetky vstupy spajúce podmienku p. Dôkaz: tvrdenie vyplýva z tranzitivity implikácie (indukcia vzhţadom na cesty v programe) Poznámka: veri˛kaèné podmienky ukonèenia (konvergencie programu) je mo¿né zoslabiż pomocou invariantov CI_A(x, y) a CI_B(x, y): ∀x, y [CI_A(x, y) ⇒ u_A(x, y) ∈ W ] ∀x, y [CI_A(x, y) & R_{AB}(x, y)] ⇒ [CI_B(x, r_{AB}(x, y)) & u_A(x, y) ≻ u_B(x, r_{AB}(x, y))] 1. Príklad dôkazu zastavenia programu: Uva¿ujme známy program P , ktorý pre x ≥ 0 poèí-

ta ⌊ √ x⌋. P : begin [y_1, y_2, y_3] := [0, 0, 1] 1: [y_2] := [y_2 + y_3]

2: if y_2 > x then goto end

3: [y_1, y_3] :=[y_1 + 1, y_3 + 2]

4: goto 1 end [z] := [y_1]

Invarianty { CI_B(x) : x ≥ 0 CI_1(x, y_1, y_2, y_3) : (y_2 ≤ x & y_3 > 0) Zobrazenie {

u_1(x, y_1, y_2, y_3) : x − y_2 Veri˛kaèné podmienky ukonèenia { • ∀x [CI_B(x) & true ⇒ CI_1(x, 0, 0, 1)] • ∀x, y [CI_1(x, y) & y_2 + y_3 ≤ x ⇒ CI_1(x, y_1 + 1, y_2 + y_3, y_3 + 2)] ∀x, y [CI_1(x, y) & y_2 + y_3 ≤ x] ⇒ [u_1(x, y) ≻ u_1(x, y_1 + 1, y_2 + y_3, y_3 + 2)] • ∀x, y [CI_1(x, y) ⇒ u_1(x, y) ∈ N]

Kapitola 6

Hoareova metóda

Hoareova metóda pre dokazovanie èiastoènej správnosti źtruktúrovaných programov sa opiera o vytvorenie źpecializovaného logického (inferenèného) systému nad induktívnymi formulami. Ak odvodíme v takomto systéme induktívnu formulu {p} P {q}, źtruktúrovaný program P je èiastoène správny vzhţadom na vstupnú podmienku p a výstupnú podmienku q.

6.1 Logický systém

Na úvod struène uvádzame základné pojmy z teórie dôkazov. Formálny jazyk { dobre vytvorené formuly α, β. Sémantika { platnosż (pravdivosż) formúl: |= α;

formula α platí v danej triede modelov resp. v danom konkrétnom modeli. Logický (inferenèný, dokazovací) systém { dokazateţnosż formúl: ⊢ α;

formula α sa dá dokázaż (odvodiż) z axióm a inferenèných pravidiel systému α_1 · · · α_n β . Zdravé inferenèné pravidlo { z platných formúl α_i (t.j. |= α_i pre vźetky i) inferuje platný dôsledok, |= β. Dôkaz { formula α je dokazateţná (t.j. ⊢ α) ak existuje postupnosż formúl α_1, α_2, . . . , α_n (formálny dôkaz formuly α) taká, ¿e • α ≡ α_n • pre ka¿dé i, (1 ≤ i ≤ n) buï α_i je axióma alebo existuje pravidlo α_{j1} , . . . , α_{jk} α_i také, ¿e vźetky α_{jm} (1 ≤ m ≤ k) sú èlenmi postupnosti α_1, . . . , α_{i−1}.

Vlastnosti systému {

zdravý systém { dokazateţné sú len pravdivé formuly ⊢ α ⇒ |= α, úplný systém { ka¿dá pravdivá formula je dokazateţná |= α ⇒ ⊢ α. 6.2 Induktívna (invariantná) formula

Induktívne formuly charakterizujú vstupno{výstupné vzżahy programových segmentov (príkazov, programov).

Induktívnou formulou {p} S {q} sa popisuje vstupno{výstupná charakterizácia programového segmentu S s tým, ¿e podmienka p je vstupným invariantom a podmienka q je výstupným invariantom S. Význam induktívnej formuly závisí od významu podmienok p, q a významu programu S. De˛nícia 35 Induktívna formula {p} S {q} platí (oznaèenie |= {p} S {q}) práve vtedy, keï vstupné hodnoty programu (príkazu) S spajú podmienku p a po zastavení programu S výstupné hodnoty S vyhovujú podmienke q.

Induktívna formula {p} S {q} teda platí, keï je programový segment S èiastoène správny vzhţadom na vstupnú podmienku p a výstupnú podmienku q. Analogicky mô¿eme de˛novaż aj induktívnu formulu pre totálnu správnosż ⟨p⟩ S ⟨q⟩.

De˛nícia 36 Induktívna formula ⟨p⟩ S ⟨q⟩ platí (oznaèenie |= ⟨p⟩ S ⟨q⟩) práve vtedy, keï pre vźetky vstupné hodnoty programu (príkazu) S, ktoré spajú podmienku p sa program S zastaví a výstupné hodnoty S vyhovujú podmienke q.

V tejto prednáźke sa zameriame hlavne na induktívne formuly \pre èiastoènú" správnosż.

Príklad: Uva¿ujme jednoduché induktívne formuly:

• {x = 0} x := x + 1 {x = 1} { je platná formula,

• {x = 0} x := x + 1 {x = 2} { nie je platná formula,

• {x = 0} x := x + 1 {x > 0} { je platná formula, ale . . .

Tretia formula evidentne platí, ale oproti prvej je výstupná podmienka (vzhţadom na vstupnú a programový segment { príkaz priradenia) príliź voţná (slabá), alebo naopak vstupná je (vzhţadom na výstupnú) príliź reźtriktívna (silná).

1. Najslabźia vstupná podmienka: Najslabźia vstupná podmienka k programu P a výstupnej

podmienke q { oznaèenie wp(P, q): ∀p ak platí {wp(P, q)} P {q}, {p} P {q} potom p =⇒ wp(P, q). Nasledujúce formuly vyjadrujú najslabźiu vstupnú podmienku pre zakladné źtruktúrované konźtrukcie:

• priradenie { wp(x := s, q) = q[x/s], • kompozícia { wp(S_1; S_2, q) = wp(S_1, wp(S_2, q)), • vetvenie { wp(if b then S_1 else S_2 ˛, q) = if b then wp(S_1, q) else wp(S_2, q) ˛, • iterácia { wp(while b do S od, q) nevieme vyjadriż v jazyku 1. rádu. Zatiaţ nemáme dostatoèný formálny aparát, ktorý by umo¿nil exaktne dokázaż, ¿e uvedené formulky skutoène vyjadrujú najslabźie vstupné podmienky pre daný príkaz a danú výstupnú podmienku. Takýto dôkaz vy¿aduje formálnu de˛níciu významu (sémantiky) programovacieho jazyka, źpeci˛kaèného jazyka a jazyka formúl správnosti (induktívnych formúl). Vybudovanie potrebného aparátu a zdôvodnenie uvedených tvrdení je súèasżou nadstavbovej prednáźky \Formálna sémantika a teória správnosti".

Pri vyjadrení najslabźej vstupnej podmienky sa predpokladá, ¿e premenná na ţavej strane priradenia neobsahuje \vnorenú" referenciu poţa (t.j. x je alebo individuálna premenná alebo má tvar a[t] a term t neobsahuje referenciu poţa a). Problémy s referenciou polo¿iek poţa (a rieźenie týchto problémov) sa podrobnejźie rozoberajú v u¿ spomenutej nadstavbovej prednáźke \Formálna sémantika a teória správnosti".

2. Najsilnejźia výstupná podmienka: Najsilnejźia výstupná podmienka k programu P a vs-

tupnej podmienke p { oznaèenie sp(P, p): ∀q ak platí {p} P {sp(P, p)}, {p} P {q} potom sp(P, p) =⇒ q. Nasledujúce formuly vyjadrujú najsilnejźiu výstupnú podmienku pre zakladné źtruktúrované konźtrukcie: • priradenie { sp(x := s, p) = ∃y {p[x/y] & x = s[x/y]} (\nová" premenná y sa nevyskytuje v p a s), • kompozícia { sp(S_1; S_2, p) = sp(S_2, sp(S_1, p)), • vetvenie { sp(if b then S_1 else S_2 ˛, p) = sp(S_1, p&b) ∧ sp(S_2, p&¬b), • iterácia { sp(while b do S od, p) nevieme vyjadriż.

Poznámky týkajúce sa vyjadrenia najslabźej vstupnej podmienky, uvedené v závere predchádzajúceho odseku, plne platia aj pre vyjadrenie najsilnejźej výstupnej podmienky.

6.3 Inferenèný systém H

Uva¿ujme programovací jazyk źtruktúrovaného typu, ktorý vyu¿íva jazykové konźtrukcie de˛nované triedou źtruktúrovaných programových schém.

Hoareova metóda dokazovania èiastoènej správnosti programov (pre źtruktúrované jazyky) sa opiera o logický systém pre dokazovanie èiastoènej správnosti programov zalo¿ený na jazyku induktívnych formúl {p} P {q}.

Uva¿ujme formálny inferenèný systém H = (Ax, P r) pre dokazovanie induktívnych formúl {p} S {q}, pozostávajúci z mno¿iny axióm Ax a mno¿iny inferenèných pravidiel P r.

Mno¿ina axióm { Ax

• vźetky platné formuly źpeci˛kaèného jazyka • axióma priradenia (schéma axióm) {p(x, g(x, y))} y := g(x, y) {p(x, y)} Inferenèné pravidlá { P r

• pravidlo kompozície: {p} S_1 {q} {q} S_2 {r} {p} S_1; S_2 {r} • pravidlo alternatívy: {p&b} S_1 {q} {p&¬b} S_2 {q} {p} if b then S_1 else S_2 ˛ {q}

• pravidlo iterácie: {p&b} S {p} {p} while b do S od {p&¬b} • pravidlo následku:

p ⇒ p_1 q_1 ⇒ q {p_1} S {q_1} {p} S {q} Veta 37 Nech P je źtruktúrovaný program, p(x) vstupný a q(x, z) výstupný predikát. Ak H ⊢ {p} P {q} potom je program P ωifq }.

V oboch prípadoch vychádza axióma priradenia z vyjadrenia najslabźej vstupnej podmienky priraïovacieho príkazu.

Predpoklad, podţa ktorého sú vźetky platné formuly źpeci˛kaèného jazyka axiómami systému H umo¿uje \prekonaż" mo¿ný (a veţmi pravdepodobný) problém neúplnosti źpeci˛kaèného jazyka L (napr. predikátový kalkul prvého rádu s Peanovou aritmetikou). plnosż H sa tým uva¿uje nezávisle od úplnosti L (tzv. relatívna úplnosż).

1. Príklad dôkazu èiastoènej správnosti: Uva¿ujme program Q, poèítajúci ⌊ √ x⌋. Q: begin {x ≥ 0}

[y_1, y_2, y_3] := [0, 1, 1];

while y_2 ≤ x do [y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] od;

[z] := [y_1]

end {z^2 ≤ x < (z + 1)^2}

lohou je dokázaż induktívnu formulu {x ≥ 0} ⌊ √ x⌋ {z^2 ≤ x < (z + 1)^2},

t.j., ¿e Q je èiastoène správny vzhţadom na vstupnú podmienku x ≥ 0 a výstupnú podmienku z^2 ≤ x < (z + 1)^2. Uká¿eme, ¿e formula

R(x, y_1, y_2, y_3) : (y^2_1 ≤ x) & (y_2 = (y_1 + 1)^2) & (y_3 = 2y_1 + 1)

je invariantom, postaèujúcim na d^okaz èiastoènej správnosti programu Q.

1. x ≥ 0 ⇒ R(x, 0, 1, 1) (vyplýva z de˛nície invariantu)

2. {R(x, 0, 1, 1)} [y_1, y_2, y_3] := [0, 1, 1] {R(x, y_1, y_2, y_3)} (axióma priradenia)

3. {x ≥ 0} [y_1, y_2, y_3] := [0, 1, 1] {R(x, y_1, y_2, y_3)} (pravidlo následku pre 1. a 2.)

4. R(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 ≤ x ⇒ R(x, y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2) (vyplýva z de˛nície invariantu)

5. {R(x, y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2)}

[y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] {R(x, y_1, y_2, y_3)} (axióma priradenia)

6. {R(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 ≤ x}

[y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] {R(x, y_1, y_2, y_3)} (pravidlo následku pre 4. a 5.)

7. {R(x, y_1, y_2, y_3)}

while y_2 ≤ x do [y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] od {R(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 > x} (pravidlo iterácie pre 6.)

8. {x ≥ 0} [y_1, y_2, y_3] := [0, 1, 1];

while y_2 ≤ x do [y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] od {R(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 > x} (pravidlo kompozície pre 3. a 7.)

9. R(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 > x ⇒ y^2_1 ≤ x < (y_1 + 1)^2 (vyplýva z de˛nície invariantu)

10. {y^2_1 ≤ x < (y_1 + 1)^2} [z] := [y_1] {z^2 ≤ x < (z + 1)^2} (axióma priradenia)

11. {R(x, y_1, y_2, y_3) & y_2 > x} [z] := [y_1] {z^2 ≤ x < (z + 1)^2} (pravidlo následku pre 9. a 10.) 12. {x ≥ 0} [y_1, y_2, y_3] := [0, 1, 1];

while y_2 ≤ x do [y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] od ;

[z] := [y_1] {z^2 ≤ x < (z + 1)^2} (pravidlo kompozície pre 8. a 12.)

Pri Hoareovej metóde sú postaèujúcimi podmienkami èiastoènej správnosti programu źpeci˛kaèné formuly, ktoré vyu¿íva pravidlo následku, t.j. v danom príklade formuly uvedené v bodoch 1,4,9.

2. Príklad dôkazu èiastoènej správnosti schém: Princíp dôkazu èiastoènej správnosti pro-

gramov je mo¿né, podobne ako pri Floydovej metóde, zovźeobecniż pre źtruktúrované schémy. Pri formálnom odvodení dôkazu sa pre danú schému odvodia (veri˛kaèné) predpoklady, ktoré zaruèujú èiastoènú správnosż ţubovoţného programu, ktorý dostaneme interpretáciou danej schémy.

Pre konkrétny program P , ktorý vznikne interpretáciou schémy, potom u¿ staèí iba sformulovaż invariant a dokázaż jeho vlastnosti (veri˛kaèné predpoklady { formuly pou¿ité v dôkaze).

Uva¿ujme nasledujúcu źtruktúrovanú programovú schému S

S: begin {p(x_1, x_2)}

[y_1, y_2] := [x_1, x_2]

while r(y_1, y_2) do if s(y_1, y_2) then [y_1] := [f(y_1, y_2)] else [y_2] := [g(y_1, y_2)]˛ od [z] := [y_1]

end {q(x_1, x_2, z)}

Invariant oznaème R(x_1, x_2, y_1, y_2) a dôkaz èiastoènej správnosti bude vyzeraż nasledovne.

1. p(x_1, x_2) ⇒ R(x_1, x_2, x_1, x_2) (veri˛kaèný predpoklad)

2. {R(x_1, x_2, x_1, x_2)} [y_1, y_2] := [x_1, x_2] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (axióma priradenia)

3. {p(x_1, x_2)} [y_1, y_2] := [x_1, x_2] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (pravidlo následku pre 1. a 2.)

4. R(x_1, x_2, y_1, y_2) & s(y_1, y_2) ⇒ R(x_1, x_2, f(y_1, y_2), y_2) (veri˛kaèný predpoklad)

5. {R(x_1, x_2, f(y_1, y_2), y_2)} [y_1] := [f(y_1, y_2)] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (axióma priradenia)

6. {R(x_1, x_2, y_1, y_2) & s(y_1, y_2)} [y_1] := [f(y_1, y_2)] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (pravidlo následku pre 4. a 5.)

7. R(x_1, x_2, y_1, y_2) & ¬s(y_1, y_2) ⇒ R(x_1, x_2, y_1, g(y_1, y_2)) (veri˛kaèný predpoklad)

8. {R(x_1, x_2, y_1, g(y_1, y_2))} [y_2] := [g(y_1, y_2)] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (axióma priradenia)

9. {R(x_1, x_2, y_1, y_2) & ¬s(y_1, y_2))} [y_2] := [g(y_1, y_2)] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (pravidlo následku pre 7. a 8.)

10. {R(x_1, x_2, y_1, y_2))}

if s(y_1, y_2) then [y_1] := [f(y_1, y_2)] else [y_2] := [g(y_1, y_2)] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (pravidlo alternatívy pre 6. a 9.)

11. R(x_1, x_2, y_1, y_2) & r(y_1, y_2) ⇒ R(x_1, x_2, y_1, y_2) (tautológia)

12. {R(x_1, x_2, y_1, y_2) & r(y_1, y_2)}

if s(y_1, y_2) then [y_1] := [f(y_1, y_2)] else [y_2] := [g(y_1, y_2)] {R(x_1, x_2, y_1, y_2)} (pravidlo následku pre 10. a 11.)

13. {R(x_1, x_2, y_1, y_2)}

while r(y_1, y_2) do

if s(y_1, y_2) then [y_1] := [f(y_1, y_2)] else [y_2] := [g(y_1, y_2)]˛ od {R(x_1, x_2, y_1, y_2) & ¬r(y_1, y_2)} (pravidlo iterácie pre 12.)

14. {p(x_1, x_2)}

[y_1, y_2] := [x_1, x_2]

while r(y_1, y_2) do

if s(y_1, y_2) then [y_1] := [f(y_1, y_2)] else [y_2] := [g(y_1, y_2)]˛ od {R(x_1, x_2, y_1, y_2) & ¬r(y_1, y_2)} (pravidlo kompozície pre 3. a 13.)

15. R(x_1, x_2, y_1, y_2) & ¬r(y_1, y_2) ⇒ q(x_1, x_2, y_1) (veri˛kaèný predpoklad)

16. {q(x_1, x_2, y_1)} [z] := [y_1] {q(x_1, x_2, z)} (axióma priradenia)

17. {R(x_1, x_2, y_1, y_2) & ¬r(y_1, y_2)} [z] := [y_1] {q(x_1, x_2, z)} (pravidlo následku pre 15. a 16.)

18. {p(x_1, x_2)}

[y_1, y_2] := [x_1, x_2]

while r(y_1, y_2) do

if s(y_1, y_2) then [y_1] := [f(y_1, y_2)] else [y_2] := [g(y_1, y_2)]˛ od [z] := [y_1] {q(x_1, x_2, z)} (pravidlo kompozície pre 14. a 17.)

Pri dôkaze správnosti programu P , ktorý vznikne interpretáciou schémy S, postaèuje sformulovaż invariant R(x_1, x_2, y_1, y_2) a dokázaż veri˛kaèné predpoklady 1, 4, 7, 15.

6.4 Poznámky o úplnosti Hoareovských kalkulov

V tejto èasti upozorujeme na problémy s úplnosżou Hoareovských kalkulov, ktoré vznikajú pri danom źpeci˛kaènom jazyku v súvislosti rozźirovaním programovacieho jazyka. Podrobnejźia diskusia o tejto problematike a dôkazy úplnosti Hoareovských systémov pre vybrané triedy programovacích jazykov je súèasżou nadstavbovej prednáźky \Formálna sémantika a teória správnosti".

Uva¿ujme źpeci˛kaèný jazyk L, triedu modelov programov, de˛novanú sémantikou M a Hoareovský dokazovací systém H. Príèinami neúplnosti Hoareovských inferenèných systémov sú:

• neúplnosż logiky źpeci˛kaèného jazyka L (napr. predikátový kalkul prvého rádu s Peanovou aritmetikou) rieźenie: relatívna úplnosż - vźetky pravdivé formuly L sú axiómami H.

• neúplnosż vyvolaná nedostatoènou výrazovou silou źpeci˛kaèného jazyka L (napr. u¿ keï programovací jazyk obsahuje cykly) rieźenie: rozźírenie źpeci˛kaèného jazyka L { napr. de˛novateţnosż wp(P, q).

• neúplnosż vyvolaná kombináciou rôznych programovacích konźtrukcií (napr. kombinácia rekurzie, procedúry ako parametre, statického rozsahu premenných, globálnych premenných, interných procedúr) rieźenie: vhodne de˛novaż programovací jazyk.

• neúplnosż vyplývajúca zo zvolených modelov sémantiky (známym príkladom je inicializácia premenných s dynamickým rozsahom) rieźenie: sémantika musí de˛novaż adekvátnu triedu modelov.

Kapitola 7

Metóda intermitentov

Na rozdiel od Floydovej a Hoareovej metódy, ktoré boli navrhnuté pre dokazovanie èiastoènej správnosti programov (hoci sa obe dajú rozźíriż aj na dokazovanie totálnej správnosti), je cieţom metódy intermitentov dôkaz totálnej správnosti programov. Zameranie na dôkaz totálnej správnosti je inherentne zabudované v tzv. intermitentoch { podmienkách, ktoré sa pri tejto metóde via¿u s deliacimi bodmi.

7.1 Intermitent

Podobne ako invarianty, aj intermitenty sú podmienky (formuly źpeci˛kaèného jazyka, napr. predikátového poètu) viazané na ţubovoţné (deliace) body programu. Rozdiel medzi obomi pojmami spoèíva vo vzżahu medzi priebehom výpoètu a platnosżou podmienok viazaných k deliacim bodom výpoètu.

Intermitent je podmienka, splnená aspo pri jednom prechode deliacim bodom (zaruèuje sa ou, ¿e výpoèet prejde daným deliacim bodom aspo raz).

Totálnu správnosż ⟨p⟩ P ⟨q⟩ programu P vyjadruje nasledujúca formula vyu¿ívajúca vlastnosti intermitentov (vyjadrených klauzulou ak niekedy):

ak niekedy p v poèiatoènom bode programu P

potom niekedy q v koncovom bode programu P .

7.2 Dôkaz správnosti metódou intermintentov

Metóda dokazovania (totálnej) správnosti programov pomocou intermitentov sa opiera o princíp źtrukturálnej indukcie.

Myźlienku metódy predvedieme na príklade jednoduchého programu pre výpoèet nsd dvoch prirodzených èísiel.

D: begin [y_1, y_2] := [x_1, x_2] 1: if y_1 = y_2 then goto end 2: if y_1 > y_2 then [y_1] := [y_1 − y_2] goto 2 3: if y_2 > y_1 then [y_2] := [y_2 − y_1] goto 3 4: goto 1 end [z] := [y_2]

Oznaèenie:

• ⟨p⟩ P ⟨q⟩ { ak niekedy p na zaèiatku P potom niekedy q na konci P .

• ⟨p⟩_i { niekedy p v i.

Veta 38 ⟨x_1 > 0 & x_2 > 0⟩ D ⟨z = nsd(x_1, x_2)⟩.

Dôkaz: ⟨x_1 > 0 & x_2 > 0⟩_{begin} x_1 = x_2 ⟨y_1 = x_1 & y_2 = x_2 & x_1 = x_2 > 0⟩_1 x_1 > x_2 ⟨y_1 = x_1 & y_2 = x_2 & x_1 > x_2 > 0⟩_2 x_1 < x_2 ⟨y_1 = x_1 & y_2 = x_2 & x_2 > x_1 > 0⟩_3 ⟨z = nsd(x_1, x_2)⟩_{end} Lema 39 ⟨y_1 = a & y_2 = b & a = b > 0⟩_1 ∨ ⟨y_1 = a & y_2 = b & a > b > 0⟩_2 ∨ ⟨y_1 = a & y_2 = b & b > a > 0⟩_3 ⇒ ⟨z = nsd(a, b)⟩_{end} . Dôkaz: (N × N, ≻) − (a, b) ≻ (a^′, b^′) ⇔ a + b > a^′ + b^′ 1. ⟨y_1 = a & y_2 = b & a = b > 0⟩_1 ⟨z = nsd(a, b) = b⟩_{end} 2. ⟨y_1 = a & y_2 = b & a > b > 0⟩_2 ⟨y_1 = a^′ = a − b & y_2 = b^′ = b⟩_2 {a^′ > 0, b^′ > 0, a + b > a^′ + b^′; nsd(a^′, b^′) = nsd(a − b, b) = nsd(a, b)} a^′ = b^′ ⟨y_1 = a^′ & y_2 = b^′ & a^′ = b^′ > 0⟩_1 ⟨z = nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b)⟩_{end} − indukcia a^′ > b^′ ⟨y_1 = a^′ & y_2 = b^′ & a^′ > b^′ > 0⟩_2 ⟨z = nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b)⟩_{end} − indukcia b^′ > a^′ ⟨y_1 = a^′ & y_2 = b^′ & b^′ > a^′ > 0⟩_3

⟨z = nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b)⟩_{end} − indukcia 3. ⟨y_1 = a & y_2 = b & b > a > 0⟩_3 ⟨y_1 = a^′ = a & y_2 = b^′ = b − a⟩_3 {a^′ > 0, b^′ > 0, a + b > a^′ + b^′; nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b − a) = nsd(a, b)} a^′ = b^′ ⟨y_1 = a^′ & y_2 = b^′ & a^′ = b^′ > 0⟩_1 ⟨z = nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b)⟩_{end} − indukcia a^′ > b^′ ⟨y_1 = a^′ & y_2 = b^′ & a^′ > b^′ > 0⟩_2 ⟨z = nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b)⟩_{end} − indukcia b^′ > a^′ ⟨y_1 = a^′ & y_2 = b^′ & b^′ > a^′ > 0⟩_3 ⟨z = nsd(a^′, b^′) = nsd(a, b)⟩_{end} − indukcia Na rozdiel od Floydovej alebo Hoareovej metódy nedá sa pri formulácii metódy intermitentov oprież o ¿iadne syntaktické objekty (cesty, zlo¿ky príkazov). Pou¿ité usporiadanie odrá¿a konkrétny výpoèet, preto nie je mo¿né urèiż postupnosż krokov (kuchárku), ktoré by priamoèiaro popisovali metódu dôkazu.

Kapitola 8

Konźtrukcia invariantov a správnych programov

Pri dokazovaní správnosti programu (èi u¿ èiastoènej alebo totálnej) je problémom dokázaż (overiż), èi daný program zodpovedá danej (formálnej) źpeci˛kácii. Pri praktickom programovaní sme vźak skôr postavení pred problém skonźtruovaż (vytvoriż, navrhnúż) program, ktorý zodpovedá daným po¿iadavkám, t.j. ktorý bude správny (korektný) vzhţadom na dané vstupno{výstupné źpeci˛kácie.

V tejto kapitole uká¿eme, ¿e predvedené myźlienky dokazovania správnosti programov je mo¿né pou¿iż aj pri systematickej konźtrukcii správnych programov. Pod systematickou konźtrukciou správnych programov budeme rozumież systematickú konźtrukciu programu spolu s dôkazom jeho správnosti.

Budeme predpokladaż, ¿e formálna źpeci˛kácia problému je daná dvojicou vstupno{výstupných podmienok. Uká¿eme, ¿e pri systematickom vývoji správnych programov je mo¿né pou¿iż myźlienku u¿ známej Hoareovej metódy.

Pre úplnosż treba poznamenaż, ¿e známa a rozźírená je aj modi˛kácia tohoto prístupu navrhnutá E. Dijkstrom. Pri Dijkstrovej metóde sa predpokladá, ¿e źpeci˛kácia problému je daná (len) výstupnou podmienkou. Pri systematickom vývoji správneho programu sa konźtruuje popri programe aj najslabźia vstupná podmienka k danej výstupnej podmienke a skonźtruovanému programu.

8.1 Návrh invariantov

Konźtrukcia správnych programov je úzko sptá s návrhom (konźtrukciou) invariantov programu. Niektoré zo známych heuristík pre konźtrukciu invariantov predvedieme na príklade systematickej konźtrukcie programu, źpeci˛kovaného danou vstupnou a výstupnou podmienkou:

p(x) : x ≥ 0 q(x, z) : z^2 ≤ x < (z + 1)^2.

Heuristika 1: v prípade konjunkcie vo výstupnej podmienke je vhodné vziaż jeden z èlenov konjunkcie za invariant a druhý èlen pou¿iż ako podmienku, kontrolujúcu cyklus.

Návrh invariantu: I_1(x, y_1) : (y^2_1 ≤ x)

Pri výbere invariantu vychádzame z predpokladaného \spôsobu spracovania". Výslednú hodnotu mô¿eme získaż postupným zvyźovaním hodnoty pracovnej premennej tak, aby invariant zostal zachovaný.

Jednoduchou aplikáciou naznaèenej heuristiky odvodíme program:

Q1: begin {x ≥ 0}

[y_1] := [0];

while (y_1 + 1)^2 ≤ x do [y_1] := [y_1 + 1] od ;

[z] := [y_1]

end {z^2 ≤ x < (z + 1)^2}

äalźia modi˛kácia invariantu mô¿e vychádzaż z \pokusu" o optimalizáciu programu.

Heuristika 2: výpoètovo zlo¿itý výraz v podmienke cyklu (obsahujúci premenné modi˛kované telom cyklu) je vhodné nahradiż novou pracovnou premennou, prièom je potrebné zabezpeèiż jej aktualizáciu v tele cyklu.

Návrh invariantu: I_2(x, y_1, y_2) : (y^2_1 ≤ x) & (y_2 = (y_1 + 1)^2)

Na základe uvedeného optimalizaèného princípu odvodíme program:

Q2: begin {x ≥ 0}

[y_1, y_2] := [0, 1];

while y_2 ≤ x do [y_1, y_2] := [y_1 + 1, y_2 + 2y_1 + 3] od ;

[z] := [y_1]

end {z^2 ≤ x < (z + 1)^2}

Heuristiku 2 mo¿no vyu¿iż aj pri optimalizácii výrazov v tele cyklu.

Návrh invariantu: I_3(x, y_1, y_2, y_3) : (y^2_1 ≤ x) & (y_2 = (y_1 + 1)^2) & (y_3 = 2y_1 + 1)

Po prísluźnej úprave tela cyklu dostaneme program Q3, o ktorom sme u¿ skôr dokázali, ¿e spţa danú vstupno{výstupnú charakterizáciu.

Q3: begin {x ≥ 0}

[y_1, y_2, y_3] := [0, 1, 1];

while y_2 ≤ x do [y_1, y_2, y_3] := [y_1 + 1, y_2 + y_3 + 2, y_3 + 2] od;

[z] := [y_1]

end {z^2 ≤ x < (z + 1)^2}

8.2 Systematický vývoj korektných programov

Cieţom je skonźtruovaż program P , ktorý je èiastoène správny vzhţadom na danú vstupnú podmienku p a danú výstupnú podmienku q. Oznaème problém konźtrukcie programu P , èiastoène správneho vzţadom na podmienky p, q fpg P^? fqg. Pri rieźení tohoto problému treba vychádzaż z mo¿ností daného programovacieho jazyka. V naźom prípade uva¿ujeme jazykové konźtrukcie { príkazy priradenia, kompozície, vetvenia a iterácie. Postup popísaný v nasledujúcich riadkoch sa vźak dá priamoèiaro rozźíriż aj na ïalźie jazykové konźtrukcie.

1. Vývojové kroky: Pri konźtrukcii programu volí programátor konźtrukciu, ktorou plánuje

vyrieźiż daný problém, a tým dekomponuje problém na \jednoduchźie" podproblémy. Pri formulácii podproblémov sa vyu¿ívajú princípy Hoareovej metódy na dokazovanie èiastoènej správnosti programov.

Priradenie { {p} P^? {q}

návrh rieźenia: P ≡ x := s predpoklady: p ⇒ q[x/s] redukcia na podproblémy: vyrieźené Ak platí predpoklad, programový segment (priradenie) rieźi daný problém.

Kompozícia { {p} P^? {q}

návrh rieźenia: P ≡ P_1; P_2 predpoklady: stanoviż \medzipodmienku" r redukcia na podproblémy: {p} P_1 {r} {r} P_2 {q} Ak sa v ïalźom priebehu konźtrukcie programu podarí stanoviż \medzipodmienku" r a vyrieźiż podproblémy {p} P_1 {r} a {r} P_2 {q}, výsledný program P je podţa pravidla kompozície èiastoène správny vzhţadom na p a q.

Vetvenie { {p} P^? {q}

návrh rieźenia: P ≡ if b then P_1 else P_2˛ predpoklady: stanoviż podmienku vetvenia b redukcia na podproblémy: {p&b} P_1 {q} {p&¬b} P_2 {q} Ak sa v ïalźom priebehu konźtrukcie programu podarí nájsż \vetviacu" podmienku b a vyrieźiż podproblémy {p&b} P_1 {q} a {p&¬b} P_2 {q}, výsledný program P je podţa pravidla vetvenia èiastoène správny vzhţadom na p a q.

Iterácia { {p} P^? {q}

návrh rieźenia: P ≡ while b do P_1 od predpoklady: stanoviż podmienku cyklu b a invariant r také, ¿e p ⇒ r a p&¬b ⇒ q redukcia na podproblémy: {r&b} P_1 {r} Ak sa v ïalźom priebehu konźtrukcie programu podarí vyrieźiż podproblémy {r&b} P_1 {r} a platia uvedené vlastnosti, výsledný program P je podţa pravidla cyklu èiastoène správny vzhţadom na p a q.

Poznámka: Pri rieźení problému {p} P {q} mô¿eme plne vyu¿ívaż aj pravidlo následku. Ak doká- ¿eme {r} P {s}, p ⇒ r a s ⇒ q, podţa pravidla následku je program P správny aj vzhţadom na p a q.

2. Príklad systematickej konźtrukcie programu: lohou je navrhnúż program, ktorý \pi-

votizuje" dané pole A vzhţadom na hodnotu{pivota x, ktorý sa v danom poli (zaruèene) vyskytuje, a nájsż také dva indexy j < i, ¿e vźetky prvky naţavo od i budú menźie alebo rovné prvkom na pravej strane od j. Formálne je úloha zadaná dvojicou podmienok

• vstupná podmienka { p ≡ ∃k {1 ≤ k ≤ n & A[k] = x}, • výstupná podmienka { q ≡ j < i & ∀p, q {1 ≤ p < i & j < q ≤ n ⇒ A[p] ≤ A[q]}. Systematická konźtrukcia programu P spajúceho danú źpeci˛káciu pozostáva z nasledujúcich krokov: 1. problém: {p} P {q} návrh rieźenia: P ≡ P_1; P_2

P_1 ≡ ⟨inicializuj premenné i, j⟩ P_2 ≡ ⟨prezri pole zdola cez i, zhora cez j a rob prísluźné úpravy⟩ dekompozícia na podproblémy: {p} P_1 {r} {r} P_2 {q} heuristika: r ≡ I_i&I_j I_i ≡ ∀p {1 ≤ p < i ⇒ A[p] ≤ x} I_j ≡ ∀q {j < q ≤ n ⇒ A[q] ≥ x} 2. problém: {p} P_1 {r}

návrh rieźenia: P_1 ≡ [i, j] := [1, n] dekompozícia na podproblémy: vyrieźené treba dokázaż: p ⇒ I_1&I_n (I_1&I_n triviálne platí)

3. problém: {r} P_2 {q}

návrh rieźenia: P_2 ≡ while b do P_{21} od

P_{21} ≡ ⟨zvyźuj i, zni¿uj j a manipuluj pole⟩ dekompozícia na podproblémy: {p_1&b} P_{21} {p_1} heuristika: p_1 ≡ r b ≡ i ≤ j treba dokázaż: r ⇒ p_1 (r ⇒ r)

p_1&¬b ⇒ q (I_i & I_j & i > j ⇒ q)

4. problém: {p_1&b} P_{21} {p_1} návrh rieźenia: P_{21} ≡ P_{211}; P_{212}; P_{213}

P_{211} ≡ ⟨nájdi i na potenciálnu výmenu⟩ P_{212} ≡ ⟨nájdi j na potenciálnu výmenu⟩ P_{213} ≡ ⟨vyme prvky na nájdených i, j indexoch⟩ dekompozícia na podproblémy: {p_1&b} P_{211} {p_2} {p_2} P_{212} {p_3} {p_3} P_{213} {p_1} heuristika: p_2 ≡ I_i & I_j & A[i] ≥ x p_3 ≡ I_i & I_j & A[i] ≥ x ≥ A[j]

5. problém: {p_1&b} P_{211} {p_2} návrh rieźenia: P_{211} ≡ while b_1 do P_{2111} od

P_{2111} ≡ ⟨inkrementuj i⟩ dekompozícia na podproblémy: {p_1&b_1} P_{2111} {p_1} heuristika: b_1 ≡ A[i] < x treba dokázaż: p_1&¬b_1 ⇒ p_2 (I_i & I_j & A[i] ≥ x ⇒ I_i & I_j & A[i] ≥ x)

p_1&b ⇒ p_1 (I_i & I_j & i ≤ j ⇒ I_i & I_j)

6. problém: {p_1&b_1} P_{2111} {p_1} návrh rieźenia: P_{2111} ≡ [i] := [i + 1] dekompozícia na podproblémy: vyrieźené treba dokázaż: p_1&b_1 ⇒ p_1[i/i + 1] (I_i & I_j & A[i] < x ⇒ I_{i+1} & I_j)

7. problém: {p_2&b} P_{212} {p_3} návrh rieźenia: P_{212} ≡ while b_2 do P_{2121} od

P_{2121} ≡ ⟨dekrementuj j⟩ dekompozícia na podproblémy: {p_2&b_2} P_{2121} {p_2} heuristika: b_2 ≡ A[j] > x treba dokázaż: p_2&¬b_2 ⇒ p_3 (I_i & I_j & A[i] ≥ x & A[j] ≤ x ⇒ I_i & I_j & A[i] ≥ x ≥ A[j])

8. problém: {p_2&b_2} P_{2121} {p_2} návrh rieźenia: P_{2121} ≡ [j] := [j − 1] dekompozícia na podproblémy: vyrie»sen«e treba dokázaż: p_2&b_2 ⇒ p_2[j/j − 1] (I_i & I_j & A[i] ≥ x & A[j] > x ⇒ I_i & I_{j−1} & A[i] ≥ x)

9. problém: {p_3} P_{213} {p_1} návrh rieźenia: P_{213} ≡ if b_3 then P_{2131}˛

P_{2131} ≡ ⟨vyme prvky a zabezpeè posuny i a j⟩ dekompozícia na podproblémy: {p_3&b_3} P_{2131} {p_1} heuristika: b_3 ≡ b

10. problém: {p_3&b} P_{2131} {p_1} návrh rieźenia: P_{2131} ≡ P_{21311}; P_{21312}

P_{21311} ≡ ⟨zabezpeè výmenu i a j⟩ P_{21312} ≡ ⟨zabezpeè posuny i a j⟩ dekompozícia na podproblémy: {p_3&b} P_{21311} {p_4} {p_4} P_{21312} {p_1} heuristika: p_4 ≡ I_i & I_j & A[i] ≤ x ≤ A[j]

11. problém: {p_3&b} P_{21311} {p_4} návrh rieźenia: P_{21311} ≡ [A[i], A[j]] := [A[j], A[i]] dekompozícia na podproblémy: vyrieźené treba dokázaż: p_3&b ⇒ p_4[A[i]/A[j], A[j]/A[i]]

(I_i & I_j & A[i] ≥ x ≥ A[j] & i ≤ j ⇒ I_i & I_j & A[i] ≤ x ≤ A[j])

12. problém: {p_4} P_{21312} {p_1} návrh rieźenia: P_{21312} ≡ [i, j] := [i + 1, j − 1] dekompozícia na podproblémy: vyrieźené treba dokázaż: p_4 ⇒ p_1[i/i + 1, j/j − 1] (I_i & I_j & A[i] ≤ x ≤ A[j] ⇒ I_{i+1} & I_{j−1})

Uvedeným postupom, ilustrujúcim metódu systematickej konźtrukcie správnych programov, sme odvodili nasledovný program: P : begin {∃k {1 ≤ k ≤ n & A[k] = x}} [i, j] := [1, n]

while i ≤ j do while A[i] < x do [i] := [i + 1] od while A[j] > x do [j] := [j − 1] od if i ≤ j then [A[i], A[j]] := [A[j], A[i]] [i, j] := [i + 1, j − 1]˛ od end {j < i & ∀p, q {1 ≤ p < i & j < q ≤ n ⇒ A[p] ≤ A[q]}} V priebehu konźtrukcie sme zárove dokázali jeho správnosż vzhţadom na dané (vstupnú a výstupnú) podmienky.

Èasż III

Sémantika programov

1. Sémantika programov a programovacích jazykov: neformálny vs. formálny popis sé-

mantiky programov a programovacích jazykov • neformálny prístup { význam programovacích konźtrukcií a programov sa vyjadruje neformálne v prirodzenom jazyku (nejednoznaènosż prirodzeného jazyka), • formálny prístup { význam programovacích konźtrukcií a programov sa vyjadruje vo formálnom, matematickom jazyku.

2. Formálny popis významu programov: umo¿uje

• de˛novaż význam programu poèítaèovo nezávislými pojmami (na rôznych úrovniach abstrakcie), • jednoznaène popísaż význam programu (v danom modeli resp. v triede modelov), • odôvodniż (resp. vytvoriż) teórie a inferenèné systémy na dokazovanie vlastností programov (axiómy, zdravosż a úplnosż inferenèných pravidiel atï), • konzistentne de˛novaż význam typových aj beztypových programovacích jazykov atï.

3. Rozdiely medzi jazykami logiky a programovania:

• rôzny pohţad na premenné (statický vs. dynamický), • mo¿nosż pracovaż len s koneènými aproximáciami nekoneèných objektov, • zlo¿itejźie obory interpretácie resp. sémantické obory { domény (vnútorná źtruktúra aproximácií), • program mô¿e realizovaż èiastoènú funkciu (nekoneèný výpoèet) atï.

Kapitola 9

Formálna sémantika programov

Syntaktický obor P { mno¿ina správne vytvorených programov v danom jazyku, Sémantický obor M { mno¿ina významov, Sémantika S { sémantická funkcia, zobrazujúca mno¿inu programov do mno¿iny významov S : P → M, Sémantika programu S[|P |] { denotuje význam programu P vzhţadom na sémantiku S.

9.1 Porovnanie sémantických de˛nícií

Sémantika danej triedy programov P sa dá vyjadriż rôznym spôsobom. Rôzne sémantiky sa odliźujú výberom sémantického oboru M.

De˛nícia 40 Sémantika S_2 : P → M_2 je de˛novateţná zo sémantiky S_1 : P → M_1, ak existuje funkcia F : M_1 → M_2 taká, ¿e pre ka¿dý program P ∈ P platí S_2[|P |] = F(S_1[|P |]).

Sémantiky S_1, S_2 sú ekvivalentné ak sú navzájom de˛novateţné.

De˛nícia 41 Sémantika S_1 : P → M_1 je podrobnejźia ako sémantika S_2 : P → M_2 práve vtedy, keï pre ţubovolné dva programy P_1, P_2 ∈ P platí S_1[|P_1 |] = S_1[|P_2 |] =⇒ S_2[|P_1 |] = S_2[|P_2 |].

Duálne, sémantika S_2 je abstraktnejźia.

Lema 42 Nech S_1, S_2 sú sémantiky nad syntaktickým oborom P. Potom S_2 je de˛novateţná z S_1 práve vtedy, keï S_1 je podrobnejźia ako S_2.

Dôkaz: Ak S_2 je de˛novateţná z S_1, potom tvrdenie vyplýva priamo z de˛nície.

Predpokladajme teda, ¿e S_1 je podrobnejźia ako S_2:

• P/S_1 { rozklad P vzhţadom na S_1, • F_2 : P/S_1 → M_2 { predpis X → S_2[|P |] pre P ∈ X, • F_1 : M_1 → P/S_1 { predpis m → {P_1 ∈ P : S_1[|P_1 |] = m}, • F(S_1[|P |]) = F_2(F_1(S_1[|P |])) = S_2[|P |].

9.2 Kompozièná sémantika

Ak program P pozostáva zo zlo¿iek P_1, · · · , P_n potom budeme po¿adovaż aby jeho význam S[| P |] bol funkciou významov S[|P_1 |], · · · , S[|P_n |] jednotlivých zlo¿iek.

1. Induktívna de˛nícia syntaxe jazyka: abstraktná syntax • elementárne syntaktické objekty (napr. priraïovací príkaz), • mno¿ina syntaktických konźtruktorov K_i : P^n → P,

while do od: (BOOL STAT) STAT if then else ˛: (BOOL STAT STAT) STAT ; : (STAT STAT) STAT • ţubovoţný \zlo¿ený" program P v danom jazyku má tvar P = K(P_1, · · · , P_n).

2. Induktívna de˛nícia sémantiky jazyka:

• charakterizuje sa význam elementárnych syntaktických objektov (priraïovací príkaz), • ku ka¿dému syntaktickému konźtruktoru K_i sa de˛nuje zodpovedajúci sémantický konźtruktor K_i : M^n → M, • sémantika ka¿dého zlo¿eného príkazu P = K(P_1, · · · , P_n) sa de˛nuje sémantickým pravidlom S[|K(P_1, · · · , P_n)|] = K(S[|P_1 |], · · · , S[|P_n |]). 9.3 Základné prístupy pri popise významu programov

Základné prístupy pri popise významu programov

• operaèná (výpoètová) sémantika, • denotaèná (matematická) sémantika, • deduktívna (axiomatická) sémantika sa odliźujú výberom sémantického oboru M v de˛nícii S : P → M.

Pri neformálnej charakterizácii základných prístupov budeme vyu¿ívaż nasledujúcu vlastnosż priestorov funkcií.

Lema 43 D_1 × D_2 → D_3 ∼= D_1 → (D_2 → D_3)

Intuitívna predstava: za˛xovaním jedného parametra binárnej funkcie dostaneme unárnu funkciu.

1. Operaèná sémantika:

Abstraktný poèítaè { je de˛novaný napr.

• mno¿inou stavov (kon˛gurácií) S = {s, s_i, · · ·}, • mno¿inou elementárnych inźtrukcií I = {i, i_k, · · ·}, • prechodovou funkciou q : I × S → S.

Sémantický obor { trieda zobrazení mno¿iny stavov S do mno¿iny výpoètových postupností S^∞, t.j. postupností stavov (kon˛gurácií) s_0, s_1, · · · , s_n, · · · generovaných abstraktným poèítaèom v priebehu výpoètu zaèínajúcom vstupným stavom (kon˛guráciou) s_0 ∈ S.

Význam programu { zobrazenie vstupného stavu do zodpovedajúcej výpoètovej postupnosti. Sémantická funkcia { O(P, s_0) = s_0, s_1, · · · , s_n (· · ·) O : P × S → S^∞ O : P → (S → S^∞) Sémantický popis jazyka {

• transformácie stavu, realizované elementárnymi príkazmi jazyka, • pravidlá, podţa ktorých sa z postupnosti stavov (kon˛gurácií), zodpovedajúcich zlo¿kám príkazov jazyka, vytvoria postupnosti stavov (kon˛gurácií), zodpovedajúce príkazom jazyka.

2. Denotaèná sémantika:

Sémantický obor { priestor funkcií resp. relácií nad mno¿inou stavov. Význam programu { vstupno{výstupný vzżah vyjadrený funkciou resp. reláciou. Sémantická funkcia { M(P, s_0) = s_n (alebo ⊥) M : P × S → S M : P → (S → S) Sémantický popis jazyka {

• elementárne príkazy vyjadríme ako funkciu (reláciu) de˛novanú nad oborom stavov, • pre ka¿dý syntaktický konźtruktor uká¿eme, ako sa z funkcií (relácií), zodpovedajúcich zlo¿- kám príkazu skonźtruuje funkcia (relácia) vyjadrujúca význam príkazu.

Intuitívna vlastnosż: M je de˛novateţná z O.

3. Deduktívna sémantika: ľpeci˛kaèný jazyk {

• jazyk L = {p, q, · · ·} na popis vstupno{výstupných podmienok, • najslabźia vstupná podmienka wp(P, q) k výstupnej podmienke q a programu P s vlastnosżou:

ak je splnená wp(P, q) a program P sa skonèí, musí byż splnená výstupná podmienka q. Sémantický obor { priestor transformátorov predikátov L → L.

Význam programu { transformátor predikátov, de˛nujúci napr. wp(P, q) k danej výstupnej podmienke q.

Sémantická funkcia { D(P, p) = q (napr. q = wp(P, p)) D : P × L → L D : P → (L → L) Sémantický popis jazyka {

• elementárne príkazy sa charakterizujú transformátormi predikátov, • pre ka¿dý syntaktický konźtruktor uká¿eme, ako sa z transformátorov predikátov, zodpovedajúcich zlo¿kám príkazu skonźtruuje transformátor predikátov vyjadrujúci význam príkazu.

Intuitívna vlastnosż: D je de˛novateţná z M.

9.4 Ekvivalencia programov

Ekvivalencia programov je sémantická vlastnosż. Pri jej de˛nícii sa vychádza z významu programov.

De˛nícia 44 Programy P_1, P_2 sú ekvivalentné vzhţadom na sémantiku S práve vtedy, keï platí S[|P_1 |] = S[|P_2 |].

Preto rôzne sémantické charakterizácie významu programu vedú k rôznym ekvivalenciám.

1. Operaèná ekvivalencia: O[|P_1 |] = O[|P_2 |].

Pre ka¿dý vstup realizujú programy P_1, P_2 na danom abstraktnom poèítaèi rovnaké výpoètové postupnosti.

2. Denotaèná ekvivalencia: M[|P_1 |] = M[|P_2 |].

Programy P_1, P_2 realizujú ten istý vstupno{výstupný vzżah (funkciu, reláciu).

3. Deduktívna ekvivalencia: D[|P_1 |] = D[|P_2 |].

Programy P_1, P_2 de˛nujú ekvivalentné transformátory predikátov, ktoré zobrazujú ţubovoţnú výstupnú podmienku do ekvivalentných (najslabźích) vstupných podmienok.

Kapitola 10

Algebraická źtruktúra sémantických oborov

Základy teórie sémantických oborov { domén postavil zaèiatkom 70{tich rokov americký matematik D. Scott. Podstatou tejto teórie je źtúdium algebraických źtruktúr, potrebných na modelovanie nekoneèných výpoètov, koneèných aproximácií nekoneèných objektov, integráciu formálnej sémantiky s teóriou vypoèítateţnosti atï.

1. Sémantické domény: Pri konźtrukcii sémantických domén sa vychádza z nasledujúcich po-

¿iadaviek:

• doména je mno¿ina objektov daného typu, èiastoène usporiadaná reláciou aproximácie ⊑,

• nekoneèný objekt je reprezentovaný limitou jeho koneèných aproximácií (ka¿dá postupnosż koneèných aproximácií má limitu),

• existuje najmenźia aproximácia ţubovoţného objektu { ⊥ (urèuje len \prísluźnosż" k doméne),

• ka¿dý prvok domény sa dá vyjadriż pomocou spoèitateţnej bázy danej domény atï.

2. Charakterizácia výpoètov funkciami: Základnou po¿iadavkou je vyjadriż sémantiku (vý-

znam) ţubovoţneho programu ako (totálnu) funkciu nad prísluźnou sémantickou doménou:

• matematický aparát musí umo¿niż popis ţubovoţnej (ka¿dej) funkcie de˛novanej výpoètom (ţubovoţného) programu,

• nekoneèný výpoèet programu { výsledok funkcie vyjadrujúcej význam programu je nede˛novaný prvok ⊥ (¿iadna informácia),

• ak dostane funkcia na vstupe viac informácii o argumente (lepźia aproximácia) nemô¿e sa zmenźiż \úrove" aproximácie výsledku,

• ak je argumentom funkcie nede˛novaný prvok ⊥ (t.j. výsledok výpoètu argumentu sa neskonèí) výsledok mô¿e byż de˛novaný (v niektorých prípadoch ¿iadame, aby bol aj výsledok nede˛novaný) atï.

3. ľtruktúra sémantických oborov: Pri źtúdiu sémantiky programov sa zvyèajne uva¿uje

jedna z troch uvedených algebraických źtruktúr:

• úplné èiastoèné usporiadanie { cpo (pou¿íva sa najèastejźie), • úplné svzy (základný prístup D. Scotta pre beztypové jazyky), • metrické priestory (moderný prístup).

10.1 plné èiastoèné usporiadanie

Èiastoène usporiadaná mno¿ina { mno¿ina C, èiastoène usporiadaná usporiadaním ⊑, t.j. reláciou • re‚exívnou { x ⊑ x • antisymetrickou { ak x ⊑ y a y ⊑ x potom x = y • tranzitívnou { ak x ⊑ y a y ⊑ z potom x ⊑ z Najmenźia horná najvèźia dolná hranica { mno¿iny X ⊆ C

• z = ⊔X ∈ C je najmenźou hornou hranicou X ak

{ x ⊑ z pre vźetky x ∈ X { ∀y ∈ C také, ¿e x ⊑ y pre vźetky x ∈ X platí z ⊑ y • y = ⊓X ∈ C je najvèźou dolnou hranicou X ak

{ y ⊑ x pre vźetky x ∈ X { ∀z ∈ C také, ¿e z ⊑ x pre vźetky x ∈ X platí z ⊑ y Reżazec { postupnosż {x_i}^∞_0 = x_0, x_1, x_2, . . . , x_n, . . . taká, ¿e pre vźetky i platí x_i ⊑ x_{i+1} (resp.

x_i ⊒ x_{i+1}) plné èiastoèné usporiadanie { cpo (C, ⊑)

èiastoèné usporiadanie (C, ⊑) s vlastnosżou • existuje najmenźí element vzhţadom na ⊑, t.j. prvok ⊥ (dolník) taký, ¿e ∀x ∈ C ⊥ ⊑ x • ka¿dý reżazec {x_i}^∞_0 m«a najmenźiu hornú hranicu ⊔^∞_0 x_i v C.

Poznámka: Pre úplný zvz platia aj duálne vlastnosti (teda existencia najvèźieho elementu a najvèźej dolnej hranice pre reżazec)

10.2 Konźtrukcia cpo

1. Diskrétne cpo: (C ∪ {⊥_C }, ⊑).

Nech ⊥_C ∉ C je novým prvkom mno¿iny C, èiastoène usporiadanej reláciou: x_1 ⊑ x_2 práve vtedy, keï x_1 = ⊥_C ∨ x_1 = x_2.

Potom platí:

Lema 45 (C ∪ {⊥_C }, ⊑) je cpo.

Dôkaz: Vzhţadom na de˛níciu usporiadania je prvok ⊥_C dolníkom C. Usporiadanie pripúźża len

triviálne reżazce (obsahujú najviac dva rôzne prvky), ktoré majú v¿dy najmenźiu hornú hranicu.

2. Priamy súèin cpo (C_1, ⊑_1) a (C_2, ⊑_2): (C_1 × C_2, ⊑).

Uva¿ujme usporiadanie na dvojiciach ⟨x, y⟩ ∈ C_1 × C_2, de˛nované reláciou ⟨x_1, y_1⟩ ⊑ ⟨x_2, y_2⟩ ⇔ x_1 ⊑_1 x_2 ∧ y_1 ⊑_2 y_2.

Potom platí:

Lema 46 Ak (C_1, ⊑_1) a (C_2, ⊑_2) sú cpo potom aj (C_1 × C_2, ⊑) je cpo.

Dôkaz: Prvok ⊥_{C1×C2} = ⟨⊥_{C1} , ⊥_{C2} ⟩ je zrejme dolníkom C_1 × C_2 vzhţadom na dané usporiadanie.

K ukonèeniu dôkazu staèí polo¿iż ⊔^∞_0 ⟨x_i, y_i⟩ = ⟨⊔^∞_0 x_i, ⊔^∞_0 y_i⟩.

Cvièenie: Ak (C_1, ⊑_1) a (C_2, ⊑_2) sú diskrétne cpo, potom (C_1 × C_2, ⊑) nemusí byż diskrétnym

cpo.

3. Zjednotenie disjunktných cpo (C_1, ⊑_1) a (C_2, ⊑_2): (C_1 ⊎ C_2⊎ ⊥, ⊑).

Uva¿ujme mno¿inu C = C_1 ⊎ C_2 ⊎ {⊥} takú, ¿e ⊥ ∉ C_1 ⊎ C_2 a usporiadanie x ⊑ y práve vtedy, keï x, y ∈ C_1 a x ⊑_1 y alebo x, y ∈ C_2 a x ⊑_2 y alebo x = ⊥ a y ∈ C_1 ⊎ C_2. Potom platí: Lema 47 Ak (C_1, ⊑_1) a (C_2, ⊑_2) sú cpo potom aj (C, ⊑) je cpo. Dôkaz: Priamoèiare overenie vlastností cpo. 4. Funkcie z cpo (C_1, ⊑_1) do (C_2, ⊑_2): (C_1 → C_2, ⊑).

Uva¿ujme usporiadanie na funkciách z C_1 → C_2, de˛nované reláciou f ⊑ g práve vtedy, keï ∀x ∈ C_1 platí f(x) ⊑_2 g(x).

Lema 48 Ak (C_1, ⊑_1) a (C_2, ⊑_2) sú cpo potom aj (C_1 → C_2, ⊑) je cpo.

Dôkaz: ěahko sa dá overiż, ¿e vźade nede˛novaná funkcia ⊥_f ∈ C_1 → C_2, de˛novaná v λ-notácii

vzżahom ⊥_f = λx. ⊥_{C2} , t.j. ∀x ∈ C_1 ⊥_f (x) = ⊥_{C2} je dolníkom priestoru funkcií. K ţubovoţnému reżazcu {f_i}^∞_0 de˛nujme f = ⊔^∞_0 f_i predpisom f(x) = ⊔^∞_0 f_i(x). Potom • preto¿e pre ka¿dé i a x platí f_i(x) ⊑_2 ⊔^∞_0 f_i(x), platí aj f_i ⊑ f, • nech f_i ⊑ g pre vźetky i; pre ka¿dé x ∈ C a i platí f_i(x) ⊑_{C2} ⊔^∞_0 f_i(x) ⊑_{C2} g(x) a teda f ⊑ g.

5. Monotónne funkcie z cpo (C_1, ⊑_1) do (C_2, ⊑_2): (C_1 →_m C_2, ⊑).

Funkcia f ∈ C_1 → C_2 je monotónna ak pre vźetky x, y ∈ C_1 platí x ⊑_1 y ⇒ f(x) ⊑_2 f(y). Mno¿inu vźetkých monotónnych funkcií budeme oznaèovaż C_1 →_m C_2. Uva¿ujme to isté èiastoèné usporiadanie na funkciách ako v prípade cpo (C_1 → C_2, ⊑).

Lema 49 Ak (C_1, ⊑_1), (C_2, ⊑_2) sú cpo potom aj (C_1 →_m C_2, ⊑) je cpo.

Dôkaz: Keï¿e ⊥_f je evidentne monotónna funkcia je dolníkom C_1 →_m C_2.

Uká¿eme, ¿e ⊔ reżazca monotónnych funkcií je monotónna funkcia. Ak pre x_1, x_2 ∈ C_1 platí x_1 ⊑_1 x_2, potom f_i(x_1) ⊑_2 f_i(x_2) pre vźetky i. Odtiaţ f(x_1) = ⊔^∞_0 f_i(x_1) ⊑_2 ⊔^∞_0 f_i(x_2) = f(x_2) a teda f(x_1) ⊑_2 f(x_2).

Cvièenie: Ak pre ∀i platí, ¿e f_i(x_1) ⊑_2 f_i(x_2), potom ⊔^∞_0 f_i(x_1) ⊑_2 ⊔^∞_0 f_i(x_2).

6. Striktné funkcie z cpo (C_1, ⊑_1) do (C_2, ⊑_2): (C_1 →_s C_2, ⊑).

Funkcia f ∈ C_1 → C_2 je striktná ak f(⊥_{C1} ) = ⊥_{C2} . Mno¿inu striktných funkcií budeme oznaèovaż C_1 →_s C_2. Uva¿ujme opż to isté èiastoèné usporiadanie na funkciách ako v prípade cpo (C_1 → C_2, ⊑).

Lema 50 Ak (C_1, ⊑_1), (C_2, ⊑_2) sú cpo potom aj (C_1 →_s C_2, ⊑) je cpo.

Dôkaz: Vźade nede˛novaná funkcia ⊥_f je zrejme striktná. Je teda aj dolníkom cpo striktných

funkcií.

Pre ka¿dý reżazec {f_i}^∞_0 striktných funkcií je aj f = ⊔^∞_0 f_i striktná funkcia (∀i : f_i(⊥_{C1} ) = ⊥_{C2} a teda aj f(⊥_{C1} ) = ⊥_{C2} ).

Lema 51 Ak C_1 je diskrétne cpo, potom C_1 →_s C_2 ⊆ C_1 →_m C_2.

Dôkaz: Nech x_1 ⊑_1 x_2. Potom buï x_1 = ⊥_{C1} a teda f(x_1) = f(⊥_{C1} ) =⊥_{C2} ⊑_2 f(x_2), alebo x_1 = x_2 a teda aj f(x_1) = f(x_2).

Kapitola 11

Sémantika imperatívnych programov

1. Syntax jednoduchého imperatívneho jazyka:

• syntaktické obory { výrazy, príkazy, • syntax programovacieho jazyka.

2. Algebraické základy sémantiky:

• algebraická źtruktúra sémantických oborov { cpo, • sémantické obory { stav pamti, • sémantické funkcie, • \metajazyk" pre popis sémantiky.

3. Operaèná sémantika:

• príkaz cyklu umo¿uje nekoneèné výpoèty (vtedy nie je de˛novaná výstupná hodnota), • vstupno{výstupná charakterizácia operaènej sémantiky.

4. Denotaèná sémantika:

• sémantika príkazu cyklu { èiastoène de˛novaná funkcia (keï sa výpoèet neskonèí, hodnota nie je de˛novaná), • rozźírenie èiastoèných funkcií ˚ → ˚ na totálne (˚∪⊥) → (˚∪⊥), • úlohu nede˛novaného stavu (reprezentujúceho nekoneèný výpoèet) bude hraż nový stav { \dolník" ⊥ ∉ ˚, • výsledkom výpoètu, zaèínajúceho nede˛novaným stavom nemô¿e byż \dobre de˛novaný" stav, • sémantiku cyklu M[|while b do S od|]σ popíźeme postupnosżou funkcií { aproximujúcich k \otoèení" cyklu.

5. Porovnanie operaènej a denotaènej sémantiky:

• operaèná vstupno{výstupná sémantika a denotaèná sémantika sú navzájom ekvivalentné.

11.1 Syntax jazyka

Na príklade jednoduchého imperatívneho programovacieho jazyka uká¿eme základné princípy formálneho prístupu k popisu sémantiky programov (a programovacích jazykov). S modelovaním ïalźích prvkov a èt imperatívnych jazykov sa zoznámime v nadstavbovej prednáźke \Formálna sémantika a teória správnosti".

Predpokladáme, ¿e analyzovaný jazyk umo¿uje • (implicitne) deklarovaż individuálne premenné jediného typu integer (t.j. nemajú ¿iadnu źtruktúru), jednoznaène identi˛kujúce pamżové miesta, • pou¿ívaż riadiace konźtrukcie: priradenie, kompozícia príkazov, príkaz vetvenia a iteratívny príkaz while. 1. Symboly: Ivar, Icon, Bcon celoèíselné premenné { Ivar =_{nt} {x, y, z, . . .}, celoèíselné konźtanty { Icon =_{nt} {m, n, . . .}, booleovské konźtanty { Bcon = { true , false }.

2. Syntaktické obory: Jednotlivé syntaktické obory Iexp, Bexp, Stat sú de˛nované jednak po-

mocou BNF{ notácie a dvak formou tzv. abstraktnej syntaxe (bez syntaktického cukru). celoèíselné výrazy { Iexp =_{nt} {s, s_i, . . .}, s ::= x | m | s_1 + s_2 | · · · | if b then s_1 else s_2 ˛, Iexp = Ivar ⊎ Icon ⊎ Iexp × Iexp ⊎ · · · ⊎ Bexp × Iexp × Iexp. booleovské výrazy { Bexp =_{nt} {b, b_i, . . .}, b ::= true | false | s_1 eq s_2 | · · · | not b | b_1 and b_2 | · · · , Bexp = Bcon ⊎ Iexp × Iexp ⊎ · · · ⊎ Bexp ⊎ Bexp × Bexp ⊎ · · · . príkazy { Stat =_{nt} {S, S_i, . . .}, S ::= x := s | S_1; S_2 | if b then S_1 else S_2 ˛ | while b do S od | skip , Stat = Ivar × Iexp ⊎ Stat × Stat ⊎ Bexp × Stat × Stat ⊎ Bexp × Stat ⊎ { skip }. program { príkaz.

Syntaktická identita { ≡ (≡_{Iexp}, ≡_{Bexp}, ≡_{Stat})

dve konźtrukcie sú syntakticky identické ak pozostávajú z rovnakých postupností symbolov

11.2 Sémantické obory

Prvoradým predpokladom źtúdia sémantiky formálnych jazykov je uvedomiż si rozdiel medzi syntaktickými a sémantickými obormi, t.j. medzi syntaktickými a sémantickými objektami.

1. Mno¿ina celých èísiel: V =_{nt} {α, α_i, . . .},

• aritmetické funkcie na celých èíslach, napr. +_V : V × V → V , 2. Mno¿ina pravdivostných hodnôt: W = {tt, ff} = T ,

• relácie (podmno¿iny V × V ), napr. =_W : V × V → W , • booleovské funkcie, napr. ¬_W : W → W ; ∧_W : W × W → W , • if then else fi : W × C × C → C pre ţubovoţnú mno¿inu C if β then c_1 else c_2 fi = { c_1 ak β = tt c_2 ak β = ff 3. Mno¿ina stavov: ˚ =_{df} Ivar → V =_{nt} {σ, . . .},

• stav σ { charakterizácia stavu pamti, • σ(x) { okam¿itá hodnota premennej x v stave σ, • variant stavu σ{x/α} : ˚ × Ivar × V →˚ { σ{x/α}(y) = α ak x ≡ y, { σ{x/α}(y) = σ(y) ak x ≢ y. Lema 52 Pre vźetky σ ∈ ˚, α_1, α_2 ∈ V a x, y ∈ Ivar také, ¿e x ≢ y platí: • σ{x/σ(x)} = σ • σ{x/α_1}{x/α_2} = σ{x/α_2} • σ{x/α_1}{y/α_2} = σ{y/α_2}{x/α_1} Dôkaz: priamo z vlastností variantu pre vźetky z ∈ Ivar. V prvých dvoch bodoch staèí dokazovaż

pre dve mo¿nosti (x ≡ z, x ≢ z) a v poslednom pre tri (z ≢ x ≢ y, z ≢ x ≡ y, z ≡ x ≢ y).

Cvièenie: Doká¿te tvrdenia lemy.

4. Sémantické obory: Objekty mno¿ín V, W, ˚ sú z hţadiska vzájomnej aproximácie navzájom

neporovnateţné (reprezentujú úplnú informáciu o danom objekte). Prirodzeným predpokladom je uva¿ovaż ich rozźírenie na diskrétne cpo:

• pravdivostné hodnoty W_⊥ = W ∪ {⊥_W }, • celé èísla V_⊥ = V ∪ {⊥_V }, • stavy ˚_⊥ = ˚ ∪ {⊥_Σ}

{ ⊥_Σ {x/α} = ⊥_Σ.

Rozźírenie sémantických domén o ⊥ treba premietnúż aj do de˛nície \sémantickej" funkcie if{then{else{˛, t.j. pre ţubovoţné cpo C, polo¿me

if β then c_1 else c_2 fi = c_1 ak β = tt c_2 ak β = ff ⊥_C ak β = ⊥_W .

Evidentne, Lema 52 platí aj pre rozźírenú mno¿inu stavov ˚_⊥.

11.3 Sémantika výrazov

Pri de˛novaní sémantiky výrazov sú jednotlivým syntaktickým objektom priradené sémantické objekty, teda je de˛novaný vzájomný vzżah Bexp a W , resp. Iexp a V . Sémantická funkcia V (resp. W) priraïuje význam celoèíselným (booleovským) výrazom v závislosti od konkrétneho stavu výpoètu ˚_⊥. Obe funkcie sú de˛nované súbe¿nou indukciou vzhţadom na konźtrukciu termov.

Symboly funkcií v syntaxi jazyka (+, and, if{then{else{˛ atï.) striktne odliźujeme od ich sémantických prożajźkov (+_V , ∧_W , if{then{else{˛ atï.).

1. Význam celoèíselných výrazov: V : Iexp → (˚_⊥ →_s V_⊥), σ ∈˚ • V[|x|]σ =_{df} σ(x) • V[|m|]σ =_{df} α_m • V[|s_1 + s_2 |]σ =_{df} V[|s_1 |]σ +_V V[|s_2 |]σ • . . .

• V[|if b then s_1 else s_2 ˛|]σ =_{df} if W[|b|]σ then V[|s_1 |]σ else V[|s_2 |]σ˛ • V[|s|] ⊥_Σ=_{df} ⊥_V

2. Význam booleovských výrazov: W : Bexp → (˚_⊥ →_s W_⊥), σ ∈˚ • W[| true |]σ =_{df} tt • W[| false |]σ =_{df} ff • W[|s_1 eq s_2 |]σ =_{df} V[|s_1 |]σ =_W V[|s_2 |]σ • . . . • W[| not b|]σ =_{df} ¬_W W[|b|]σ • W[|b_1 and b_2 |]σ =_{df} W[|b_1 |]σ ∧_W W[|b_2 |]σ • . . . • W[|b|] ⊥_Σ=_{df} ⊥_W Príklad: Nech σ(x) = 3, σ(y) = 4, potom V[|if x eq y then x + z else y + 1 ˛|]σ = 5.

Dôkaz:

V[|if x eq y then x + z else y + 1 ˛|]σ = if W[|x eq y|]σ then V[|x + z |]σ else V[|y + 1|]σ ˛ = V[|y + 1|]σ = V[|y|]σ + V[|1|]σ = σ(y) + 1 = 4 + 1 = 5

keï W[|x eq y|]σ = V[|x|]σ =_W V[|y|]σ = σ(x) =_W σ(y) = 3 =_W 4 = ff

Cvièenie: Doká¿te, ¿e v stave σ, de˛novanom v predchádzajúcom príklade platí W[| true and not (x eq y)|]σ = tt.

11.4 Operaèná vstupno{výstupná sémantika

Vo vźeobecnosti sa operaènou sémantikou popisuje program ako funkcia, ktorá poèiatoènému stavu výpoètu priradí postupnosż stavov popisujucich výpoèet. O : Stat → (˚_⊥ →_s ˚^∞_⊥ ). Cieţom tejto kapitoly je popísaż operaènú i výpoètovú sémantiku jazyka a porovnaż obe de˛nície. Z tohoto dôvodu pou¿ijeme v tejto èasti tzv. vstupno{výstupnú charakterizáciu operaènej sémantiky O_v : Stat → (˚_⊥ →_s ˚_⊥). Sémantická funkcia O_v síce popisuje vstupno{výstupný vzżah, ale je de˛novaná na striktne operaèných základoch (výpoètových postupnostiach). Zásadný rozdiel medzi vstupno{výstupnou operaènou sémantikou a denotaènou sémantikou (ktorá je v¿dy charakterizovaná vstupno{výstupným vzżahom) je v tom, ¿e denotaèná sémantika je vyjadrená matematickým aparátom bez operaèného vplyvu.

Pre zjednoduźenie zápisu budeme sémantickú funkciu, de˛nujúcu vstupno{výstupnú operaènú sémantiku oznaèovaż O (namiesto O_v).

• O[|x := s|]σ =_{df} σ{x/V[|s|]σ} • O[|S_1; S_2 |]σ =_{df} O[|S_2 |]σ^′, kde σ^′ = O[|S_1 |]σ • O[|if b then S_1 else S_2 ˛|]σ =_{df} if W[|b|]σ then O[|S_1 |]σ else O[|S_2 |]σ fi • O[|while b do S od|]σ =_{df}

{ σ^′ ∈ ˚, ak existuje n ≥ 0 a σ_0, . . . , σ_n také, ¿e σ_i ∈ ˚, σ = σ_0, σ^′ = σ_n a σ_i = O[|S |]σ_{i−1}

(pre i = 1, 2, . . . , n), W[|b|]σ_i = tt (pre i = 0, 1, . . . , n − 1) a W[|b|]σ_n = ff

{ ⊥_Σ, inak Poznámka: Sémantika iterácie má zreteţne operaèný charakter (vyu¿íva výpoètovú postupnosż). Stav O[|while b do S od|]σ =⊥_Σ mô¿e nastaż v dvoch prípadoch. Ak je podmienka, kontrolujúca cyklus v¿dy splnená, teda ∀i W[| b |](O[| S^i |]σ) = tt, resp. v prípade nekoneèného výpoètu pri vyhodnocovaní podmienky b, teda ∃i, ¿e σ_i =⊥_Σ a W[|b|]σ_i =⊥_W .

Cvièenie: De˛nujte \źtandardnú" (nie vstupno{výstupnú) operaènú sémantiku daného jazyka. Lema 53 ∀S ∈ Stat O[|S |] ⊥_Σ=⊥_Σ. Dôkaz: indukciou vzhţadom na źtruktúru S:

• S ≡ x := s : O[|S |] ⊥_Σ=⊥_Σ {x/V[|s|] ⊥_Σ} = ⊥_Σ, • S ≡ S_1; S_2 : O[|S_1; S_2 |] ⊥_Σ = O[|S_2 |](O[|S_1 |] ⊥_Σ) =_{ind.hyp.} O[|S_2 |] ⊥_Σ=_{ind.hyp.}⊥_Σ, • S ≡ if b then S_1 else S_2 ˛ : O[| S |] ⊥_Σ = if W[| b |] ⊥_Σ then · · · fi = if ⊥_W then · · · fi = ⊥_Σ.

11.5 Denotaèná sémantika M : Stat → (˚_⊥ →_s ˚_⊥) • M[|x := s|] =_{df} λσ. σ{x/V[|s|]σ} • M[|S_1; S_2 |] =_{df} λσ. M[|S_2 |](M[|S_1 |]σ) • M[|if b then S_1 else S_2 ˛|] =_{df} λσ. if W[|b|]σ then M[|S_1 |]σ else M[|S_2 |]σ fi • M[|while b do S od|] =_{df} ⊔^∞_0 ϕ_i, kde

{ ϕ_0 = λσ. ⊥_Σ { ϕ_{i+1} = λσ. if W[|b|]σ then ϕ_i(M[|S |]σ) else σ fi, pre i ≥ 0 Poznámka: Postupnosż aproximácií ϕ_i vyjadruje, èo sa dá vypoèítaż s i otoèeniami cyklu (ak je na výpoèet zo stavu σ potrebných viac opakovaní, ϕ_i(σ) =⊥_Σ).

Príklad: Pre ka¿dý stav σ ∈ ˚ platí M[|x := 0; y := x + 1|]σ = M[|y := x + 1|](M[|x := 0|]σ) = M[|y := x + 1|]σ{x/V[|0|]σ} = M[|y := x + 1|]σ{x/0} = σ{x/0}{y/V[|x + 1|]σ{x/0}} = σ{x/0}{y/(V[|x|]σ{x/0} + V[|1|]σ{x/0})} = σ{x/0}{y/(σ{x/0}(x) + 1)} = σ{x/0}{y/(0 + 1)} = σ{x/0}{y/1}. Cvièenie: Uká¿te, ¿e pre z ≢ x, z ≢ y, x ≢ y a ţubovolný stav σ ∈ ˚ platí M[|z := x; x := y; y := z |]σ{x/2}{y/3} = σ{x/3}{y/2}{z/2}. Lema 54 ∀S ∈ Stat M[|S |] ∈ ˚_⊥ →_s ˚_⊥. Dôkaz: indukciou vzhţadom na i doká¿eme, ¿e {ϕ_i}^∞_0 je reżazcom striktných funkcií. Prípad ϕ_0 ⊑ ϕ_1 vyplýva priamo z de˛nície ϕ_0. Pri dôkaze ϕ_{i+1} ⊑ ϕ_{i+2} treba uva¿ovaż pre ţubovoţné σ^′ tri prípady β = W[|b|]σ^′:

• β = ⊥_W : zrejme ϕ_{i+1}(σ^′) =⊥_Σ= ϕ_{i+2}(σ^′), • β = tt: z indukènej hypotézy ϕ_i(M[|S |]σ^′) ⊑ ϕ_{i+1}(M[|S |]σ^′), • β = ff: zrejme ϕ_{i+1}(σ^′) = σ^′ = ϕ_{i+2}(σ^′).

Keï¿e ϕ_i sú striktné funkcie, ⊔^∞_0 ϕ_i existuje a M[|S |] je striktná funkcia, preto¿e ˚_⊥ →_s ˚_⊥ je cpo.

Príklady:

1. M[|while true do S od|] = ⊔^∞_0 ϕ_i

• ϕ_0 = λσ. ⊥_Σ • ϕ_{i+1} = λσ. if W[|true|]σ then ϕ_i(M[|S |]σ) else σ fi = λσ. ⊥_Σ 2. M[|while false do S od|] = ⊔^∞_0 ϕ_i

• ϕ_0 = λσ. ⊥_Σ • ϕ_{i+1} = λσ. if W[|false|]σ then ϕ_i(M[|S |]σ) else σ fi = λσ. σ 3. M[|while x > 0 do x := x − 1 od|]σ{x/2} = σ{x/0} pre σ ∈ ˚: ϕ_i = λσ. if W[|x > 0|]σ then ϕ_{i−1}(M[|x := x − 1|]σ) else σ fi • ϕ_0(σ{x/2}) = ⊥_Σ • ϕ_1(σ{x/2}) = ϕ_0(σ{x/1}) = ⊥_Σ • ϕ_2(σ{x/2}) = ϕ_1(σ{x/1}) = ϕ_0(σ{x/0}) = ⊥_Σ • ϕ_3(σ{x/2}) = ϕ_2(σ{x/1}) = ϕ_1(σ{x/0}) = σ{x/0} • ϕ_i(σ{x/2}) = σ{x/0} pre i > 3. Tak¿e (⊔^∞_0 ϕ_i)(σ{x/2}) = ⊔^∞_0 ϕ_i(σ{x/2}) = ⊔^∞_0 σ{x/0} = σ{x/0}

11.6 Porovnanie operaènej a denotaènej sémantiky

Lema 55 Nech S^0 = skip a S^i = S^{i−1}; S. Potom

O[|while b do S od|]σ =

• σ^′ ∈ ˚, ak ∃n : n ≥ 0 tak«e, »ze σ^′ = O[|S^n |]σ, W[|b|](O[|S^m |]σ) = tt pre m = 0, 1, · · · , n − 1 a W[|b|](O[|S^n |]σ) = ff, • ⊥_Σ v opaènom prípade.

Dôkaz: priamo z de˛nície O { na základe operaèného popisu významu kompozície sa eliminujú

medzistavy.

Lema 56 Pre vźetky σ, σ^′ ∈ ˚ a i ≥ 0 platí σ^′ = ϕ_i(σ) práve vtedy, keï ∃j : 0 ≤ j < i také, ¿e (pre k = 0, 1, · · · , j − 1) • σ^′ = M[|S^j |]σ, • W[|b|](M[|S^k |]σ) = tt a W[|b|](M[|S^j |]σ) = ff. Dôkaz: indukciou vzhţadom na i (intuícia!). Lema oznamuje existenciu najmenźej aproximácie ϕ_j, ktorá pre vstup σ vypoèíta výsledok ϕ_j(σ) ≠ ⊥_Σ. Ak ϕ_i(σ) ≠ ⊥_Σ, k ţubovolnému vstupnému stavu σ ∈ ˚ dostaneme σ^′ ≠ ⊥_Σ, ak sa dá cyklus vypoèítaż na menej iteraèných krokov ako i. Pre ϕ_j sa j-krát testuje podmienka, ale telo cyklu sa vykoná j − 1-krát. Veta 57 ∀S ∈ Stat O[|S |] = M[|S |]. Dôkaz: indukciou vzhţadom na źtruktúru S. Ak S nie je príkaz cyklu, výsledok vyplýva priamo z

de˛nície. Pre S ≡ while b do S_1 od uva¿ujme dva prípady: Prípad O[|S |]σ = σ^′ ⇒ M[|S |]σ = σ^′: • σ^′ ∈ ˚: Podţa lemy 55 ∃n ≥ 0 : σ^′ = O[| S^n_1 |]σ, (pre m = 0, 1, . . . , n − 1) W[| b |](O[| S^m_1 |]σ) = tt a W[| b |](O[| S^n_1 |]σ) = ff. Keï¿e na základe indukènej hypotézy platí O[| S_1 |] = M[| S_1 |], ∃n ≥ 0 : σ^′ = M[|S^n_1 |]σ, W[|b|](M[|S^m_1 |]σ) = tt (pre m = 0, 1, . . . , n − 1) a W[|b|](M[|S^n_1 |]σ) = ff. Uva¿ujme reżazec funkcií

{ ϕ_0 = λσ. ⊥_Σ { ϕ_{i+1} = λσ. if W[|b|]σ then ϕ_i(M[|S_1 |]σ) else σ fi pre i ≥ 0. Keï¿e z lemy 56 vyplýva σ^′ = ϕ_i(σ) pre i ≥ n + 1, dostaneme: σ^′ = ⊔^∞_0 ϕ_i(σ) = (⊔^∞_0 ϕ_i)σ = M[|S |]σ. • σ^′ = ⊥_Σ:

Potom musí platiż ∀k : ϕ_k(σ) = ⊥_Σ a teda aj M[| S |]σ = ⊥_Σ. Predpokladajme opak, t.j. ¿e existuje j také, ¿e ϕ_j(σ) = σ^′ ∈ ˚. Potom podţa lemy 56, indukènej hypotézy a lemy 55 ∃n ≥ 0 : σ^{′′} = O[|S^n_1 |]σ, (pre m = 0, 1, . . . , n−1) W[|b|](O[|S^m_1 |]σ) = tt a W[|b|](O[|S^n_1 |]σ) = ff. Tak¿e O[|S |]σ = σ^′ ∈ ˚, èo je v spore s predpokladom.

Prípad M[|S |]σ = σ^′ ⇒ O[|S |]σ = σ^′: Predpokladajme, ¿e O[|S |]σ = σ^{′′} ≠ σ^′. Na základe predchádzajúcej úvahy aj M[|S |]σ = σ^{′′}, èo je v spore s predpokladom.

Kapitola 12

Sémantika rekurzívnych funkcionálnych programov

1. Rekurzívny program: konźtrukcia, známa z funkcionálneho programovania { pozostáva zo

systému rekurzívnych de˛nícií, napr.

P : ϕ(x, y) ⇐= if x = 0 then 1 else ϕ(x − 1, ϕ(x, y)) ˛. Táto konźtrukcia mô¿e byż chápaná v dvoch významoch • ako rovnica (deklaratívno{denotaèný význam), • ako nahrádzanie ţavej strany pravou (operaèno{výpoètový význam).

2. Denotaèná sémantika: najmenźí pevný bod rekurzívnej de˛nície

• funkcia f je rieźením rovnice ϕ(x) = t[ϕ](x) ak f(x) ≡ t[f](x) v silnej ekvivalencii, • jednoznaèné rieźenie f_τ { najmenźí pevný bod t[ϕ], • pre zjednoduźenie budeme uva¿ovaż funkcie z D^n → D { nie je to na úkor vźeobecnosti, výsledky platia aj pre \vźeobecnejźie" funkcie, • rieźenie príkladu { f_τ (x, y) : if x ≥ 0 then 1 else ⊥ ˛.

3. Operaèná sémantika: výpoèet prepisovaním termov

• deterministický charakter výpoètu { výpoètové pravidlá, • \volanie hodnotou" { ϕ(1, 0) →_v ϕ(0, ϕ(1, 0)) →_v · · · →^∗_v, • \volanie menom" { ϕ(1, 0) →_n ϕ(0, ϕ(1, 0)) →_n 1.

4. Vzżah operaènej a denotaènej sémantiky:

• funkcia, vypoèítaná programom P s pravidlom r { c^r_P , • c^v_P (x, y) : if x = 0 then 1 else ⊥ ˛, • c^n_P (x, y) : if x ≥ 0 then 1 else ⊥ ˛ ,

• korektné výpoètové pravidlo r { f_τ ≡ c^r_P , • \volanie hodnotou" nie je korektné pravidlo.

12.1 Syntaktické obory

Symboly {

• premenné { X =_{nt} {x, y, x_i, . . .} • symboly funkcií F = ⋃∞ i=0 F^i: f_F ∈ F^n { arity(f) = n • predikátové symboly B = ⋃∞ i=0 B^i: p ∈ B^n { arity(p) = n • funkèné premenné ˘ = ⋃∞ i=0 ˘^i: ϕ ∈ ˘^n { arity(ϕ) = n Termy { Exp = {t, t_i, · · ·} resp. Bexp = {b, b_i, · · ·} • X ⊆ Exp, F^0 ⊆ Exp, B^0 ⊆ Bexp • ak f_F ∈ F^n, t_1, · · · , t_n ∈ Exp, potom f_F (t_1, · · · , t_n) ∈ Exp • ak p ∈ B^n, t_1, · · · , t_n ∈ Exp, potom p(t_1, · · · , t_n) ∈ Bexp • ak b ∈ Bexp, t_1, t_2 ∈ Exp, potom if b then t_1 else t_2 ˛ ∈ Exp • ak ϕ ∈ ˘^n, t_1, · · · , t_n ∈ Exp, potom ϕ(t_1, · · · , t_n) ∈ Exp Poznámka: Oznaèením f_F zvýrazujeme, ¿e symbol je syntaktický objekt. Rekurzívna de˛nícia { ϕ(x_1, · · · , x_n) ⇐= t[ϕ](x_1, · · · , x_n) Program { \telo" programu t_0[ϕ_1, · · · , ϕ_n](x) so systémom rekurzívnych de˛nícií

ϕ_1(x) ⇐= t_1[ϕ_1, · · · , ϕ_n](x) ϕ_2(x) ⇐= t_2[ϕ_1, · · · , ϕ_n](x) . . ϕ_n(x) ⇐= t_n[ϕ_1, · · · , ϕ_n](x)

12.2 Obory interpretácie a sémantické obory

1. Interpretácia symbolov:

• obor interpretácie D_0, • symboly funkcií z F^n sú interpretované totálnymi funkciami z D^n_0 → D_0, • obor interpretácie W_0 = {tt, ff}, • predikátové symboly z B^n sú interpretované totálnymi funkciami (predikátmi) z D^n_0 → W_0.

2. Sémantické obory: Diskrétne cpo {

• D = D_0 ⊎ {⊥} (D ≡ D_⊥ z predchádzajúcej kapitoly), • W = W_0 ⊎ {⊥} (W ≡ W_⊥ z predchádzajúcej kapitoly), • silná ekvivalencia { x ≡ y práve vtedy, keï x ⊑ y a zárove y ⊑ x (dôsledok: ⊥≡⊥).

Priestor (monotónnych) funkcií { {f, f_i, · · ·} D^n → D. Oznaèenie { ˙ =_{df} ⊥_{(D}n_{→D)} .

Priestor (spojitých) funkcionálov { {τ, τ_i, · · ·} (D^n → D) → (D^n → D). V ïalźom budeme budovaż teóriu len pre monotónne funkcie a spojité funkcionály.

3. Monotónne funkcie z D^n → D:

Monotónna funkcia { ∀d_1, d_2 ∈ D^n : ak d_1 ⊑ d_2, potom f(d_1) ⊑ f(d_2).

• monotónnosż funkcie závisí aj od oboru { porovnaj if{then{else funkcie na D_0 = {ff ⊑ tt} a diskrétnom cpo D = {⊥, tt, ff}.

Príklady: Funkcie f(x) a g(x) sú monotónne, ale funkcia h(x) nie je monotónna.

1. f(x) :_m if x = 0 then 1 else x˛ 2. g(x) :_m if x =⊥ then 0 else 1˛ 3. h(x) :_n if x ≡⊥ then 0 else 1˛ Silná ekvivalencia monotónnych funkcií { f ≡ g, t.j. ∀x : f(x) ≡ g(x)

Rozźírenie (interpretovaných) totálnych funkcií { D^n_0 → D_0 resp. D^n_0 → W_0 na D^n → D resp. D^n → W.

Prirodzené rozźírenie { g ∈ D^n → D je prirodzeným rozźírením f ∈ D^n_0 → D_0 keï: g(d) = ⊥ práve vtedy, keï aspo jeden z argumentov g je ⊥ a pre vźetky d ∈ D^n_0 platí g(d) = f(d).

Lema 58 Prirodzené rozźírenie funkcie f ∈ D^n_0 → D_0 je monotónnou funkciou. Dôkaz: sporom, t.j. predpokladáme, ¿e f(x_1, · · · , x_n) je prirodzene rozźírená ale nie monotónna

funkcia. Tak¿e existujú a = ⟨a_1, · · · , a_n⟩, b = ⟨b_1, · · · , b_n⟩ tak, ¿e a ⊑ b, ∀i : a_i ⊑ b_i a f(a) ⋢ f(b). Potom zrejme a ¡ b a teda ∃i_0 : a_{i0} ¡ b_{i0} , èo v diskrétnom obore platí len keï a_{i0} = ⊥. Odtiaţ f(a) = ⊥ ⊑ f(b), èo je v spore s predpokladom.

Opaèné tvrdenie neplatí { ternárna if{then{else je monotónna, ale if tt then x else ⊥ ˛ = x.

if tt then x else y ˛ = x if ff then x else y ˛ = y if ⊥ then x else y ˛ = ⊥ Slabá ekvivalencia { x = y, prirodzené rozźírenie funkcie = : D^2_0 → W_0 na = : D^2 → W Cvièenie: Jednoargumentová funkcia je monotónna práve vtedy, keï je striktná (t.j. f(⊥) = ⊥)

alebo konźtantná.

Cvièenie: Slabá ekvivalencia je monotónnou funkciou, ale silná ekvivalencia nie je monotónnou

funkciou.

4. Spojité funkcionály:

Cpo monotónnych funkcií { [D^n → D].

Podţa predchádzajúcej kapitoly existuje cpo monotónnych funkcií. Funkcionál { τ je zobrazenie triedy funkcií [D^n → D] do seba, t.j. τ ∈ [D^n → D] → [D^n → D]. Monotónny funkcionál { ak f ⊑ g, potom τ[f] ⊑ τ[g]. Monotónnosż vzhţadom na viaceré výskyty ϕ { τ[ϕ, ϕ]

ak f ⊑ g potom pre ka¿dé h platí τ[f, h] ⊑ τ[g, h] a τ[h, f] ⊑ τ[h, g].

Poznámka: Funkcionál je monotónny práve vtedy, keï je monotónny vzhţadom na vźetky výskyty ϕ. Spojitý funkcionál { pre ka¿dý reżazec {f_i}^∞_0 : τ[⊔^∞_0 f_i] ≡ ⊔^∞_0 τ[f_i];

de˛nícia je korektná { obe najmenźie horné hranice existujú.

Príklady: spojitých resp. nespojitých funkcionálov:

1. τ[ϕ] : ϕ

Funkcionál je spojitý, lebo τ[⊔^∞_0 f_i] ≡ ⊔^∞_0 f_i ≡ ⊔^∞_0 τ(f_i). 2. τ[ϕ] : h

Funkcionál je spojitý, lebo τ[⊔^∞_0 f_i] ≡ h ≡ ⊔^∞_0 τ(f_i). 3. τ[ϕ](x) : if x = 0 then 1 else ϕ(x + 1)˛ 4. τ[ϕ](x) : if x = 0 then 1 else ϕ(x − 1)˛

Funkcionály z príkladov 3 a 4 sú spojité, preto¿e vzniknú kompozíciou monotónnych funkcií a funkènej premennej (pozri nasledujúcu vetu).

5. τ[ϕ](x) : if (∀y ∈ N)[ϕ(y) = y] then ϕ(x) else ⊥˛

Funkcionál nie je spojitý. Uva¿ujme reżazec funkcií {f_i}^∞_0 taký, ¿e f_i(x) : if x < i then x else ⊥ ˛.

τ[f_i] ≡ ˙, teda ⊔^∞_0 τ[f_i] ≡ ˙. Ale ⊔^∞_0 f_i je identická funkcia, tak¿e aj τ[⊔^∞_0 f_i] je identická. Funkcionál je monotónny, preto¿e ak ˙ ⊑ f, potom τ[˙] ⊑ τ[f].

6. τ[ϕ](x) : if ϕ(x) ≡ ⊥ then 0 else ⊥˛

Funkcionál nie je ani monotónny. Zvoţme funkciu Z(x) ≡ 0. Platí ˙ ⊑ Z, ale Z ≡ τ[˙] ⋢ τ[z] ≡ ˙. 7. τ[ϕ](x) : if ϕ(x) = ⊥ then 0 else ⊥˛

Funkcionál je spojitý podţa nasledujúcej vety.

5. Monotónne vs. spojité funkcie:

Lema 59 Kompozícia dvoch monotónnych funkcií je monotónna funkcia. Veta 60 Funkcionál τ zodpovedajúci termu t, ktorý je de˛novaný kompozíciou monotónnych funkcií a funkènej premennej ϕ, je spojitý.

Dôkaz: indukciou vzhţadom na konźtrukciu t. V prípade, ¿e t = ϕ alebo t = h je dôkaz tvrdenia

zrejmý. Pri indukcii rozlíźime dva prípady:

1. t[ϕ] = f(t_1[ϕ], · · · , t_n[ϕ]), kde f je nejaká monotónna funkcia. Na základe indukèného predpokladu spojitosti zodpovedajúcich funkcionálov τ_1 · · · , τ_n uká¿eme spojitosż τ.

• Nech g ⊑ h, potom z monotónnosti τ_i vyplýva ∀i : τ_i[g] ⊑ τ_i[h]. Odtiaţ z monotónnosti f dostaneme τ[g] = f(τ_1[g], · · · , τ_n[g]) ⊑ f(τ_1[h], · · · , τ_n[h]) = τ[h].

• Preto¿e ∀i : f_i ⊑ ⊔^∞_0 f_i, z monotónnosti τ a f vyplýva τ[f_i] ⊑ τ[⊔^∞_0 f_i] a teda aj ⊔^∞_0 τ[f_i] ⊑ τ[⊔^∞_0 f_i].

Opaèná inklúzia, a teda spojitosż τ, sa doká¿e nasledovným spôsobom. Nech v ∈ D_n, potom z de˛nície τ a indukèného predpokladu dostaneme

τ[⊔^∞_0 f_i](v) ≡ f(τ_1[⊔^∞_0 f_i](v), · · · , τ_n[⊔^∞_0 f_i](v)) ≡ f((⊔^∞_0 τ_1[f_i])(v), · · · , (⊔^∞_0 τ_n[f_i])(v)). Z existencie najmenźej hornej hranice pre postupnosż monotónnych funkcií vyplýva, ¿e existuje také prirodzené èíslo k, ¿e pre j, 1 ≤ j ≤ n platí (⊔^∞_0 τ_j[f_i])(v) ≡ τ_j[f_k](v). Vyu¿itím tohoto faktu dostávame f((⊔^∞_0 τ_1[f_i])(v), · · · , (⊔^∞_0 τ_n[f_i])(v)) ≡ f(τ_1[f_k](v), · · · , τ_n[f_k](v)) ≡ f(τ_1[f_k], · · · , τ_n[f_k])(v) ≡ τ[f_k](v) ⊑ (⊔^∞_0 τ[f_i])(v).

Dokázali sme τ[⊔^∞_0 f_i](v) ⊑ (⊔^∞_0 τ[f_i])(v) pre ţubovoţné v, a teda τ[⊔^∞_0 f_i] ⊑ ⊔^∞_0 τ[f_i]. 2. t[ϕ] = ϕ(t_1[ϕ], · · · , t_n[ϕ]), kde ϕ je funkèná premenná. Opż treba dokázaż, ¿e keï sú zodpovedajúce funkcionály τ_1, · · · , τ_n spojité, má túto vlastnosż aj τ. Dôkaz prebieha analogicky ako v prípade 1. Namiesto monotónnosti f sa vyu¿íva monotónnosż f_i a ⊔^∞_0 f_i.

Lema 61 Ka¿dá spojitá funkcia je monotónna. Dôkaz: Nech x ⊑ y, potom f(x) ⊑ ⊔{f(x), f(y)} =_{spoj.} f(⊔{x, y}) = f(y) 12.3 Pevné body funkcionálov

Pevný bod { funkcia f ∈ [D^n → D] je pevným bodom funkcionálu τ ak τ[f] ≡ f. Najmenźí pevný bod { f je najmenźím pevným bodom τ ak pre ka¿dý iný pevný bod g toho istého funkcionálu τ platí f ⊑ g.

Veta 62 (Kleene) Ka¿dý spojitý funkcionál τ má (jediný) najmenźí pevný bod f_τ =_{df} ⊔^∞_0 τ^i[˙], kde τ^0[˙] =_{df} ˙ a τ^{i+1}[˙] =_{df} τ[τ^i[˙]].

Dôkaz: keï¿e τ je spojitý, je aj monotónny funkcionál { t.j. {τ^i[˙]}^∞_0 je reżazec v cpo [D^n → D].

Oznaème f_τ =_{df} ⊔^∞_0 τ^i[˙].

• f_τ je pevný bod τ, preto¿e τ[f_τ ] ≡ τ[⊔^∞_0 τ^i[˙]] ≡_{spoj} ⊔^∞_0 τ^{i+1}[˙] ≡ f_τ . • f_τ je najmenźí pevný bod τ, preto¿e pre ţubovoţný pevný bod g a vźetky i ≥ 0 platí τ^i[˙] ⊑ g (indukciou vzhţadom na i s vyu¿itím predpokladu spojitosti τ). Odtiaţ ⊔^∞_0 τ^i[˙] = f_τ ⊑ g.

Konźtrukcia rieźenia rovnice { ϕ(x) = t[ϕ](x)

• de˛novaż postupnosż aproximácií τ^i[˙] pre vźetky i ≥ 0,

• zostrojiż najmenźiu hornú hranicu reżazca ⊔^∞_0 τ^i[˙].

Príklady pevných bodov:

1. τ[ϕ](x) : if x = 0 then 1 else x.ϕ(x − 1)˛

Postupnosż zodpovedajúcich aproximácií je: τ^i[˙](x) : if x < i then x! else ⊥ ˛.

f_τ = ⊔^∞_0 τ^i[˙] = x! τ^0[˙] =˙ τ^1[˙](x) = if x = 0 then 1 else x. τ^0[˙](x − 1) ˛ ≡ if x = 0 then 1 else ⊥˛ τ^2[˙](x) = if x = 0 then 1 else x. τ^1[˙](x − 1) ˛ ≡

≡ if x = 0 then 1 else x. if x − 1 = 0 then 1 else ⊥ ˛ ˛ ≡ ≡ if x = 0 then 1 else if x = 1 then x else ⊥ ˛ ˛ ≡ if x < 2 then x! else ⊥˛ τ^3[˙](x) = if x = 0 then 1 else x. τ^2[˙](x − 1) ˛ ≡

≡ if x = 0 then 1 else x. if x − 1 < 2 then x! else ⊥ ˛ ˛ ≡ ≡ if x = 0 then 1 else if x < 3 then x.x − 1! else ⊥ ˛ ˛ ≡ if x < 3 then x! else ⊥˛ 2. τ[ϕ](x) : if x = 0 then 1 else ϕ(x + 1)˛

Pevnými bodmi pre n ∈ N_⊥ sú funkcie f_n(x) : if x = 0 then 1 else n ˛. τ[f_n](x) ≡ if x = 0 then 1 else if x + 1 = 0 then 1 else n ˛ ˛ ≡ if x = 0 then 1 else n ˛ ≡ f_n Najmenźím pevným bodom je f_τ (x) : if x = 0 then 1 else ⊥ ˛.

3. τ[ϕ](x) : if x > 100 then x − 10 else ϕ(ϕ(x + 11))˛ Najmenźím pevným bodom τ je funkcia: f_τ : if x > 100 then x − 10 else 91 ˛.

4. τ[ϕ](x) : if ϕ(x) ≡ 0 then 1 else 0˛

Funkcionál τ nie je monotónny a nemá ¿iadny pevný bod. Keby funkcionál mal pevný bod f, potom z f(0) ≡ 0 vyplýva τ[f](0) ≡ 1. Podobne z f(0) ≢ 0 vyplýva τ[f](0) ≡ 0, èo je v spore s predpokladom.

5. τ[ϕ](x) : if ϕ(x) ≡ 0 then 0 else 1˛

Funkcionál τ má dva neporovnateţné pevné body, funkcie g : 0 a h : 1, nemá vźak najmenźí pevný bod.

6. τ[ϕ](x, y) : if x = y then y + 1 else ϕ(x, ϕ(x − 1, y + 1))˛ Funkcionál τ má tri pevné body, h_τ je najmenźím z nich.

f_τ (x, y) : if x = y then y + 1 else x + 1˛ g_τ (x, y) : if x ≥ y then x + 1 else y − 1˛ h_τ (x, y) : if x ≥ y ∧ (x − y párne) then x + 1 else ⊥˛

12.4 Systémy rekurzívnych de˛nícií

Rieźenie systému rekurzívnych de˛nícií { ϕ_1(x) ⇐= t_1[ϕ_1, · · · , ϕ_n](x) . . ϕ_n(x) ⇐= t_n[ϕ_1, · · · , ϕ_n](x) Usporiadanie { ⟨f_1, · · · , f_n⟩ ⊑ ⟨g_1, · · · , g_n⟩ práve vtedy, keï f_i ⊑ g_i pre vźetky i. Monotónnosż { n{tica ⟨f_1, · · · , f_n⟩ je monotónna, ak je monotónna ka¿dá funkcia f_i. Funkcionál { funkcionál τ = ⟨τ_1[ϕ_1, · · · , ϕ_n], · · · , τ_n[ϕ_1, · · · , ϕ_n]⟩ zobrazuje n{ticu funkcií ⟨f_1, · · · , f_n⟩ do n{tice ⟨g_1, · · · , g_n⟩.

Najmenźí pevný bod { n{tica funkcií ⟨f_1, · · · , f_n⟩ je najmenźím pevným bodom systému rekurzívnych de˛nícií ak f_i je najmenźím pevným bodom rovnice ϕ_i = t_i[ϕ_1, · · · , ϕ_n] { t.j. funkcionálu V[|t_i[ϕ_1, · · · , ϕ_n]|]. Spojitý funkcionál { funkcionál τ = ⟨τ_1, · · · , τ_n⟩ je spojitý, ak sú spojité vźetky τ_i. Veta 63 Funkcionál τ_i, zodpovedajúci termu t_i zlo¿enému z monotónnych funkcií a funkèných premenných ϕ_1, · · · , ϕ_n, je spojitý.

Veta 64 Ka¿dý spojitý funkcionál τ má najmenźí pevný bod f_τ = ⟨f_{τ1} , · · · , f_{τn} ⟩. 12.5 Sémantika rekurzívnych programov

1. Sémantika booleovských výrazov: W : Bexp → [D^n → W ]. • W[|p(t_1, · · · , t_n)|] =_{df} β(V[|t_1 |], · · · , V[|t_n |]), kde β je prirodzené rozźírenie interpretácie symbolu p.

2. Sémantika výrazov: V : Exp → [D^n → D]. • V[|x|] =_{df} x • V[|f_F (s_1, · · · , s_n)|] =_{df} π(V[|s_1 |], · · · , V[|s_n |]), kde π je prirodzené rozźírenie interpretácie symbolu f_F , • V[|if b then t_1 else t_2 ˛|] =_{df} if W[|b|] then V[|t_1 |] else V[|t_2 |] ˛, • V[|ϕ(s_1, · · · , s_n)|] =_{df} f_t(V[|s_1 |], · · · , V[|s_n |]), kde f_t je najmenźí pevný bod rovnice ϕ(x) = t[ϕ](x), t.j. funkcionálu V[|t[ϕ](x)|].

3. Sémantika programu: s telom λx_1, · · · , x_n. t_o[ϕ] M : Exp → [D^n → D] • M[|P |] =_{df} V[|t_o[ϕ](x_1, · · · , x_n)|]. 12.6 Výpoèet rekurzívnych programov

1. Výpoètová (operaèná) sémantika: pre ka¿dý program P : {t_0[ϕ](x_1, · · · , x_n), R} (kde R

je systém rekurzívnych de˛nícií) a ţubovoţné vstupné hodnoty (valuáciu premenných) d_1, · · · , d_n treba de˛novaż výpoètovú postupnosż termov t_0, t_1, · · · , t_n, · · ·.

Krok výpoètu { term t_{i+1} dostaneme prepísaním termu t_i pomocou zjednoduźujúcich a substituèných pravidiel:

• zjednoduźenie podvýrazov na základe vlastností interpretovaných funkcií (napr. 1 + 4 → 5, 0 . x → 0, 0 = 1 → ff, true ∧ x → x), • výber podmno¿iny funkèných premenných v terme t_i na základe daného výpoètového pravidla, • substitúcia funkèných premenných, vybraných výpoètovým pravidlom, pravými stranami zodpovedajúcich rekurzívnych de˛nícií.

Zjednoduźenie { predpokladáme, ¿e zjednoduźujúce pravidlá spajú podmienku kon‚uentnosti odvodení ∀t, u, v : (t →^∗ u ∧ t →^∗ v) ∃w : (u →^∗ w ∧ v →^∗ w). Potom nie je podstatné, v akom poradí sa term zjednoduźuje.

Výpoètové pravidlo { algoritmus (nezávislý od programu P), ktorého výsledkom je pre ţubovoţný term t koneèná, neprázdna podmno¿ina výskytov funkèných premenných z t.

Ukonèenie výpoètu { term t_i je výsledkom výpoètu, ak neobsahuje funkèné premenné a nedá sa upraviż zjednoduźujúcimi pravidlami.

Nekoneèné výpoèty { nekoneèná výpoètová postupnosż (opodstatuje zavedenie prirodzených rozźírení funkcií).

2. Výpoètové pravidlá:

ϕ(x) ⇐= if x > 100 then x − 10 else ϕ(ϕ(x + 11))˛ f_τ : if x > 100 then x − 10 else 91 ˛.

pravidlo LIS { \volanie hodnotou" { vyberie najţavejźí výskyt funkènej premennej, ktorého podtermy neobsahujú funkènú premennú (leftmost{innermost) ϕ(99) → ϕ(ϕ(110)) → ϕ(100) → ϕ(ϕ(111)) → ϕ(101) → 91, pravidlo LOS { \volanie menom" { vyberie najţavejźí výskyt funkènej premennej (leftmost{outermost) ϕ(99) → ϕ(ϕ(110)) → if ϕ(110) > 100 then ϕ(110) − 10 else ϕ(ϕ(ϕ(110) + 11)) ˛ → ϕ(ϕ(ϕ(110) + 11)) →^∗ · · · , pravidlo PIS { vyberie vźetky výskyty funkèných premenných, ktorých podtermy neobsahujú funkèné premennú (parallel{innermost) ϕ(99) → ϕ(ϕ(110)) → ϕ(100) → ϕ(ϕ(111)) → ϕ(101) → 91, pravidlo POS { vyberie vźetky vonkajźie výskyty funkènej premennej, t.j. výskyty, ktoré nie sú v podterme nejakej funkènej premennej (parallel{outermost) ϕ(99) → ϕ(ϕ(110)) → if ϕ(110) > 100 then ϕ(110) − 10 else ϕ(ϕ(ϕ(110) + 11)) ˛ →^∗, pravidlo FAS { vyberie vźetky výskyty s voţným argumentom, t.j. tie, ktoré majú aspo jeden argument nezávislý od ϕ (free argument) ϕ(99) → ϕ(ϕ(110)) → ϕ(100) → ϕ(ϕ(111)) → ϕ(101) → 91, pravidlo FS { vyberie vźetky výskyty funkènej premennej (full)

ϕ(99) → ϕ(ϕ(110)) → ϕ(ϕ(111)) → 91.

3. Výpoètové pravidlá pre systémy rekurzívnych de˛nícií: Výpoètové pravidlá pre sys-

témy rekurzívnych de˛nícií sú priamym zovźeobecnením výpoètových pravidiel pre rekurzívne de˛nície s jednou funkènou premennou. Ka¿dé prepisovacie pravidlo vyberá výskyty ϕ_i podţa popísaného kritéria a nezávisle od i. Uveïme, ktoré výskyty vyberú jednotlivé pravidlá pre term ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3)) s dvoma funkènými premennými.

pravidlo LIS { \volanie hodnotou" { ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3)) pravidlo LOS { \volanie menom" { ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3)) pravidlo PIS { ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3)) pravidlo POS { ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3)) pravidlo FAS { ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3)) pravidlo FS { ϕ_1(0, ϕ_2(1)) + ϕ_1(ϕ_2(2), ϕ_2(3))

4. Operaèná vstupno{výstupná sémantika:

Program { pozostáva z tela programu (vstupného termu ϕ(x_1, · · · , x_n)) a rekurzívnej de˛nície funkènej premennej ϕ P : {ϕ(x); ϕ(x) ⇐= t[ϕ](x)}. Denotaèný význam { najmenźí pevný bod f_P funkcion«alu τ, zodpovedaj«uceho termu t v programe P . Operaèný význam { funkcia vypoèítaná programom P na základe pevne zvoleného pravidla r:

c^r_P (d) = { t ak výpoètová postupnosż konèí termom t : ϕ(d) →^∗_{P,r} t ⊥ ak je výpoètová postupnosż nekoneèná.

Symbolický výpoèet { výpoèet na úrovni rekurzívnych schém, uva¿ujeme len neinterpretované termy;

• pri výpoète dajú pou¿iż iba substituèné pravidlá; oznaèenie s →_{P,r} t s →^∗_{P,r} t s →_P t s →^∗_P t. \Interpretovaný" výpoèet { v jazyku, de˛novanom triedou prípustných interpretácií (t^I oznaèenie termu t v interpretácii I):

• L_1 { monotónnymi funkciami a paralelnou interpretáciou if{then{else{˛ (if ⊥ then x else x ˛ = x),

• L_2 { prirodzene rozźírenými funkciami a sekvenènou interpretáciou if{then{else{˛.

5. Výpoètový diagram:

Výpoètový diagram D_t { k termu t v programe P tvorí mno¿ina termov {s : t →^∗_P s}, èiastoène usporiadaná reláciou u ≤ v práve vtedy, keï u →^∗_P v (nekoneèný strom).

Poznámka: D_t obsahuje vźetky potenciálne mo¿né symbolické výpoèty programu P , pre ţubovoţný vstup a ka¿dé pravidlo r.

Príklad: uva¿ujme de˛níciu t[ϕ, ϕ] s dvomi výskytmi premennej ϕ:

ϕ →_P t[ϕ, ϕ] →_P t[t[ϕ, ϕ], ϕ] →_P · · · t[ϕ, t[ϕ, ϕ]] →_P t[t[ϕ, ϕ], t[ϕ, ϕ]] →_P · · · t[ϕ, t[t[ϕ, ϕ], ϕ]] →_P · · · t[ϕ, t[ϕ, t[ϕ, ϕ]]] →_P · · · . . . t[t[ϕ, ϕ], t[ϕ, ϕ]] →_P · · · Lema 65 Ak pre termy u, v ∈ D_t platí u ≤ v, potom pri ka¿dej (monotónnej) interpretácii I platí u^I[˙] ⊑ v^I [˙], t.j. pre ∀d platí u^I [˙](d) ⊑ v^I [˙](d).

Dôkaz: indukciou vzhţadom na konźtrukciu termu s vyu¿ítím monotónnosti interpretovaných

funkcií (˙ ⊑ t^I [˙, ˙] ⇒ τ^I [˙, ˙] ⊑ t^I [t^I[˙, ˙], ˙] atï.). Cesta v D_t zodpovedajúca pravidlu r a vstupu d {

Nech s^I_0 [˙] ⊑ s^I_1 [˙] ⊑ · · · ⊑ s^I_n[˙] ⊑ · · · je interpretovaný reżazec, zodpovedajúci ceste s_0 →_{P,r} s_1 →_{P,r} · · · →_{P,r} s_n →^∗_{P,r} · · ·. Potom platí c^r_P (d) = ⊔^∞_0 {s^I_i [˙](d)}.

Kanonická cesta { cesta zodpovedajúca pravidlu FS, t.j. symbolickému výpoètu ϕ →_{F S} t[ϕ, ϕ] →_{F S} t[t[ϕ, ϕ], t[ϕ, ϕ]] →^∗_{F S} · · · . Interpretáciou kanonickej cesty dostaneme reżazec identický s Kleeneho charakterizáciou najmenźieho pevného bodu:

˙ ⊑ t^I [˙] ⊑ (t^I )^2[˙] ⊑ · · · ⊑ (t^I )^n[˙] ⊑ · · ·

12.7 Korektnosż výpoètových pravidiel

1. Korektné výpoètové pravidlo (˛xpointové pravidlo): výpoètové pravidlo r je korektné,

ak pre ka¿dý program P platí f_P ≡ c^r_P , t.j. ∀d : c^r_P (d) ≡ f_P (d). Lema 66 Pravidlá LIS, PIS, LOS nie sú v jazyku L_1 korektné. Dôkaz: Uva¿ujme rekurzívny program s rekurzívnou de˛níciou ϕ(x, y) ⇐= if x = 0 then 0 else ϕ(x + 1, ϕ(x, y)) ∗ ϕ(x − 1, ϕ(x, y))˛ a paralelnou interpretáciou operácie ∗ násobenia, t.j. 0 ∗ ⊥ = ⊥ ∗ 0 = 0. Vźetky pou¿ité funkcie sú monotónne. Potom f_P (x, y) : if x ≡ ⊥ then ⊥ else 0˛ ale PIS, LIS a LOS výpoèty sa neskonèia a preto c^{LIS}_P (1, 0) = c^{P IS}_P (1, 0) = c^{LOS}_P (1, 0) = ⊥. Poznámka: pre pravidlo POS (FAS, FS) kontrapríklad nefunguje: ϕ(1, 0) → ϕ(0, ϕ(1, 0)) → [ϕ(3, ϕ(2, ϕ(1, 0))) ∗ ϕ(1, ϕ(2, ϕ(1, 0)))] ∗ 0 →^∗ 0.

Lema 67 Pravidlá LIS a PIS nie sú v jazyku L_2 korektné. Dôkaz: Pre rekurzívny program s de˛níciou ϕ(x, y) ⇐= if x = 0 then 1 else ϕ(x − 1, ϕ(x, y))˛ platí f_P (x, y) : if x ≥ 0 then 1 else ⊥ ˛ ale LIS a PIS výpoèty sa neskonèia a teda ϕ(1, 0) →^∗_{P,LIS}⊥ a ϕ(1, 0) →^∗_{P,P IS}⊥.

2. Vzżah medzi f_P a c^r_P :

Veta 68 Pre ka¿dý rekurzívny program P a ţubovoţné výpo»ctové pravidlo r platí c^r_P ⊑ f_P . Dôkaz: Uva¿ujme výpoètovú cestu s_0[ϕ], s_1[ϕ], · · · , s_n[ϕ], · · · v D_t, zodpovedajúcu výpoètu pravid-

lom r a ţubovoţnému vstupu d a kanonickú cestu t_0[ϕ], t_1[ϕ], · · · , t_n[ϕ], · · ·. Zrejme pre vźetky i platí s_i →^∗_P t_i. Potom podţa lemy o interpretácii termov výpoètového diagramu, usporiadaných reláciou ≤, platí s^I_i [˙](d) ⊑ t^I_i [˙](d). Tak¿e ∀i : s^I_i [˙](d) ⊑ t^I_i [˙](d) ⊑ ⊔^∞_0 t^I_i [˙](d) =_{df} f_P (d). Odtiaţ ⊔^∞_0 s^I_i [˙](d) =_{df} c^r_P (d) ⊑ f_P (d) pre ţubovoţný vstup d. Dôsledok 69

• ak jedna z výpo»cítaných funkcií je pevným bodom P , potom je to najmenźí pevný bod, • rekurzívny program nemô¿e maż viac ako jeden \vypo»citateţný" pevný bod, • ak má rekurzívny program pevný bod a dva rôzne výpo»cty pre daný vstup sa skonèia, musia sa skonèiż rovnakým výsledkom, • ak f_P (d) ≡ ⊥ pre d ∈ M ⊆ D^n, potom ¿iadny výpo»cet, zaèínajúci vstupom d ∈ M sa nemô¿e skonèiż, • ak f_P ≡ ˙, potom ¿iadny výpo»cet programu P sa nemô¿e skonèiż, • ak f_P ≢ ˙, potom aspo jedna z funkcií, pou¿itá v P , nie je prirodzene rozźírená.

12.8 Kritéria korektnosti pravidiel

Sémantické kritérium { pravidlo je korektné pre ţubovoţný program a danú monotónnu interpretáciu.

Syntaktické kritérium { pravidlo je korektné pre ţubovoţnú monotónnu interpretáciu a daný program.

1. Sémantické kritérium: vyu¿íva vlastnosti tried interpetácií.

Oznaèenie { výskyty ϕ v terme s vybrané pravidlom r oznaèíme ϕ_1, ostatné ϕ_2, t.j. s[ϕ] =_{nt} s[ϕ/ϕ_1, ϕ/ϕ_2]. Bezpeèná substitúcia { substitúcia za výskyty ϕ_1 je bezpeèná pri interpretácii I, ak pre ţubovoţný interpretovaný term s^I s^I [˙/ϕ_1, ˙/ϕ_2](d) ≡ s^I[˙/ϕ_1, f_P /ϕ_2](d) ≡ ⊥ .

Bezpeèné pravidlo - pou¿íva iba bezpeèné substitúcie.

Intuícia { niektoré výskyty nestaèí nahradiż ani \najvèźou" dostupnou informáciou, pokiaţ nezískame lepźiu aproximáciu o ostatných výskytoch. Bezpeèné pravidlo forsíruje vyhodnotenie argumentov, ktoré sú pre výpoèet podstatné.

2. Bezpeèné výpoètové pravidlá: Lema 70 V jazyku L_1 je pravidlo POS bezpe»cné.

Dôkaz: indukciou vzhţadom na konźtrukciu zjednoduźeného termu s. Keï¿e pre s ∈ F^0 lema

evidentne platí, uva¿ujeme dva prípady:

1. s = ϕ(s_1[ϕ], · · · , s_n[ϕ]), potom pri ka¿dej interpretácii I ˙(s^I_1 [˙], · · · , s^I_n[˙])(d) ≡ ˙(s^I_1 [f_P ], · · · , s^I_n[f_P ])(d) ≡ ⊥ .

2. s = f(a_1 · · · , a_k, ϕ(s_1[ϕ]), · · · , ϕ(s_m[ϕ])), kde f ∈ [D^n → D]. Keï¿e s je zjednoduźený term, musí platiż f(a_1, · · · , a_k, ⊥, · · · , ⊥) = ⊥. (Predpokladajme, ¿e f(a, ⊥, · · · , ⊥) = d, potom z monotónnosti f vyplýva, ¿e pre ∀b_i platí f(a, b_1, · · · , b_m) = d. Keï¿e výsledok f(a, b_1, · · · , b_m) nezávisí od výpoètu, musel sa daż odvodiż (zjednoduźovaním) skôr, na základe prvých argumentov a. To je v spore s predpokladom, ¿e s je zjednoduźený.) Odtiaţ f(a, ˙(s^I_1 [˙]), · · · , ˙(s^I_m[˙]))(d) ≡ f(a, ˙(s^I_1 [f_P ]), · · · , ˙(s^I_m[f_P ]))(d) ≡ ⊥ Poznámka: Príklad f(a, ϕ(s_1[ϕ]), · · · , ϕ(s_m[ϕ])) dokumentuje, preèo nie sú pravidlá LIS a PIS v L_2 bezpeèné.

Lema 71 Pravidlo FAS je bezpe»cné v L_1, ak f_P nie je konźtantná funkcia. Dôkaz: pre prípad ϕ(ϕ(s_1), · · · , ϕ(s_n)), kde s_i neobsahujú ϕ. Aby f_P (˙(s^I_1 ), · · · , ˙(s^I_n))(d) ≡ ⊥ ≡ ˙(˙(s^I_1 ), · · · , ˙(s^I_n))(d), musí platiż f_P (⊥, · · · , ⊥) ≡ ⊥, t.j. f_P nesmie byż konźtantou.

Lema 72 V jazyku L_2 je bezpe»cné pravidlo LOS.

Dôkaz: zaujímavý je prípad termu if b[ϕ_{LOS}] then s_1[ϕ] else s_2[ϕ] ˛. Pravidlo LOS sa najprv

pokúźa substituovaż v podmienke a zo striktnosti b a sekvenènej interpretácie if ⊥ then x else y ˛ ≡ ⊥ vyplýva, ¿e pravidlo je bezpeèné.

Poznámka: Posledný prípad naznaèuje, preèo nemô¿e byż pravidlo LOS bezpeèné pri paralelnej interpretácii if{then{else{˛.

3. Korektnosż bezpeèných pravidiel Veta 73 Ka¿dé bezpe»cné výpo»ctové pravidlo je korektné.

Dôkaz: sporom, t.j. predpokladáme, ¿e pravidlo r je bezpeèné ale napriek tomu platí c^r_P ≢ f_P .

Potom ∃d ∈ D^n : c^r_P (d) ≡ ⊥ ale f_P (d) ≢ ⊥ a teda podţa vety o pevnom bode ∃m : (t^m)^I [˙] ≢ ⊥.

Nech s_0[ϕ], · · · , s_n[ϕ], · · · je cesta v diagrame D_t, zodpovedajúca pravidlu r a vstupu d. Keï¿e c^r_P (d) ≡ ⊥, máme dve mo¿nosti:

1. cesta je koneèná a s^I_n[˙](d) ≡ s^I_n[f_P ](d) ≡ ⊥. Na druhej strane platí s^I_0 [f_P ](d) ≡ f_P (d) ≢ ⊥, èo je v spore s predpokladom, preto¿e s^I_0 [f_P ](d) ⊑ s^I_n[f_P ](d).

2. cesta je nekoneèná. Potom ka¿dý term s_i[ϕ] obsahuje koneèný poèet výskytov ϕ v hbke ≤ m a teda ∃N také, ¿e s_{N+1}[ϕ] vzniká z s_N [ϕ] len substitúciou za výskyty v hbke > m (oznaème tieto výskyty ϕ_1).

Potom vźetky výskyty ˙ v s_N [˙/ϕ_1, t^m[˙]/ϕ_2] sú v hbke > m. Odtiaţ z monotónnosti prísluźných termov vyplýva

(t^m)^I [˙] ⊑ s^I_N [˙/ϕ_1, (t^m)^I [˙]/ϕ_2] ⊑ s^I_N [˙/ϕ_1, f_P /ϕ_2].

Keï¿e (t^m)^I [˙](d) ≢ ⊥, musí byż aj s^I_N [˙/ϕ_1, f_P /ϕ_2] ≢ ⊥, èo odporuje predpokladu, ¿e r je bezpeèné pravidlo.

4. Syntaktické kritérium: platí nezávisle od interpretácie (univerzálne pravidlá). Syntaktická dominancia { pravidlo r syntakticky dominuje nad pravidlom POS, ak vo výpoètovom diagrame D_t platí ∀s, u : s →_{P,P OS} u ∃v : s →^∗_{P,r} v ∧ u →^∗_P v. Príklad: Pravidlo FS je bezpeèné a syntakticky dominuje nad POS.

5. Univerzálne korektné pravidlo:

Lema 74 Nech s, u, v ∈ D_t také, ¿e s →_{P,P OS} u a s →^∗_P v. Potom existuje w s vlastnosżou v →_{P,P OS} w a u →^∗_P w. Dôkaz: tvrdenie vyplýva priamo z vlastnosti ∀s, u, v : s →_{P,P OS} u ∧ s →_P v ∃w : v →_{P,P OS} w ∧ u →_P w. Túto \jednokrokovú" verziu lemy doká¿eme indukciou vzhţadom na źtruktúru termu s. V prípade, ¿e s neobsahuje ϕ, tvrdenie vyplýva z pôvodného predpokladu.

1. s = g(s_1, · · · , s_n) Ak s →_{P,P OS} u, potom u = g(u_1, · · · , u_n), prièom platí s_i →_{P,P OS} u_i.

Pri kroku s →_P v, kde v = g(v_1, · · · , v_n), musí platiż buï s_i →_P v_i alebo s_i = v_i. Na základe indukèného predpokladu ∃w_i : v_i →_{P,P OS} w_i a u_i →_P w_i. Potom staèí polo¿iż w = g(w_1, · · · , w_n). 2. s = ϕ(s_1, · · · , s_n) Ak s →_{P,P OS} u, potom u = t[s/x]. Ak s →_P v, potom term v vznikol nahradením neprázdnej mno¿iny výskytov ϕ.

(a) Ak vonkajźí výskyt ϕ medzi ne nepatrí, potom v = ϕ(v_1, · · · , v_n), prièom buï s_i →_P v_i alebo s_i = v_i. Staèí polo¿iż w = t[v/x].

(b) Prípad, keï vonkajźí výskyt medzi ne nepatrí nechávame èitateţovi ako cvièenie.

Veta 75 Ak v D_t programu P pravidlo r syntakticky dominuje pravidlu POS, potom je vzhţadom na program P univerzálne korektné.

Dôkaz: uva¿ujme dve cesty v diagrame D_t s rovnakým vstupom s_0 = v_0: v_0 →^∗_{P,r} v_1 →^∗_{P,r} · · · →^∗_{P,r} v_n →^∗_{P,r} · · · s_0 →_{P,P OS} s_1 →_{P,P OS} · · · →_{P,P OS} s_n →_{P,P OS} · · · Z predpokladu syntaktickej dominantnosti vyplýva: ∀v_i, w_{i+1} : v_i →_{P,P OS} w_{i+1} ∃v_{i+1} : v_i →^∗_{P,r} v_{i+1} ∧ w_{i+1} →^∗_P v_{i+1}.

Vlastnosż ciest v D_t, dokázaná predchádzajúcou lemou:

∀s_i, s_{i+1}, v_i : s_i →_{P,P OS} s_{i+1} ∧ s_i →^∗_P v_i ∃w_{i+1} : v_i →_{P,P OS} w_{i+1} ∧ s_{i+1} →^∗_P w_{i+1}. Odtiaţ indukciou vzhţadom na cesty {s_i} a {v_i} platí ∀i : s_i →^∗_P v_i.

Podţa lemy o vlastnostiach interpretovaných odvodení (POS je korektné) f_P ≡ ⊔^∞_0 {s^I_i [˙]} ⊑ ⊔^∞_0 {v^I_i [˙]}, tak¿e c^r_P ≡ f_P (c^r_P ⊑ f_P vyplýva z vety 68).

Poznámka: Opaèné tvrdenie uvedenej vety platí len za predpokladu, ¿e schéma D_t nie je beznádejná. Schéma je beznádejná, ak sú v t^I [˙] vźetky listy ˙ (potom f_P ≡ ˙).

Kapitola 13

Nedeterministické programy a schémy

V tejto kapitole nám pôjde o zdôraznenie nasledujúcich troch myźlienok:

• abstrakciu triedy nedeterministických programov (triedou schém s \vyźźím" stupom abstrakcie),

• vyjadrenie významu nedeterministických programov a schém vo formálnom matematickom jazyku.

Doteraz sme źtudovali riadiace źtruktúry tzv. deterministických programov. Abstrakciou tejto triedy programov sú \deterministické’ schémy, ktoré sme źtudovali v predchádzajúcich kapitolách. V niektorých programovacích jazykoch existujú konźtrukcie, ktoré im dávajú \nedeterministický" charakter. Príkladom mô¿e byż konźtrukcia umo¿ujúca nedeterministický výber pokraèovania výpoètu (príkaz výberu { fork) alebo Dijkstrove \guarded commands".

Zatiaţ èo v prípade deterministických programov je ich vstupno{výstupný význam charakterizovaný funkciami, v triede nedeterministických programov charakterizujú vstupno{výstupný vzżah relácie. Pomerne priamoèiaro sa dá ku ka¿dému nedeterministickému programu \skonźtruovaż" jeho vstupno{výstupná relácia. Okrem toho uká¿eme, ¿e takúto konźtrukciu mo¿no zovźeobecniż aj na úrove schém. Ka¿dú nedeterministickú programovú schému vieme vyjadriż ako relaènú schému nad tzv. abstraktnou relaènou algebrou.

Pri źtúdiu riadiacich źtruktúr programov je mo¿né uplatniż aj abstraktnejźí pohţad ako ten, ktorý sme formalizovali de˛novaním triedy źtandardných schém. V triede schém, de˛novaných v tejto kapitole, sú základnými symbolmi symboly elementárnych { atomických príkazov (napr. priradenia). Predpokladáme, ¿e atomické príkazy menia \nejakým" spôsobom stav výpoètu, nezaujíma nás vźak ani źtruktúra stavu, ani ako sa táto zmena realizuje. Stav je teda chápaný ako monolitný objekt (nie sú známe, ¿iadne informácie o jeho źtruktúre).

13.1 Syntax nedeterministických schém

Symboly { reprezentujúce atomické príkazy a atomické predikáty:

• atomické príkazy { {A, A_i, · · ·}, • atomické predikáty { {p, q, · · ·}. Príkazy { {S, S_i, · · ·} S ::= A | skip | abort | S_1; S_2 | S_1 | S_2 | if p then S_1 else S_2 ˛ | while p do S od Strohú de˛níciu syntaxe príkazov doplníme jednoduchým vysvetlením jednotlivých príkazov:

• A { elementárny príkaz, • skip { prázdny príkaz, • abort { príkaz preruźenia, • S_1; S_2 { zlo¿ený príkaz, • S_1 | S_2 { príkaz nedeterministického výberu, • if p then S_1 else S_2 ˛ { podmienkový príkaz, • while p do S od { príkaz cyklu.

Intuitívny význam vèźiny príkazov je známy. Pripomíname len, ¿e S_1 | S_2 de˛nuje nedeterministický výber jednej zo zlo¿iek (nie obe!).

Schéma { príkaz S, uzavretý v syntaktických \zátvorkách" begin, end N : begin S end .

Triedu nedeterministických programových schém budeme oznaèovaż N .

Príklad: N: begin if q then A; skip else while p do A_1; A_2 | A od ˛ end Cvièenie: Pozorný èitateţ si u¿ iste povźimol urèitú príbuznosż medzi takto de˛novanou triedou

nedeterministických schém a triedou Janovových schém. Sformulujte, v èom spoèíva podobnosż medzi týmito triedami schém a ako ovplyvní táto príbuznosż rozhodnuteţnosż základných problémov pre triedu nedeterministických schém.

13.2 Interpretácia nedeterministických schém

Doteraz sme programy spájali s funkciami. V triede nedeterministických programov vźak takáto charakterizácia nestaèí. K danému vstupu mô¿e existovaż viac \zmysluplných" výstupov. Prirodzeným spôsobom vyjadrenia vstupno{výstupného významu programu je relácia.

Uva¿ujme nasledujúce relácie z triedy relácií nad neprázdnou mno¿inou stavov V : • binárne relácie nad V { R ⊆ V × V , • predikátové relácie { podmo¿iny jednotkovej relácie I = {⟨x, x⟩ : x ∈ V }, urèené charakteristickou funkciou p: p = {⟨x, x⟩ : p(x) = 1} ⊆ I, p = {⟨x, x⟩ : p(x) = 0} ⊆ I. \Spriahnuté" predikátové relácie p a p sú vzhţadom k I navzájom komplementárne.

1. Interpretácia symbolov: Interpretáciou nedeterministickej programovej schémy je dvojica I = (V, i), de˛novaná

• oborom interpretácie, t.j. mno¿inou stavov V , • interpretaèným mor˛zmom, ktorý priradí ku ka¿dému

{ predikátovému symbolu zodpovedajúcu predikátovú reláciu, t.j. i(p) = {⟨x, x⟩ : p(x) = 1} ⊆ I, { symbolu atomického príkazu reláciu nad mno¿inou stavov, t.j. i(A) = A ⊆ V × V .

2. Relaèná algebra nad mno¿inou stavov V : Pri de˛nícii významu interpretovaných nede-

terministických programových schém sa budeme opieraż o algebru relácií Rel_V nad mno¿inou stavov V , de˛novanú \źtandardnými" relaènými operáciami: Konźtantné relácie:

• jednotková relácia: I = {⟨x, x⟩ : x ∈ V }, • prázdna relácia: E = ∅, • univerzálna relácia: U = V × V , Unárne operácie: • konverzia: ~R = {⟨x, y⟩ : ⟨y, x⟩ ∈ R}, • komplement: R = {⟨x, y⟩ : ⟨x, y⟩ ∈ U ∧ ⟨x, y⟩ ∉ R}, • tranzitívny uzáver: R^+ = R ∪ R^2 ∪ · · · ∪ R^i ∪ · · · = ∪^∞_{i=1}R^i, kde R^{i+1} = R; R^i, • re‚exívny a tranzitívny uzáver: R^∗ = I ∪ R^+, Binárne operácie:

• kompozícia: R_1; R_2 = {⟨x, y⟩ : ∃z xR_1z ∧ zR_2y},

• zjednotenie: R_1 ∪ R_2 = {⟨x, y⟩ : xR_1y ∨ xR_2y}, • prienik: R_1 ∩ R_2 = {⟨x, y⟩ : xR_1y ∧ xR_2y}.

Poznámka: Upozorujeme, ¿e symbol ; budeme pou¿ívaż v dvoch rôznych významoch, ako programový konźtruktor resp. ako operáciu na reláciách. Predpokladáme, ¿e z kontextu, v ktorom sa symbol pou¿ije, sa bude v¿dy daż urèiż jeho jednoznaèný význam.

Základné vlastnosti relaèných operácií: • (R_1; R_2); R_3 = R_1; (R_2; R_3) • R_1; (R_2 ∪ R_3) = R_1; R_2 ∪ R_1; R_3 • (R_1 ∪ R_2); R_3 = R_1; R_3 ∪ R_2; R_3 • R; R^∗ = ⋃∞ i=0 R; R^i • R^∗; R = ⋃∞ i=0 R^i; R • R; R^∗ ∪ I = R^∗ • R; I = I; R = R • R; E = E; R = E, R ∪ E = E ∪ R = R • R_1 ⊆ R_2 ⇒ R; R_1 ⊆ R; R_2, R_1; R ⊆ R_2; R Vlastnosti predikátových relácií: • p ∩ p = E, p ∪ p = I • p; q = p ∩ q • p = p 3. Význam nedeterministických programov: Uva¿ujme ţubovoţnú nedeterministickú pro-

gramovú schému N a interpetáciu I. Ka¿dý nedeterministický program P = (N, I) potom mo¿no vyjadriż ako reláciu R, prièom xRy práve vtedy, keï vstupný stav x je programom P transformovaný do výstupného stavu y. Nech P_N je trieda relaèných programov, ktoré dostaneme \relaènými" interpretáciami nedeterministických schém N . Sémantiku relaèných programov vyjadríme zobrazením S : P_N → Rel_V . Prísluźnú reláciu R ∈ Rel_V skonźtruujeme indukciou vzhţadom na konźtrukciu zodpovedajúceho relaèného programu P = (N, I). Predpokladáme, ¿e relácie R, R_1, R_2 zodpovedajú programovým segmentom S, S_1, S_2. Základnými objektami sú relácie i(A) ∈ Rel_V , zodpovedajúce elementárnym príkazom A.

• príkaz preruźenia abort prelo¿íme do prázdnej relácie E,

• prázdny príkaz skip prelo¿íme do jednotkovej relácie I, • zlo¿ený príkaz S_1; S_2 prelo¿íme pomocou kompozície relácií R_1; R_2, • príkaz nedeterministického výberu S_1 | S_2 nahradíme zjednotením relácií R_1 ∪ R_2, • podmienkový príkaz if p then S_1 else S_2 ˛ prelo¿íme do relaèného výrazu (p; R_1)∪(p; R_2), • príkaz cyklu while p do S od vyjadríme relaèným výrazom (p; R)^∗; p, • programu begin S end priradíme reláciu R.

Pomerne priamoèiaro úvahou sa dá overiż, ¿e pre takto skonźtruovanú reláciu R ∈ Rel_V platí xRy práve vtedy, keï program P ∈ P_N transformuje vstupný stav x do výstupného stavu y.

De˛nícia 76 Hovoríme, ¿e dva nedeterministické programy P_1, P_2 sú ekvivalentné, ak sú ekvivalentné relácie R_1, R_2, zodpovedajúce programom P_1 a P_2.

4. Relaèná charakterizácia zaujímavých riadiacich príkazov: Pre zaujímavosż uvádzame

relaènú charakterizáciu niektorých známych riadiacich konźtrukcií i menej známych Dijkstrových nedeterministických konźtrukcií: podmienka bez alternatívy:

if p then S ˛ ≡ if p then S else skip ˛ ; p; R ∪ p cyklus repeat:

repeat S until p ; R; (p; R)^∗; p tzv. jeden a pol cyklus:

loop S_1; when p do exit ; S_2 pool ; R_1; (p; R_2; R_1)^∗; p nedeterministická viacnásobná podmienka: if 2p1 ⇒ S1 2 p2 ⇒ S2 · · · 2 pn ⇒ Sn ˛ ; ; (p1; R1 ∪ p2; R2 ∪ · · · ∪ pn; Rn) ∪ p1; p2; . . . ; pn nedeterministický viacnásobný cyklus:

do 2 p1 ⇒ S1 2 p2 ⇒ S2 · · · 2 pn ⇒ Sn od ; ; (p1; R1 ∪ p2; R2 ∪ · · · ∪ pn; Rn)^∗; p1; p2; . . . ; pn

Poznámka: Treba si uvedomiż, ¿e p_1; p_2 ≠ p_1; p_2.

13.3 Význam nedeterministických schém

1. Abstraktná relaèná algebra: De˛nícia 77 Algebraickú źtruktúru Abs = ⟨M, ; , ∪, ∩,~,—, I, E, U⟩ nazývame abstraktnou relaènou algebrou ak

• M je ţubovoţná mno¿ina, • ; , ∪, ∩ sú binárne operácie nad podmno¿inami M,

~,— sú unárne operácie nad podmno¿inami M, I, E, U sú nulárne operácie (konźtanty), • ⟨M, ∪, ∩,—, E, U⟩ je Booleova algebra s nulovým prvkom E a jednotkým prvkom U, • pre vźetky R_M , S_M , T_M ⊆ M majú operácie ; ,~, I vlastnosti:

(R_M ; S_M ); T_M = R_M ; (S_M ; T_M ) ~R M = R_M ~ R_M ; S_M = ~S_M ; ~R_M R_M ; I = R_M (R_M ; S_M ) ∩ T_M = E =⇒ (S_M ; ~T_M ) ∩ ~R_M = E V abstraktnej relaènej algebre platí celý rad zaujímavých vlastností.

Lema 78 Pre vźetky R_M , S_M , T_M ⊆ M platí:

ak R_M ⊆ S_M , potom ~R_M ⊆ ~S_M , R_M ; T_M ⊆ S_M ; T_M , T_M ; R_M ⊆ T_M ; S_M , E; R_M = R_M ; E = E a I; R_M = R_M , ~E = E, ~I = I, ~U = U, R_M ; (S_M ∪ T_M ) = R_M ; S_M ∪ R_M ; T_M , (S_M ∪ T_M ); R_M = S_M ; R_M ∪ T_M ; R_M , ~ R_M ∪ S_M = ~R_M ∪ ~S_M , ~R_M ∩ S_M = ~R_M ∩ ~S_M , ~R_M = ~R_M .

Lema 79 Pre vźetky R_M , S_M , T_M ⊆ M platí

R_M ; S_M ∩ T_M = R_M ; ( ~R_M ; T_M ∩ S_M ) ∩ T_M . Lema 80 Pre vźetky R_M , S_M , T_M ⊆ M platí:

ak ~R_M ; R_M ⊆ I, potom R_M ; (S_M ∩ T_M ) = R_M ; S_M ∩ R_M ; T_M , ak R_M ⊆ I, potom ~R_M = R_M , R_M = (R_M ; U ∩ I); R_M , R_M ; U ⊆ (R_M ; U ∩ I); U, R_M ; U ∩ I = R_M ; ~R_M ∩ I.

Priamoèiaro sa dá dokázaż, ¿e relaèná algebra Rel_V spa vlastnosti z de˛nície abstraktnej relaènej algebry Abs. Na druhej strane, nie vźetky vlastnosti relaènej algebry platia v abstraktnej relaènej algebre.

Veta 81 Algebra relácií Rel_V je abstraktnou relaènou algebrou.

2. Sémantika relaèných schém: Nech N je trieda nedeterministických programových schém.

Sémantickým oborom pri popise významu nedeterministických schém bude abstraktná relaèná algebra Abs: S_N : N → Abs. Sémantikou programovej schémy bude abstraktná relácia R_M .

Sémantickú funkciu S_N de˛nujeme indukciou vzhţadom na konźtrukciu schémy. Predpokladáme, ¿e význam symbolu elementárneho príkazu A reprezentuje \abstraktná" reláca A_M a význam predikátového symbolu p reprezentuje dvojica \abstraktných" relácií p_M , p_M takých, ¿e p_M ∪ p_M = I a p_M ∩ p_M = E. Pre zjednoduźenie zápisu pou¿ívame nasledujúce dve skratky: (p; R_1) ∪ (p; R_2) ≡ p → R_1, R_2 (p; R)^∗; p ≡ p ∗ R. • S_N [|A|] = A_M • S_N [|skip|] = I • S_N [|abort|] = E • S_N [|S_1; S_2 |] = S_N [|S_1 |]; S_N [|S_2 |] • S_N [|S_1 | S_2 |] = S_N [|S_1 |] ∪ S_N [|S_2 |] • S_N [|if p then S_1 else S_2 ˛ |] = p_M → S_N [|S_1 |], S_N [|S_2 |] • S_N [|while p do S od |] = p_M ∗ S_N [|S |] • S_N [|begin S end |] = S_N [|S |] Príklad: Nedeterministickej schéme N z úvodného príkladu kapitoly zodpovedá abstraktná relácia q_M → (A_M ; I), [(p_M ; A_{1M} ; (A_{2M} ∪ A_M ))^∗; p_M ].

ěahko sa mô¿eme presvedèiż, ¿e pre ţubovoţnú nedeterministickú schému N a interpretáciu I skonźtruujeme tú istú reláciu R ∈ Rel_V dvomi rôznymi postupmi:

• interpretáciou schémy N a konźtrukciou relácie R k programu P = (N, I), • interpretáciou abstraktnej relácie S_N [|N |], charakterizujúcej význam schémy N.

3. Vlastnosti nedeterministických schém v relaènom kalkule: V relaènom kalkule sa da-

jú vyjadriż mnohé \zaujímavé" vlastnosti relácií, napr.:

R je ekvivalencia { práve vtedy, keï platí I ⊆ R (re‚exívnosż), R ⊆ ~R (symetria), R; R ⊆ R (tranzitívnosż), R je funkcia { práve vtedy, keï platí ~R; R ⊆ I (t.j. xRy ∧ xRz ⇒ y = z), R je totálna { práve vtedy, keï platí I ⊆ R; ~R.

Cvièenie: Uká¿te, ¿e relácia (R;^~R) ∩ I de˛nuje mno¿inu vstupov relácie R, pre ktoré existuje

aspo jeden \koneèný výsledok".

Podobne sa dajú charakterizovaż základné vlastnosti nedeterministických programových schém.

De˛nícia 82 Nedeterministické schémy N_1, N_2 sú ekvivalentné práve vtedy keï sú ekvivalentné zodpovedajúce abstraktné relácie, t.j. S_N [|N_1 |] = S_N [|N_2 |].

De˛nícia 83 Nedeterministická schéma N diverguje práve vtedy, keï S_N [|N |] = E.

Pri de˛nícii pojmu zastavenia predpokladáme, ¿e pre ka¿dý vstup existuje aspo jeden výstup, t.j. v relaènom kalkule ∀x∃y xRy.

De˛nícia 84 Nedeterministická schéma N sa zastaví práve vtedy, keï I ⊆ S_N [|N |];^~S_N [|N |]. Cvièenie: Uká¿te, ¿e uvedené de˛nície zodpovedajú v relaènom kalkule de˛novaným pojmom.

Na záver niekoţko príkladov dôkazu ekvivalencie relaèných programových schém.

Príklad: Pre R, R_1, R_2, R_3 ∈ Abs platí: 1. p → R, R = R p; R ∪ p; R = (p ∪ p); R = I; R = R 2. (p → R_1, R_2); R = p → (R_1; R), (R_2; R) (p; R_1 ∪ p; R_2); R = p; R_1; R ∪ p; R_2; R 3. p → (p → R_1, R_2), R_3 = p → R_1, R_3 p; (p; R_1 ∪ p; R_2) ∪ p; R_3 = p; p; R_1 ∪ p; p; R_2 ∪ p; R_3 = p; p; R_1 ∪ E; R ∪ p; R_3 = p; R_1 ∪ p; R_3 4. p ∗ R = p → (R; p ∗ R), I p ∗ R = (p; R)^∗; p = (p; R; (p; R)^∗ ∪ I); p = p; R; (p; R)^∗; p ∪ I; p = p; R; p ∗ R ∪ p Cvièenie: Doká¿te, ¿e pre R, R_1, R_2 ∈ Abs platia nasledujúce vlastnosti: • p ∗ (p ∗ R) = p ∗ R • (p_1 ∪ p_2) ∗ R = p_1 ∗ R; p_2 ∗ (R; p_1 ∗ R)

13.4 Správnosż programov v relaènom kalkule

1. Relaèné induktívne formuly: Èiastoènú správnosż programu P vzhţadom na vstupnú pod-

mienku p a výstupnú podmienku q vyjadruje jednoduchá relaèná formula p; P ⊆ P ; q Nasledujúce vlastnosti relácií sú ekvivalentným vyjadrením induktívnej formuly p; P ⊆ P ; q:

• ∀x, y[xpx ∧ xP y ⇒ yqy], • ∀y[∃x(xpx ∧ xP y) ⇒ yqy], • ∀x[xpx ⇒ ∀y(xP y ⇒ yqy)]. Oznaème (p ∘ P )(x) ≡ ∃y(ypy ∧ yP x) (P → q)(x) ≡ ∀y(xP y ⇒ yqy). ěahko sa presvedèíme, ¿e relaèné operátory p ∘ P a P → q zodpovedajú najsilnejźej výstupnej, resp. najslabźej vstupnej podmienke. Potrebné výsledky sumarizuje nasledujúca lema.

Lema 85 • p; P ⊆ P ; (p ∘ P ), (P → q); P ⊆ P ; q, • for all p, q, if p; P ⊆ P ; q then (p ∘ P ) ⊆ q and p ⊆ (P → q), • p ∘ P = ⋂ {q | p; P ⊆ P ; q}, P → q = ⋃ {p | p; P ⊆ P ; q}. Cvièenie: Doká¿te tvrdenia lemy na základe vlastností v relaènom kalkule. 2. Inferenèný systém v relaènom kalkule:

Pravidlo kompozície { p; P_1 ⊆ P_1; q q; P_2 ⊆ P_2; r ⊢ p; (P_1; P_2) ⊆ (P_1; P_2); r Pravidlo alternatívy { p; b; P_1 ⊆ P_1; q p; b; P_2 ⊆ P_2; q ⊢ p; (b → P_1, P_2) ⊆ (b → P_1, P_2); q Pravidlo cyklu { p; b; P ⊆ P ; p ⊢ p; (b ∗ P ) ⊆ (b ∗ P ); b; p Pravidlo následku { p ⊆ p_1 q_1 ⊆ q p_1; P ⊆ P ; q_1 ⊢ p; P ⊆ P ; q