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Zaklady teodrie programovania

Programové schémy — abstrakcia programov

e zakladné pojmy, vlastnosti programovych schém
e rozhodnutelnost vlastnosti programovych schém

e porovnavanie tried programovych schém

Spravnost programov — vzhladom na Specifikicie

e F'loydova metoda a Hoareova metoda
e indukcné techniky pouzité pri dokazovani spravnosti
e (systematickd) konstrukcia spravnych programov

e dokazovanie spravnosti rekurzivnych programov

Sémantika programov — formélny vyznam programov

e principy operacnej, denotacnej a axiomatickej sémantiky
e algebraicka struktura sémantickych domén

e formalna definicia denotacného a opera¢ného vyznamu impera-
tivnych a rekurzivnych programov

e porovnanie denotac¢ného a opera¢ného vyznamu programov

Typy a sémantika — vyuzitie typov pri definicii sémantiky
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Rozhodovacie problémy

pre triedu standardnych programovych schém S

e problém zastavenia
e problém divergencie
e problém ekvivalencie

e problém izomorfizmu

Existuje algoritmus, ktory sa pre [ubovolnt schému (dvojicu schém) za-
stavi s odpovedou ¢i dana vlastnost je alebo nie je splnena?

e 4no — rozhodnutelny problém

e nie — nerozhodnutelny problém

Existuje procedira, ktord sa pre Iubovolnu schému (dvojicu schém) za-
stavi s odpovedou ano ked dana schéma spliia dant vlastnost, v opaénom
pripade sa vypocet nemusi zastavit (ak zastavi musi odpovedat, ze vlast-
nost neplati)?

e ano — Ciasto¢ne rozhodnutelny problém

e nie — problém nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny
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Priklad;:

Si: begin [y] := [a]

H

. if p(y) then goto 7

if p(y) then goto 2

] = [f(y)]

if p(y) then goto 6
goto end

y| = |a]

if p(y) then goto end

y] = [f ()]
goto 7

end [2] = [y]

Sy: begin [y] := [d]
1: if p(y) then goto 6

lyl = ()]
. if p(y) then goto 5

2

3

4: goto end

5 ] = [d

6: if p(y) then goto end
7
8

lyl = ()]
: goto 6

end [z] := [y]
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Priklad;:

S3. begin [y] = [7]
1: if p(y) then goto end

2: [yl = [f(w)]
3: goto 1
end [2] - [y
Sy: begin [y| = [z]
1: if p(y) then goto end
2: [yl == [f(y)]
3: if p(y) then goto end
&yl = W)
b: goto 3
end [2] - [y

1: if p(y) then goto end

2: if p(f(y)) then goto 5

3 [y = [F(w)

4. goto 1

o [yl == [f(y)]
end [2] - [y

e 53,54 su kompatibilné, ekvivalentné a izomorfné schémy.

e 53,55 st kompatibilné, ekvivalentné ale nie st izomorfné.
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Problém divergencie

Veta — Problém divergencie v triede standardnych programovych schém
nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

Myslienka dokazu:

e Uvazujme triedu dvojpaskovych konecnych automatov A.

Problém “Accept(A) = (" pre A € A nie je ani Gilastocne rozhod-
nutelny.

e Redukujeme triedu automatov A do podtriedy standardnych schém

S.

Pre kazdy automat A skonstruujeme schému S, z podtriedy Stan-
dardnych schém & C S tak, Zze plati

— ku kazdému vstupnému slovu w € {0,1}* automatu existuje
Herbrandova interpretacia Zj, tak ze pre vSetky k (1 < k < n)
plati

in(p)(“f*(a)") = wr,

— odvodenie automatu A so vstupnym slovom w je zladené s vy-

poctom schémy Sy s Herbrandovskou interpretaciou Zj.

e Pre kazdy automat A a schému Sy plati

"Accept(A) = (0" prave vtedy, ked pre vSetky Herbrandove interpre-
tacie Ty program (Syu,Zy) diverguje.
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Trieda dvojpaskovych koneénych automatov

e vstupy: nekonecné retazce znakov — {0, 1}*
e operacie: tail(xw) = w, head(xw) = x

e stavy: pociatocny, prechodovy, akceptujtci, odmietaci

|
< start > yi = tail(y;)

pmwn | (et )

accept reject

e Accept(A) — mnozina akceptovanych slov
e Reject(A) — mnozina odmietnutych slov

e Loop(A) — mnozina slov, pre ktoré automat cykli

Vlastnosti triedy — %> = Accept(A) U Reject(A) U Loop(A)
e Problém “Accept(A) = ()" nie je ani ¢iastocne rozhodnutelny

e Problém “Loop(A) # (" nie je ani Glastocne rozhodnutelny
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Redukcia automatov A do schém S

Podtrieda standardnych schém S;

Symboly — neprazdune len FU, F'', B!, X, X,
o F'={a}, F'={f},F'=0 prei > 2
e Bl={p},B' =0 prei > 2
o X, =0,X, ={y,p2}, X; = {z}
Prikazy — pociatocny a koncovy prikaz, dvojprikaz, veény cyklus
e begin [y, 5] := |a,

ol [y = [f(w)]
[4-1: if p(y;) then st

e |: goto |
e end [z] .= [a]
Herbrandove interpretacie — univerzum — {“a”, “f*(a)’}

Redukcia — ku kazdému dvojpaskovému koneénému automatu A € A
skonstruujeme schému S € Sy:
e pociatoCny stav = pociatocny prikaz
e prechodovy stav = dvojprikaz
e akceptujici stav => koncovy prikaz

e odmietaci stav => vecny cyklus




Programové schémy 1.2

Vlastnosti redukcie automatov na schémy

Zodpovedajtice si objekty —

e automat A so vstupnym slovom w

e schéma Sy s interpretaciou I (p) zladenou s w

Zladenie ‘“vypoctu" — indukcia vzhladom na pocet modifikacii y;

| |

yi = f(yi) y; = tail(y;)

C p(yi) M > C {Oheacyl(y@) )

0 g

inicializacia pracovnej premennej y;:
Yi = a Yi ‘= wowwa - -
stav po prvej modifikicii pracovnej premennej y;:

Yi = f(a) Y = wiws -
in(p)(“f(a)”) = w head(wiws -+ +) = wy

stav premennej 1; po (k — 1)-modifikaciach:
Yi .= fk_l(af) Yi ‘= W1 WWy1 - -
stav po k—tej modifikdcii pracovnej premennej y;:

Yi -= fk(a> Yi = WEWhgq *
iH<p>(c‘fk(a)77) — Wk head(wkwkﬂ .- ) = Wy,
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Problém divergencie pre nejakt interpetaciu

Veta — Problém divergencie pre nejaku interpertéciu nie je v triede Stan-
dardnych programovych schém ani ¢iastoéne rozhodnutelny.

Myslienka dokazu:

e Uvazujme triedu dvojpaskovych konecnych automatov A.
Problém “Loop(A) # (0" pre A € A nie je ani Glasto¢ne rozhodnu-
telny.

e Redukujeme triedu automatov A do podtriedy standardnych schém

S.

Pre kazdy automat A skonStruujeme schému S, z podtriedy Stan-
dardnych schém & C S tak, ze plati

— odmietaci stav = koncovy prikaz,

— ku kazdému vstupnému slovu w € {0,1}* automatu existuje
Herbrandova interpretacia Zj, tak ze pre vSetky k (1 < k < n)
plati

in(p)(“f*(a)") = wr,

— odvodenie automatu A so vstupnym slovom w je zladené s vy-

poc¢tom schémy Sy s Herbrandovskou interpretaciou Zj.

e Pre kazdy automat A a schému S, plati

“Loop(A) # (" prave vtedy, ked existuje Herbrandova interpretéacia
Ty tak, ze program (Sga, Zy) diverguje.
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Zastavenie, ekvivalencia a izomorfizmus

Problém zastavenia — Problém zastavenia Standardnych schém je ne-
rozhodnutelny (je v8ak Giastocne rozhodnutelny).

Keby bol problém zastavenia rozhodnutelny, bol by rozhodnutelny
aj problém divergencie pre nejaku interpretaciu (komplementarny
problém).

Problém ekvivalencie — Problém ekvivalencie standardnych schém nie
je ani ¢iastocne rozhodnutelny:.

Nech Sy je lubovolna schéma a Sy divergujuca schéma. Z rozhodnu-
telnosti problému ekvivalencie schém by vyplyvala aj rozhodnutel-
nost divergencie S;.

Problém izomorfizmu — Problém izomorfizmu Standardnych schém nie
je ani ¢iastocne rozhodnutelny:.

Nech S je l'ubovolné schéma a S5 schéma, ktora vznikne nahradenim
koncového prikazu prikazom end goto end. S; je izomorfna s Sy
prave vtedy, ked Sy diverguje. Z rozhodnutelnosti problému izomor-
fizmu schém by vyplyvala aj rozhodnutelnost divergencie.
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Podtriedy standardnych schém

Syntaktické ohranic¢enia: dodatocné syntaktické ohranicenia

stromové schémy — graf schémy neobsahuje cyklus,

Janovove schémy — monadické symboly nad jedinou pracovnou pre-
mennotu,

konzervativne schémy — premennd z lavej strany priradenia sa vy-
skytuje aj na pravej strane priradovacieho prikazu,

progresivne schémy — premenna z lavej strany priradovacieho prika-
zu je pouzita na pravej strane nasledujuceho prikazu priradenia.

Sémantické ohrani¢enia: vlastnosti pripustnych interpretéacii

liberalne schémy — pri lubovolnej interpretacii Zy sa ten isty vyraz
pocita nanajvys jeden krat,
volné schémy — ked pre kazdu cestu vedicu z pociatoéného prikazu

existuju interpretacia a ohodnotenie vstupnych premennych také,
ze vypocet sleduje tuto cestu,

dosiahnutelné schémy — obsahuje len dosiahnutelné prikazy, t.j. pre
kazdy prikaz v schéme existuje interpretacia, pri ktorej sa prikaz
vykona,

priechodné schémy — obsahuje len dosiahnutelné hrany, t.j. pre kaz-
di hranu v schéme existuje interpretacia, pri ktorej sa hranou
“prejde".
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VolI'né schémy

Definicia — Schéma S € S je volné prave vtedy, ked pre kazdu cestu
vedtcu z pociatocného prikazu existuji interpretacia Z a ohodnotenie
vstupnych premennych v také, ze vypocet (5, Z, v) sleduje tito cestu.

Tvrdenie — Schéma nie je volné prave vtedy, ked v priebehu vypoctu
(S,Z,v) sa (aspon) dvakrat testuje ten isty predikat.
nepripustnd cesta: --- p'(£)--- p(f)---

Se: begin [y1, yo] = [a, a]
1: if p(y;) then goto 4
2: [in] == [f(y))
3: goto 1
4: if p(yo) then goto end

yn ye] = L9(n), f(2)]
6: goto 4

Ot

end [2] := [yi]

Vlastnosti volnych schém

e Problém “volnosti" schémy nie je ani ¢iastocne rozhodnutelny.
e Problémy divergencie, zastavenia a izomorfizmu st rozhodnutelné.
e Problém ekvivalencie dvoch schém je otvoreny:.

e Existuje schéma S, ku ktorej neexistuje ekvivalentna volnéa schéma.

Dosledok — neexistuje algoritmus, transformujtci dant schému S do
ekvivalentnej volnej schémy:.
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Postov problém priradenia

Postov systém — u;, v; st slova nad abecedou X = {a, b}:
C = {(Ul, ’Ul), Ty (un7 Un)}

RieSenie Postovho systému — k-tica 41,49, -+, 4 (kde 1 < i; < n,
k> 1) taka, ze
uiluh R uik = ’1)2'1?}2'2 R Uz'k.
Priklad:
1. Stvorica 11 = 2,10 = 1,23 = 1,14 = 3 Je rieSenim systému
C' = {(b, bbb), (babbb, ba), (ba,a)},
pretoze babbb b b ba = ba bbb bbb a.

2. System C' = {(ab, bbb), (a,ba), (b,bb)} nema riesenie, pretoze
[oil > Jus].

Postov problém priradenia — Post correspondence problem:
Ma Tubovolny Postov systém nad abecedou Y rieSenie?

Veta: Postov problém priradenia je nerozhodnutelny (je vSak ¢iastocne
rozhodnutelny).

Désledok: Duélny problém nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny.
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VolI'nost schémy je nerozhodnutelné

Redukcia na Postov problém priradenia —
ku kazdému Postovmu systému C,, = {(uy,v1),- -, (un,v,)} nad
abecedou ¥ = {a, b} skonstruujeme schému S¢, taku, ze Sc, nie
je volna prave vtedy ked C,, ma rieSenie, t.j.

Sc, je volna prave vtedy, ked C,, nemaé riesenie.

Problém vol'nosti nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny -
pretoze problém dualny k Postovmu problému priradenia nie je ani
¢iastocne rozhodnutelny:.

Redukcia -

e symboly, pouzité pri konstrukeii schémy S¢, :
F' = {a,b}, F' = {f. fo, o}, B' = {p}, X = {y1, 2, y3},

e premenna y3 kontroluje generovanie nejakej k—tice i1, - - - g,

e Herbrandovska interpretécia predikatu p zodpoveda jednej k—tici,

e pre [ubovolné slovo w = gy -+ - 0, € ¥* je oznacenie |y;|:=|w(y;)|
skratkou pre priradenie |y;|:=|fo;(foo (- -+ fo,, (i) )],

e priradenie do y; (y2) simuluje postupni kompoziciu u; (v;),

e “nevolnost" vznikd len vtedy, ked po skonceni konstrukcie slov
plati y1 = .
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Schéma k Postovmu systému C

SC'4: begin [yla Y2, y?)] = [CL, a, b]
if p(y3) then goto 8

ys| == [f(3)]
if p(y3) then goto 10

ys] = [f(y3)]
if p(y3) then goto 12

Y1, yo] == [ualyr), va(yo)]
goto 13

Y1, y2] = [ua(yr), va(ya)]
goto 13

s ye] = lua(yn), va(1e)]
: goto 13

sy, vo) = us(yn), vs(ve)]
[ysl == [f(y3)]

. if p(y3) then goto 17
ys] = [ ()]

: goto 1

. if p(y1) then goto end
. if p(y2) then goto end

19: [ye] = [ (o)
end [2] = [y]

[ —

—_ =
_ O

e T e T e S o G S R
O ~J O Tt = W b

e interpretacia p°(b), p'(fb), p°(f?0), p*(f3b), p°(f10), p*(f°b),

p (%) zodpoveda trojici (2,1,1) — generuje slova usuqu; a vov1vy,

e cesta 17-18-end je nepripustna ak y; = 1o, t.j. Cy ma rieSenie.




Programové schémy 1.2 16

VoI'né schémy — divergencia, zastavenie

Divergencia — Problém divergencie volnych schém je rozhodnutelny:.

Myslienka doékazu — volna schéma diverguje prave vtedy, ked v grafe
schémy neexistuje cesta z pociatoéného do koncového prikazu.
Ak takato cesta existuje, musi byt "pripustna", t.j. existuju inter-
pretacia a ohodnotenie, pri ktorych sa vypocet zastavi (spor s pred-
pokladom).

Zastavenie — Problém zastavenia volnych schém je rozhodnutelny.

Myslienka dékazu — volna schéma sa zastavi, ak v grafe schémy ne-
existuje cyklus, ku ktorému existuje cesta z pociatoéného prikazu.

Ak takyto cyklus existuje, existuji interpretacia a ohodnotenie, pri
ktorych sa vypocet diverguje (spor s predpokladom).
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VolI'né schémy — izomorfizmus
Izomorfizmus — Problém izomorfizmu volnych schém je rozhodnutelny
(historia — postupnost vykonanych prikazov).

Myslienka doékazu — ku kazdej volnej schéme priradime regularnu gra-
matiku nasledujtucou konstrukciou:

e neterminalne symboly — stavy s; zodpovedajice navestiam v schéme,

Sy a S, sU stavy pre navestia begin a end, pociatocny stav — s,

e terminalne symboly — ku kazdému priradeniu priradime terminalny
symbol a; (rovnaké prikazy — rovnaké symboly), ku kazdej podmienke
p priradime dvojicu terminalnych symbolov p™, p~

e pravidla zostrojime z prikazov schémy

begin [y] .= [t1(T), - - -, t,(T)] Sp — 18]
iyl = 0@ y), - te(T, ) Si = A25i+1
i. goto k S; — Sk
i if p(Ta y) then [y] = [tl<f7 y)? e 7tn(T7 g)] Si — p+a38i+1
Si = P Sitl
i: if p(7,y) then goto k si — phsy
Si = P Sit1
end [zZ] = [t1(T,7), -, ta(T, )] Se — ay

o [(S) regularny jazyk "generovany" volnou schémou S, ku kazdému
(symbolickému) vypoctu zodpoveda prave jedno slovo v jazyku L(.5).

e Dve kompatibilné volné schémy S7, Ss st izomorfné prave vtedy, ked
jazyky L(S1) a L(Ss) generuju tie isté mnoziny slov.

e 7 rozhodnutelnosti problému ekvivalencie regularnych jazykov vy-
plyva rozhodnutelnost izomorfizmu schém.
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Janovove schémy

Trieda Janovovych schém — syntaktické ohranicenia
e monadické schéemy — F' =0 a F'=0,B' =0 prei > 1
o X, ={z}, X, ={y}, X, = {2}

e symboly sa aplikuji len na y

Standardné vs. Janovove schémy — rozna troven abstrakcie

e Standardné schémy umoznuju pristup k "zlozke" stavu (pracovnej
premenne]

e Janovove schémy maji "monolitny" stav, reprezentovany jedinou

premmenou
S: begin [y, 9] - [,4] J: begin [y] = [g(x)
1: if p(y;) then goto end 1: if p(y) then goto end
2: [yv 2] = [f(y1): 9(y1, 92)] 2: [yl = [f(y)]
3: goto 1 3: goto 1

end [z] := [y] end [z] = [y]
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Vlastnosti Janovovych schém

Vztah Janovovych a volnych schém

e Problém volnosti Janovovej schémy je rozhodnutelny.

Janovova schéma nie je volna prave vtedy, ked v nej existuje cesta
prechadzajica cez dve rovnaké testovacie podmienky, medzi ktorymi
nie je priradenie.

e Kazda Janovova schéma sa da prelozit do ekvivalentnej volnej Jano-
vovej schémy.
Existuje tzv. uplna mnozina transformacii, ktora transformuje Tubo-

volni Janovovu schému do norméalneho tvaru — Janovove schémy v
normalnom tvare st volné.

Zéakladna transforméacia odstranuje dva za sebou nasledujtce testy
pracovnej premennej predikdtom p, medzi ktorymi premenné nie je
modifikovana.

Vlastnosti Janovovych schém — v3etky problémy rozhodnutelné

e problém divergencie, zastavenia a izomorfizmus — dosledok prelozi-
telnosti Janovovych schém do volnych Janovovych schém.

e problém ekvivalencie - dokaz sa opiera o nasledujtcu vlastnost:

Dve Janovove schémy su ekvivalentné prave vtedy, ked pre kazdu
Herbrandovsku interpretaciu s ohodnotenim predikitov sa bud oba
vypocty nezastavia, alebo sa oba zastavia a “generuju" rovnaké re-

tazce fr--- fifox.
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Rozhodnutel'nost vs. nerozhodnutelnost

S — divergencia nerozhodnutelna: {yi, 12}, {a, f'}, {p*}

e begin [y1, 4] == [a,al], end [21, 2] == [y1, ¥2]
o p(y1), p(y2), [va] = [f(w1)], [wal == [f(12)]
S, — divergencia rozhodnutelna: {y, 12}, {a,b, f1}, {p*}

e begin [y1, 4] := [a, b], end [21, 22] := [y1, yo]
o p(y1), p(y2), ] = [f(y)], [we] = [f (2)]
Sz — divergencia nerozhodnutelna: {y1, 32}, {z}, {f'}, {p'}

e begin [y1, 1] = [f(x), f(2)], end [21, 20] == [y1, y2]
o p(y1), p(y2), 1] = [f(v1)], [y2] = [f(12)]

S, — divergencia nerozhodnutelna: {y1, 32}, {z1, 22}, {f*}, {p'}

e begin [y1, 1] == [x1, 22|, end [21, 29] := [y1, ¥
o p(y1), p(y2), [y2] = (], 1] = [f(w)], [yl = [f(12)]
S; — divergencia rozhodnutelna: {yi, v}, {1, 22}, {1}, {p'}

o p(y1), p(y2), (1] = [f(y)], [vo] = [f ()]

S¢ — divergencia nerozhodnutelné: {yi,y2}, {z1, 22}, {f'}, {p'}
 p(y1), w1l = w2, il = [f (vl [wal = [f(92)]

S; — divergencia rozhodnutelna: {yi, v}, {1, z2}, {1, ¢'}, {p'}
® p(y1), p(y2), Y| = [y, [v1] = [f(y1)], [vo] := [9(y2)]

Sg — divergencia rozhodnutelna: {yi, v}, {1, 22}, {1}, {p*}

o p(y1,2), (2] = 1], (1] = [we], (w1 = [f ()], [w2] = [f(y2)]




