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Zaklady teodrie programovania

Programové schémy — abstrakcia programov

e zakladné pojmy, vlastnosti programovych schém
e rozhodnutelnost vlastnosti programovych schém

e porovnavanie tried programovych schém

Spravnost programov — vzhladom na Specifikicie

e F'loydova metoda a Hoareova metoda
e indukcné techniky pouzité pri dokazovani spravnosti
e (systematickd) konstrukcia spravnych programov

e dokazovanie spravnosti rekurzivnych programov

Sémantika programov — formélny vyznam programov

e principy operacnej, denotacnej a axiomatickej sémantiky
e algebraicka struktura sémantickych domén

e formalna definicia denotacného a opera¢ného vyznamu impera-
tivnych a rekurzivnych programov

e porovnanie denotac¢ného a opera¢ného vyznamu programov

Typy a sémantika — vyuzitie typov pri definicii sémantiky
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Témy studia programovych schém

Abstrakcia programu — "odfiltrovanie" nepodstatnych informacii
e Studium vlastnosti riadiacich struktar —nezavisle od funkeii a pre-
dikadtov pouzitych v programe

e ak nejaka vlastnost plati pre schému S, plati pre kazdy program
P, ktory je “instanciou" schémy S

Triedy schém — standardné, strukturované, rekurzivne

e triedy schém sa odlisuja charakterom riadiacich struktar
e abstrakcia niektorych zakladnych tried programov

e porovnavanie tried — "sily" riadiacich struktur

Ro6zne stupne abstrakcie — stanovenie elementarnych objektov

e clementarne objekty — premenné, prikazy

e napr. rozne pohlady na abstrakciu priradenia — monolitny stav,
modifikacia poloziek stavu
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Syntax — symboly, termy, predikaty

Individualne premenné - X = {z,y, z, - -}

e vstupné premenné — X, — T = {x1, -+, x}
e vystupné premenné — X, -z = {z1, -+, 2z, }
e pracovné premenné - X, — v = {y, -, yn}

Funkéné symboly — F = U2, F"
e pre f € F" plati arity(f) =n
o F"={f,g,h, -} — n-arne funkéné symboly
o ' ={a,b, -} — konstanty

Predikatové symboly — B = U, B’
e pre p € B" plati arity(p) =n
e B"={p,q,---} — n-arne predikatové symboly
o B%=10,1} - logické konstanty: true, false

Specialne symboly — [],(,), =,

Termy - T = {t,t;,...}

1. FOCT. XCT

2. ak ty,- -, t, € T potom f(ty,--+,t,) €T
Predikaty — P = {q}

1. BCP

2. ak ty, -, t, € T potom p(ty,---,t,) € P
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Syntax — prikazy, schémy

Prikazy — C = {st, st;, - -}
e pociatocny — begin [7] := [t1(T), - - -, t,(T)]
e koncovy — end [z] = [ti(T,7), -, tn(T,7)]
e priradovaci — [y] = [t1(T,7), -, tu(T, )]
e prikaz skoku — goto ¢

e podmienkovy — if p(Z,7y) then st |
kde st je priradenie alebo prikaz skoku

e prikaz s navestim — 2 : st
(st — priradenie, podmienka, skok)

Standardna programova schéma — konecna postupnost prikazov
S = {sty, st1, -+, stp, Stpi1}

e sty je pociatocny prikaz
® st,.1 je koncovy prikaz

e st; (1 <i <mn)jepodmienkovy, priradovaci alebo skokovy prikaz
s navestim ¢

e skok mieri na navestie z intervalu < 1,n > alebo na navestie end

Poznamka — v niektorych pripadoch budeme uvazovat aj schémy bez
koncového prikazu
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Graficka reprezentacia schémy

S: begin [y1, ] 1=

z,al

1: if p(y1) then goto end
2: [y y2) == [f (1), 9(y1, 2]

3: goto 1
end |z] := [ys]

**************************
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Interpretacia schémy

Interpretacia programovej schémy S - dvojica Z = (D, 1)

e [ — obor interpretacie

e | — interpretacny morfizmus
—Vae F*  ila)eD
-VfeF" i(f)e D"+~ D
~Vee B i(c) € {0,1}
-Vpe B" i(p)e D"— {0,1}

Program — interpretovana schéma, dvojica P = (5,7)

S:  begin |yi,ys] = |z, al
1: if p(y1) then goto end

2: [y, yo) = [f (1), 9(y1, 12)]
3: goto 1

end [2] := [y

g N
a 1
P |y =
S ly—1
g Y1 *xY2
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Priklad;:

St begin [y1,y2] = [z, d]
1: if p(y1) then goto end

2: [y, y2) = [f (W), 9(y1, y2)]
3: goto 1

end [2] := [y,

7 N
a 1
P | Y=
J oy —1
g | Y1 *Y2

Py: begin [y, yo] = [z, 1]
1: if y; = 0 then goto end

2: [yl,yz] = [91 — Ly % 3/2)]
3: goto 1

end [2] := [y
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Priklad;:

St begin [y1,y2] = [z, d]
1: if p(y1) then goto end

2: [y, y2) = [f (W), 9(y1, y2)]
3: goto 1

end [2] := [y,

Q@ wT 2
=
|
—_

Py: begin [y1,ys] := [2,0]
1: if y; = 0 then goto end

20y, ye) = 1 — Ly + )]
3: goto 1

end [2] := [y
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Priklad;:

S:  begin [y, 42| := [z, q]
1: if p(y1) then goto end
2: [y1, yo) = [f(y1), 9(y1, 12)]

3: goto 1
end [z] == [ys]
I3 >
a nal
p | disnil(y;)
[l tail(yn)
g | head(yr).y:

P3: begin [y1, yo| := [z, nil]
1: if isnil(y,) then goto end

2 [y1, yo] == [tail(yr), head(y1).y2)]
3: goto 1

end [2] := [y
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10

Abstrakcia — riadiaca struktira programu

S: begin [y, 42| := [z, q]
1: if p(y1) then goto end
2: [y, y2] == [f (1), 9(y1, o)

3: goto 1
end [z] 1= [yo]

Il N IQ N
a 1 a 0
p |1 =0 p | y1=0
f ly—1 f ly—1
g | Yy1*Y2 g | Y1+ Y2

I F

a nal

p | isnil(y)

[l tail(yn)

g | head(y1).y2

e P, = (5,7;) — pocita faktorial x
o P, =(5,7,) —pocitasumu 1 +2+ -+ x

o P; = (S5,73) — obracia retazec x
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Vypocet interpretovanej schémy S

Program — interpretovana schéma P = (5,7)

Vypocet programu P so vstupom v — (S,Z,v)

e v je ohodnotenie vstupnych premennych — v : X* s DF¥
e prirodzend operacna sémantika — (simultanne priradenie)

e ohodnotenie vystupnych premennych, désledok ukoncenia vypoc-
tu - X" — D™

Vysledok vypoctu — val(S,Z,v)

e d — ohodnotenie vystupnych premennych z, ak sa vypocet skonéi

e nedefinovany, ak sa vypocet neskonci

Stav vypoctu — [y1, et 7yn]

e hodnoty pracovnych premennych

Konfiguracia — [y, -, yulx

e k& — navestie vykonaného prikazu

Histéria vypoctu — vypoctova postupnost
e stavov
e konfigurécii

e prikazov
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Vlastnosti programovych schém

Zastavenie —
Program P = (S,Z) sa zastavi, ak pre kazdé ohodnotenie v vstup-
nych premennych 7 je hodnota val(S,Z,v) definovana.

Schéma S sa zastavi, ak pre kazdu interpretaciu Z sa zastavi program

(S, 7).

Divergencia —
Program P = (S, 7) diverguje, ak pre kazdé ohodnotenie v vstupnych
premennych T je hodnota val(S,Z,v) nie je definovana.

Schéma S diverguje, ak pre kazda interpretaciu Z program (S,7)
diverguje.

Kompatibilita —
Schémy 57, S5 su kompatibilné, ak maju rovnaké vektory vstupnych
a vystupnych premennych.
Programy (S1,Z1), (S2, Zo) st kompatibilné, ak st kompatibilné sché-
my S7, Sy a obory interpretacii Zy, Zs st rovnaké.

Ekvivalencia — oznacenie =
Kompatibilné programy (S1,Z1), (59, Zs) st ekvivalentné, ak pre rov-
naké ohodnotenia vstupnych premennych v st vysledné hodnoty
val(S1,Z1,v),val(Sy, Iz, v) bud obe nedefinované alebo obe rovnaké.

Kompatibilné schémy 57, S5 su ekvivalentné, ak pre vsetky intepre-
tacie Z st programy (S1,7Z), (S59,Z) ekvivalentné.

Izomorfizmus — oznacenie = — histoéria vypoctu
Kompatibilné programy (S1,Z;), (S2,Zs) st izomorfné, ak pre rov-
naké ohodnotenia vstupnych premennych v st postupnosti stavov
(historie) oboch vypoctov (51,71, v), (S2, Lo, v) rovnakeé.

Kompatibilné schémy S, S5 st izomorfné, ak pre kazdu interpretaciu
T st programy (S1,Z), (S2,Z) izomorfné.
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Herbrandove interpretacie

Herbrandovo univerzum H — retazce symbolov, zostrojené zo vstup-
nych premennych a funkénych symbolov schémy S:
e ak r; € X, potom “z;” € H
e ak a € F" potom “a” € H
o ak f e F™ “ty”,--- %, € H potom “f(ty,---,t,)" € H

Priklad 2 € X,,a € F'.h € F' g € F?
M {50, o) B, gl o), “gla,a)'
“gla, )", “g(z,a)”, “h(h(a))”, “h(h(z))",
“higla.a))", “higla,a))", “hlg(a,a))"
“hg(z,x))", “g(ha),a)", “g(a, h(a))", ...}

Herbrandova interpretacia schémy S — dvojica Zy = (H, i)

e H — Herbrandovo univerzum
e iy — interpretacny morfizmus symbolov schémy S
Ve e X, igx)="2"
—Va e F' ig(a)=“a
—-vVfeF" ig(f)e H"—H
n-tici “t,7, .-+, “t,” priradi “f(ty, -, t,)"

Vlastnosti Herbrandovej interpretacie
e interpreticia funkénych symbolov je “pevnd", volné je interpre-
tacia predikatov

e Herbrandova interpretacia “zastupuje" triedu vSetkych interpre-
tacii, odlisujucich sa interpretaciou predikatovych symbolov

e umoznuju vyuzit indukciu vzhladom na konstrukeciu termu
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Zladené interpretacie

Interpretacia Z s ohodnotenim v je zladena s Herbrandovou interpreta-
ciou Zy s ohodnotenim predikatov prave vtedy, ked pre kazdé p € B"

Z'H(p)(“tf)? T “tn”) — i(p)(iv(t1)7 T 7iv(tn))'

Lema 1: (o existencii zladenej interpretécie)
Ku kazdej interpretécii Z symbolov danej schémy S a kazdému ohod-
noteniu vstupnych premennych v existuje interpretacia Zy, ktora je
s nou zladenda (a naopak).

Myslienka dokazu — existencia zladenych interpretécii:

Nech VZ, Vp € B": T =T);+ T, kde

Tyz = {(tn - ta) 1 i(p)(*(ta), -+, 8" (ta)) = K}

Interpretaciu Zy, zladent s Z, definuje predpis:
,I;H(p)((ét]-”’ ... : Cﬁtn”) — k7
ak (t1,---,t,) € Thr.
Lema 2: (o vypoctoch pri zladenych interpretéciach)
Nech S je schéma, 7 jej interpretacia, v ohodnotenie vstupov a Zy in-
terpretacia zladena s 7 a v. Potom pre j-te konfiguracie [dy, - - -, d,}/

a [“47, -, “, )L vypoctov (S,Z,v), (S, Iy, “T’) plati s = 5 a
i’(t;) = d; pre vSetky i €< 1,n >.

Myslienka dokazu — o vypoctoch zladenych interpretacif:

e indukcia vzhladom na vypocet,

e v indukénom kroku treba brat do tvahy vSetky mozné prikazy.
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Zladené vypocty

S: begin [y, 1] = [, d]
1: if p(y1) then goto end

2: [y, ye) = [f(w1), 9(y1, 2)]
3: goto 1

end [2] := [y,

Py: begin [y, ] - [z, 1
1: if y; = 0 then goto end

2: [y, 2] = [y — L,y * o)
3: goto 1

end [2] := [y

e vypocet programu P; = (.5, [1) s ohodnotenim vstupu v = [z « 2],
charakterizovany postupnostou stavov (analogicky konfiguracii)

e symbolicky vypocet so zladenou interpretaciou Herbrandovou Zg in-
terpretaciou

p(r") = false  p(*f()")

false — p(“f(f(x))") = true

2,1] 2,
1.2 (). “g(z.a)’]
0.2 (@), gl (), oz, )]
2 g f(2),gl,0))"

e interpetaciou stavov symbolického vypoctu dostaneme stavy vypoctu
P1 = (S, ]1, [x — 2})

e vypocet (S, 11,v) a "zladeny" symbolicky vypocet prechadzaji tou
istou cestou v grafickej reprezentacii
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Vyuzitie Herbrandovych interpretacii
1. Schéma S diverguje prave vtedy, ked diverguje vypocet pre
kazdii Herbrandovu interpretaciu schémy 5.
e Dokaz sporom — dosledok uvedenych liem

2. Schéma S sa zastavi prave vtedy, ked sa zastavi vypocet pre
kazdi Herbrandovu interpretaciu schémy S.

e Analdgia s problémom divergencie.

3. Dve kompatibilné schémy 57, S, sti ekvivalentné vtedy a len
vtedy, ked pre kazda Herbrandovu interpretaciu Zy sa prog-
ramy (51,Zp), (59, Zy) bud oba zacyklia alebo sa oba zasta-
via, pricom plati

val(S1, Ly, “T") = val(Sy, Ly, “T").
e Nech S7 = 55 na triede volnych interpretacii, t.j.
VI :wval(S1,Zy, “T") =val(Sy, Iy, “T").
e VI v 3Ty tak, ze (S1,7),(51,Zy) alebo oba cyklia alebo
val(S1,Z,v) = i"(val(S1,Zy,T));

analogicky pre Sy (dosledok lemy 2).

e Potom programy (51,7), (S2,Z) bud oba cyklia alebo sa oba za-
stavia s rovnakym vysledkom:.

4. Dve kompatibilné schémy 5,5, st izomorfné prave vtedy,
ked pre kazda Herbrandovu interpretaciu je vypoc¢tova po-
stupnost stavov S; identicka s vypoc¢tovou postupnostou sta-
vov Ss.

e Analogia s ekvivalenciou




