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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Stru¢na osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regulérne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Zopakovanie

Rekurzivne indexy

n . . L . - . .
Symbolom gog ) oznaCujeme n-arnu Ciastocne rekurzivnu funkciu

definovani predpisom

m _)f ak e =" pre nejaky n-arny rek. fun. symbol f,
0™ inae.
Ak f = go(e"), tak Cislo e nazveme rekurzivnym indexom Ciastocnej

funkcie f. Cisla v tvare "7 s dobre vytvorené indexy.

Enumeracna Ciastocna funkcia
Symbolom W, si oznaCime (n+1)-arnu Ciasto¢na funkciu:

V(e Xx1,...,Xn) go(e")(xl,...,x,,).

Z dokazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze

V. (e,x1,...,xn) =~ Uns[Ty(e,x1,...,Xn,5)]



Zopakovanie

Veta o enumeracii (Kleene)

Pre kazdé n > 1, &iastoéna funkcia V, je ¢iastocne rekurzivna

funkcia, ktord enumeruje (s opakovanim) triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii, t. j. postupnost

AX1 .. Xp . Wp(eyx1, ..oy Xn) pree=20,1,2,...

Jje enumerécia triedy n-drnych Eiastocne rekurzivnych funkcii.

Veta

Ziplnenie enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivna funkcia.
Veta

Graf enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivny predikat.



Zopakovanie
Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Turingova téza (1936-1937)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
¢isel je totozna s triedou funkcii vypocitatelnych na Turingovych
strojoch.

Modely (Eiastoéne) vypocitatelnych funkcii

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Godel, 1931, 1934],
» A-definovatelné funkcie [Church, 1932],

> (Ciastocne) p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952],

» Turingove stroje [Turing, 1936-1937],

» CiastoCne rekurzivne funkcie [Kleene, 1952],

> registrové stroje [napr. Minsky, 1961].



Nerozhodnutelné problémy

Problém zastavenia
Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne CiastoCne rekurzivne
funkcie je (n+1)-arny predikat definovany predpisom

Wgn)(xh cey Xp) <p(e")(x1, ce Xn)

Veta
Problém zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne funkcie je

nerozhodnutelny problém.

Dékaz.
V opaénom pripade by takéto ziplnenie enumeracnej Ciastoénej
funkcie W, bola rekurzivna funkcia:

¢ gn)(xl,...,x,,) ak gogn)(xl,...,x,,)i,
(e,X1y. ..y Xpn) = 0

B ak gogn)(xl,...,x,,)T.



Nerozhodnutelné problémy

Problém zastavenia
Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne
funkcie je (n+1)-arny predikat definovany predpisom

Wgn)(xl, ceey Xp) & (pgn)(xl, cey Xn)d

Veta
Problém zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne funkcie je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.
V opaénom pripade by takéto ziplnenie enumeracnej Ciastoénej
funkcie W, bola rekurzivna funkcia:

fle,xi,...,xn) =~ if Wg")(xl,...,xn) then V,(e, xi, ..., x,) else 0.



Nerozhodnutelné problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumeralnii Ciastoénii funkciu je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.

Nech e, je rekurzivny index enumeracnej Ciastocnej funkcie W,:
V,(e,x1,. .., xn) = Vpi1(en, €,x1,. .., Xn).
Cize

( )( (”+1)(

Xty ooy Xn)d <> e, X1, %) .
Odtial dostaneme
W s xn) ¢ WD (e 0, x).

Z rozhodnutelnosti problému zastavenia pre W, by sme dostali
rozhodnutel nost vieobecného problému zastavenia.



Polorozhodnutelné problémy

Ciastoéne rekurzivne predikaty

n-arny predikat P je CiastoCne rekurzivny, ak existuje n-arna
Ciastoéne rekurzivna funkcia f taka, ze

P(x1y ... Xn) <> F(x1,.. s Xn)d -

Priklady

» Kazdy n-arny rekurzivny predikat P je Ciastocne rekurzivny:
(X1, xn) ~if P(xi,...,x,) then 1 else 0" (xq, ..., x,).

» Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne Ciastoéne
rekurzivne funkcie je (n+1)-arny CiastoCne rekurzivny predikat:

Wg”)(xl,...,xn) R \If,,(e,xl,. . .,X,,)\L .



Polorozhodnutelné problémy

Ciastoéne rekurzivne predikaty

n-arny predikat P je CiastoCne rekurzivny, ak existuje n-arna
Ciastoéne rekurzivna funkcia f taka, ze

P(x1y ... Xn) <> F(x1,.. s Xn)d -

Priklady
» Kazdy n-arny rekurzivny predikat P je Ciastocne rekurzivny:
f(xt, ..y %n) = uy[P(xa, ... xn)]

» Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne Ciastoéne
rekurzivne funkcie je (n+1)-arny CiastoCne rekurzivny predikat:

Wg”)(xl,...,xn) R \If,,(e,xl,. . .,X,,)\L .



Polorozhodnutelné problémy

Veta o normalnej forme (Kleene)

Pre kazdy n-arny CiastoCne rekurzivny predikat P existuje Cislo e
také, ze pre vsetky Cisla x1, ..., x, plati vztah

P(x1,...,xn) > IsTh(e,x1,...,Xn, S)
Dékaz.
Nech f je n-arna Ciasto¢ne rekurzivna funkcia taka, ze
P(x1y ... Xn) <> F(x1,.. .y Xn)d -

7 Kleeneho vety o normalne] forme pre n-arne Ciasto€ne rekurzivne
funkcie plynie, Ze existuje Cislo e také, ze

f(xty...,xn) >~ Unps[Ty(e,x1,...,Xxn, )]



Polorozhodnutelné problémy

Veta o normalnej forme (Kleene)

Pre kazdy n-arny CiastoCne rekurzivny predikat P existuje Cislo e
také, ze pre vsetky Cisla x1, ..., x, plati vztah

P(x1,...,xn) > IsTh(e,x1,...,Xn, S)
Dékaz.
Nech f je n-arna Ciasto¢ne rekurzivna funkcia taka, ze
P(x1y ... Xn) <> F(x1,.. .y Xn)d -

7 Kleeneho vety o normalne] forme pre n-arne Ciasto€ne rekurzivne
funkcie plynie, Ze existuje Cislo e také, ze

f(x1y...,xn)d < IsTh(e,x1, ..., Xn, S).



Polorozhodnutelné problémy
Veta (Post)

Predikat je rekurzivny prave vtedy, ked on a jeho negécia si
Ciastocne rekurzivne predikaty.

Dékaz.
Nech n-arny predikat P a jeho negacia si Ciastocne rekurzivne.
Z vety o normalnej forme plynie, Ze existuja Cisla e, e; také, ze

P(x1,...,%n) <> 3sTh(er, x1, ..., Xn, S)
—P(x1,...,%n) <> s Th(e2, X1, ..., Xn, S).

Regularna minimalizacia definuje n-arnu rekurzivnu funkciu f:
f(x1,...,xn) = us[Th(er, x1, ..., Xn,s) V Th(e2, x1, ..., Xn, 5)].
Rekurzivnost predikatu P plynie z tohoto vyjadrenia

P(x1,...,xn) <—>T,,(el,xl,...,x,,,f(xl,...,x,,)).



Polorozhodnutelné problémy

Projekcie rekurzivnych predikatov
Nech R je (n+1)-arny rekurzivny predikat a nech P je n-arny
predikat definovany predpisom

P(x1,...,xn) <>y R(y,x1,...,Xn).

Vravime, Ze predikat P vznikol (existenénou) projekciou
rekurzivneho predikatu R.

Rekurzivne spocitatelné predikaty

n-arny predikat P je rekurzivne spocitatelny, ak jeho obor
pravdivosti je prazdna mnozina alebo ak existuje unarna rekurzivna
funkcia f taka, ze

Pxt,. . xn) < 3y Fy) = (x1,. 05 xn).

Vravime, ze funkcia f enumeruje predikat P.



Polorozhodnutelné problémy

Veta

Nech P je n-arny predikat. Potom nasledujiice podmienky sii
ekvivalentné:

> P je ¢iastocne rekurzivny predikat.
> P je projekcia rekurzivneho predikatu.

» P je rekurzivne spoéitatelny predikat.

Dékaz.

Znenie vety plynie z nasledujtcich troch pomocnych tvrdeni.



Polorozhodnutelné problémy

Lema
Kazdy Ciastocne rekurzivny predikat je projekciou rekurzivneho
predikatu.

Dékaz.
Nech P je n-arny Ciastocne rekurzivny predikat. Z Kleeneho vety o
normalnej forme plynie, Ze existuje &islo e také, ze

P(x1,...,xn) <> 3sTh(e, x1,. .., Xn, S).
Nasledujaci vztah definuje (n+1)-arny rekurzivny predikat R:

R(s,x1,...,xn) <> Th(e,x1,...,Xn,5).
Predikat P je tak projekciou rekurzivneho predikatu

P(x1,...,%n) <> 3sR(s, X1, ..., Xn).



Polorozhodnutelné problémy

Lema
Kazda projekcia rekurzivneho predikatu je rekurzivne spocitatelny
predikat.

Dokaz.
Nech R je (n+1)-arny rekurzivny predikat a nech P je jeho projekcia:

P(Xla"'axn) <_>Ely"?(yaxla"'vxn)

Predpokladajme, ze predikat P plati pre Cisla as, ..., a,. Uvazujme
unarnu funkciu f definovani vztahom

(x1,...,%,) ak pre nejaké Cisla y, x1,...,x, plati
f(z) = z={y,x1,...,%a) a R(y,x1,...,%n),
(a1,...,a,) inac.

f je rekurzivna funkcia, ktora enumeruje predikat P:
P(x1,...,xp) <> 3zf(2) = (x1,...,Xn).

P je preto rekurzivne spocitatelny predikat.



Polorozhodnutelné problémy

Lema
Kazda projekcia rekurzivneho predikatu je rekurzivne spocitatelny
predikat.

Dokaz.
Nech R je (n+1)-arny rekurzivny predikat a nech P je jeho projekcia:

P(le"'vxn) <_>Ely"?(yaxlv"'vxn)

Predpokladajme, ze predikat P plati pre Cisla ay, ..., a,. Uvazujme
unarnu funkciu f definovani vztahom

(R)(2) < R([2IT [215H .. [2]00)

f(z) =if Tuple(n+1,z) A (R)(z) then m(z) else (a1, ..., an).
f je rekurzivna funkcia, ktora enumeruje predikat P:
P(x1,...,xp) <> 3zf(2) = (x1,...,Xn).

P je preto rekurzivne spocitatelny predikat.



Polorozhodnutelné problémy

Lema
Kazdy rekurzivne spocitatelny predikat je Ciastocne rekurzivny
predikat.

Dékaz.
Nech f je unarna rekurzivna funkcia, ktord enumeruje n-arny
predikat P:

P(x1,...,xp) <> 3y fy) = (x1,..., Xn).
Potom neohrani¢end minimalizacia

g(xi,...,xn) =~ uyl[f(y) = (x1,...,xn)]
definuje CiastoCne rekurzivnu funkcia g taka, ze

P(x1,...,%n) <> g(x1,...,xn)d .



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Uniformny problém zastavenia

Aritmetizacia uniformného problému zastavenia pre n-arne Ciastoéne
rekurzivne funkcie je unarny predikat definovany predpisom

Totp(e) <> Vxi- - - Vx, cpgn)(xl, cey Xn)d

Veta
Uniformny problém zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne
funkcie nie je ani polorozhodnutelny problém.

Dékaz.
Tvrdenie je désledok nasledujucej lemy, ktord je sformulovana a
dokazana pre pripad n = 1.



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Uniformny problém zastavenia

Aritmetizacia uniformného problému zastavenia pre n-arne Ciastoéne
rekurzivne funkcie je unarny predikat definovany predpisom

Totp(e) <> Vxq-- ~V><,,VV.(9")(X17 ey Xn)-

Veta
Uniformny problém zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne
funkcie nie je ani polorozhodnutelny problém.

Dékaz.
Tvrdenie je désledok nasledujucej lemy, ktord je sformulovana a
dokazana pre pripad n = 1.



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Lema (pripad n = 1)
Nech P je predikat taky, ze Ve(P(e) — Tot(e)). Ak P je ¢iastocne
rekurzivny predikat, potom {pe | P(€)} C {pe | Tot(e)}.

Dékaz.
Existuje rek. fcia k taka, ze {e | P(e)} = {k(0), k(1), k(2),...}.

Preto {¢e | P(e)} = {¢«(0), Pk(1)s Pk(2), - - -}- Nasledujici vztah
definuje unarnu Ciastoéne rekurzivnu funkciu f:

f(x) = W(k(x),x) + L.
Pretoze () (x) ], f je totélna. Z definicie plynie tiez
F(x) = @) (¥) + 1 # 0rpa(x) td. F # reo
pre kazdé x. Odtial dostaneme

f & {ve| Ple)} € {pe]Tot(e)}.



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Implementacia

ged(x,y) =if x 0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x = y,y)
X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end
else
max(x, y)

Vypocet
Vypocet s argumentami klesajacimi v miere max(x, y):

gcd(9,12) = gcd(9,3) = gcd(6,3) = gcd(3,3) =3
12 > 9 > 6 > 3



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Implementacia

ged(x,y) =if x 0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x = y,y)
X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end
else
max(x, y)

Vypocet
Podmienky regularity zaru€uja, ze vypocet vzdy skonéi:

Xx#Z0Ay #0Ax >y — max(x = y,y) < max(x, y)
x#0Ay #0Ax <y — max(x,y = x) < max(x, y).



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Implementacia

ged(x,y) =if x 0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x = y,y)
X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end
else
max(x, y)

Vypocet
Podmienka x # 0 A y # 0 sa zbytocne opakovane vyhodnocuje

ged(9,12) = gcd(9,3) = gecd(6,3) = gcd(3,3) =3



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Alternativna implementacia so vstupnou podmienkou

x#0Ay #0— gcd(x,y) = case
x>y = gcd(x=-y,y)

X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end

Vypocet
Ten nemusi skon¢it:

gcd(1,0) = ged(1 = 0,0) = ged(1,0) = - - -

Program pocita €iastocnl funkciu!



Turingova Gplnost a totélne funkciondlne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela
Alternativna implementacia so vstupnou podmienkou

x#0Ay #0— gcd(x,y) = case
x>y = ged(x=y,y)

X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end

Vypocet
Rozsirené podmienky regularity pre mieru max(x, y):

XZOANYy£0AXx>y s> max(x —y,y) <max(x,y)Ax =y £0Ay #0
XZO0ANYy #Z0Ax <y —= max(x,y = x) <max(x,y) Ax#O0Ay=x#0.

Vypocet skonéi pre vstupy splnajice vstupna podmienku.



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language £

Let M describe a single computation step of £ and P its final
configuration. Evaluator of £ is the unlimited iteration of M s.t.

M (x) = {Mk(x) ?f PMk(x) and k is the least such number,
0 if there is no such number.
Program for computing the evaluator M*:
3k PM¥(x) — M*(x) = if P(x) then x else M* M(x).
Condition of regularity of the program:
Jk PMK(x) A =P(x) — t M(x) < t(x) A 3k PM*M(x),

where t(x) = pk[3I PM!(x) — PM¥(x)] is the number of
computation steps from the configuration x (zero for infinite loop).



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language £

Let M describe a single computation step of £ and P its final
configuration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M*(x) = y < 3k(PM*(x) AVI < k=PM'(x) Ay = M¥(x)) v
-3k PM*(x) Ay = 0.

Program for computing the evaluator M*:

3k PM*(x) — M*(x) = if P(x) then x else M* M(x).
Condition of regularity of the program:

Ik PM¥(x) A =P(x) — t M(x) < t(x) A Ik PMKM(x),

where t(x) = pk[3I PM'(x) — PM¥(x)] is the number of
computation steps from the configuration x (zero for infinite loop).



Zaver

11. cviCenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.

12. cvicenie

» Za&ina hned po prednaske v miestnosti F1-248.

» Semestralny test.
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