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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Stru¢na osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regulérne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Definicia triedy Ciastoéne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu x = 1.

» Explicitné definicie Ciastocnych funkcii:
f(X1y.ooyXn) > T[x1, ...\ Xn].
» Rekurzivne definicie Ciastoénych funkcii:
f(X1y.. oy Xn) = T[fi X1, Xn)-

Funkcia je rekurzivna, ak je to totalna CiastoCne rekurzivna funkcia.
Predikat je rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Veta

Trieda rekurzivnych funkcii je obecne rekurzivne uzavreta.

Désledok

>

Kazda obecne rekurzivna funkcia je rekurzivna.

Kazdy obecne rekurzivny predikat je rekurzivny.

Trieda rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.
Rekurzivne predikaty si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohrani¢enymi formulami.

Rekurzivne funkcie si uzavreté na definicie funkcii ohranicenou
minimaliziciou.

Rekurzivne funkcie si uzavreté na definicie funkcii regularnou
minimalizéciou.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Neohrani¢ena minimalizacia
Sa to definicie €iastocnych funkcii v tvare

f(x1,...,xn) =~ najmensie Cislo y také, ze plati ¢[xi,. .., xn,y],
kde ¢ je ohraniena formula. Skrateny zapis:
(X1, Xn) o uy[gp[xl, . ,x,,,y]].
Regularna minimalizacia:
f(X) = wy [¢l%, v]] ak Vx3yplX, yl,
je specialny pripad neohranienej minimalizacie.

Veta
Trieda ciastoénych rekurzivnych funkcii je uzavrets na definicie
Ciastocnych funkcii neohrani¢enou minimalizaciou.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Neohrani¢ena minimalizacia
Sa to definicie €iastocnych funkcii v tvare

F(X1y . s Xn) 2y < @[X1, .o Xn, Y] AVZ <y =[x, ...y Xn, 2],
kde ¢ je ohraniena formula. Skrateny zapis:
(X1, Xn) o uy[gp[xl, . ,x,,,y]].
Regularna minimalizacia:
f(X) = wy [olX y]] ak Vx3yp[X, y],
je specialny pripad neohranienej minimalizacie.

Veta
Trieda ciastoénych rekurzivnych funkcii je uzavrets na definicie
Ciastocnych funkcii neohrani¢enou minimalizaciou.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie
Dékaz.

V odvodeni f pouzijeme tito Ciastocne rekurzivnu funkciu:

ak plati ¢[X, y],

7; = v i X
g(y,X) {g(y—i—l,x) ak neplati ¢[X, y].

Rekurzivnost CiastoCnej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(X,y) < »lX,y]
gly,x) ~if P(x,y) then y else g(y + 1, X)
f(X) ~ g(0,).

Korektnost implementacie plynie z tejto vlastnosti Ciastocne
rekurzivnej funkcie g:

gly,X)~z+ y< z/\<,0[>?,z]/\Vz1(y <zn<z-— —w[)?,zl]).



Kleeneho veta o normalnej forme

Veta o normalnej forme (Kleene)

Existuje undrna primitivne rekurzivna funkcia U a pre kazdé n > 1
existuje (n+2)-drny primitivne rekurzivny predikat T, taky, Ze pre
kazdi n-arnu Ciastocne rekurzivnu funkciu f existuje &islo e také, Ze
pre vsetky prirodzené &isla xi, ..., x, plati vztah:

f(x1,...,xn) =~ Uuns[L,(e,xi,...,Xn5)]

Poznamka
Ak Ciasto€ne rekurzivna funkcia f je totalna, potom minimalizacia
VO vyraze na pravej strane rovnosti je regularna, t. .

Vxq ... Vxp3s Th(e, x1, ..., Xn, S).
V takomto pripade plati vztah:

f(x1,...,xn) = Ups[Th(e,x1,...,%n, )]



Kleeneho veta o normalnej forme

Idea dokazu
Neformalny popis predikatu T, a funkcie U:
» Kleeneho predikat T, ma tato zakladni vlastnost:
Th(e,x1,-..,xn,S) plati prave vtedy, ked e je kod

programu a s je kéd vypoétu tohoto programu pre
vstupy Xi, ..., Xnp.

Tu programom rozumieme CiastoCne rekurzivne odvodenie
nejakej Ciastoénej funkcie a vypoltom proces vyhodnotenia
tejto Ciastocnej rekurzivnej funkcie.

» Funkcia U(s) urci z kédu vypoctovej postupnosti vysledna
hodnotu.

Ukazeme, Ze Kleeneho predikat T, i funkciu U mdzeme zvolit ako
primitivne rekurzivne.



Kleeneho veta o normalnej forme

Vypoctovy model pre Ciastocne rekurzivne funkcie
Tato téma bola prebratd na predoslej prednaske.

Aritmetizacia vypoctového modelu
Tato téma bola prebratd na predoslej prednaske a tieZ na cvi€eni.



Kleeneho veta o normalnej forme

Aritmetizacia redukcnej relacie
Binarny primitivne rekurzivny predikat t >3 r je aritmetizéciou
jednokrokovej redukénej relacie 7 >1 p:

t >3 r plati prave vtedy, ked" existujii uzavreté rekurzivne
termy T,p také, zet ="1", r="p a1 > p.

Primitivna rekurzivnost predikatu plynie z tohoto vyjadrenia
t 7 r < Ctm(t) A=Nm(t) A Ctm(r) A Rd(t) =r.
Tu Rd(t) je unarna primitivne rekurzivna funkcia taka, ze plati:

ak 7 >1 p, potom Rd("77) ="p™
Rd('—g—') =X



Kleeneho veta o normalnej forme

Kleeneho predikat

Primitivne rekurzivny predikat Computation(s) plati, ak €islo s je
kédom (ukonéenej) vypocltovej postupnosti:

Computation(s) <+ s Z0AVi < L(s) =1 (s); >7 (5);41 A
A Nm <(S)L(s);1> :

Primitivne rekurzivna funkcia U(s) vyberie z vypocCtove;
postupnosti s vysledni hodnotu:

U(s) = De ((s)y9)-1) -

Kleeneho predikat T, je (n+2)-arny primitivne rekurzivny predikat
definovany explicitne predpisom

Th(e,x1,...,%n,s) <> Rf(n,e) N Computation(s) A

NS =e({"x1. . "xa ).



Kleeneho veta o normalnej forme

Veta o normalnej forme (Kleene)

Existuje undrna primitivne rekurzivna funkcia U a pre kazdé n > 1
existuje (n+2)-drny primitivne rekurzivny predikat T, taky, Ze pre
kazdi n-arnu &iastocne rekurzivnu funkciu f existuje ¢islo e také, Ze
pre vsetky prirodzené &isla xq, . .., x, plati vztah:

f(xiy...,xn) >~ Unps[Ty(e, x1,...,Xxn, )]

Poznamka
Z dbkazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze pre kazdy
n-arny rekurzivny funkény symbol f plati

f(xt,. ., xn) 2 Ups[T("F 7, x1,..., %5, 9)]



Kleeneho veta o normalnej forme

Veta
Kazda rekurzivna funkcia je obecne rekurzivna.

Dékaz.

Ak f je n-arna rekurzivna funkcia, potom existuje Cislo e také, ze
f(X) = Ups[T,(e, X, s)].
Minimalizacia vo vyraze na pravej strane rovnosti je regularna:
Vx3s Ty(e, X, 5).
Obecna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

g(xX) = us[Th(e, X, s)]
f(xX) = Ug(x).



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Rekurzivne indexy

Symbolom gogn) oznaCujeme n-arnu Ciastocne rekurzivnu funkciu
definovani predpisom

m _)f ak e =" pre nejaky n-arny rek. fun. symbol f,
P inac.

Ak f = go(e") tak Cislo e nazveme rekurzivnym indexom Ciastocne;
funkcie f. Cisla v tvare "7 st dobre vytvorené indexy.

Veta
Ciasto¢na funkcia je rekurzivna prave vtedy, ked ma rekurzivny
index.

Poznamka
Z dokazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze

W (xt, .o x) = U ps[To(e, x1, - -, Xn, 5)]-



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Enumeraéna Ciastoéna funkcia
Symbolom W, si ozna&ime (n+1)-arnu Ciasto¢na funkciu definovani
predpisom

Y, (e,Xx1,...,Xn) go(e")(xl, ey Xn)-

Veta o enumeracii (Kleene)

Pre kazdé n > 1, Ciasto¢na funkcia WV, je CiastoCne rekurzivna
funkcia, ktord enumeruje (s opakovanim) triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii, t. j. postupnost

AXq ..o Xp - Wn(e,x1, ...y Xn) pree=0,1,2,...

je enumerécia triedy n-drnych Eiastocne rekurzivnych funkcir.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Dokaz vety o enumeracii

» Z vety charakterizujicej rekurzivne indexy plynie, Ze
nasledujica postupnost

AR V,(0,%) ARW,(1,%) AR.V,(2,%)

t.. ol ol o

je enumeracia triedy n-arnych Ciasto€ne rekurzivnych funkcii.

» Z dékazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze
Vn(e, ) = U ps[To(e, %, 5)].
Rekurzivnost €iastoénej funkcie W, plynie z tohoto vyjadrenia

f(e,x) ~ us[T,(e, X, s)] V,(e,x) ~ Uf(e,X).



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Enumeracna Ciastocna funkcia je univerzalna (plati to aj
naopak)
(n+1)-arna &iastocna funkcia W, splia tieto dve podmienky:

» Pre kazdi n-arnu Ciastocne rekurzivnu funkciu f existuje Cislo
e také, ze pre kazda n-ticu Cisel xq,. .., x, plati rovnost

V(e x1, ... xn) = Fx1,...,Xn).

> Pre kazdé &islo e je n-arna Ciastoéna funkcia f definovana
vztahom

(X1, yxn) = VYale,x1, ..., Xp)

¢iastoéne rekurzivna.

Vravime, ze W, je univerzalnou pre triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii
Ziplnenie enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivna
funkcia
Dékaz sporom. Predpokladajme napr., ze binarna funkcia f:

k
Fle,x) ~ Vi(e,x) ak W(e,x)| (1)
0 ak Wi (e, x)t
je rekurzivna. Potom aj unarna funkcia g definovana vztahom
g(x) =f(x,x)+1 (2)

je rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati

Vi (e, x) =~ g(x). (3)

Odetial W (e, e)l. Postupnymi Gpravami odvodime spor:

1 3
g(0) D fle,e)+1 Y w(e e)+1 ¥ gle) + 1.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Ziplnenie enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivna
funkcia
Dékaz sporom. Predpokladajme napr., ze (n+1)-arna funkcia f:

{\lln(e,f(’) ak W, (e, )| "

0 ak W,(e, x)T
je rekurzivna. Potom aj n-arna funkcia g definovana vztahom
glxa, ... xn) =F(xi, x1, ..., xp) + 1 (2)
je rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé xi,..., Xx,:
V,(e,x1,. .., xn) ~ g(x1,. .., Xn)- (3)
Odtial W,(e,e,...,e)]. Postupnymi Gpravami odvodime spor:

g(e,..,e) @) f(e,e,..,e)+1 (1:) VY, (e e,..,e)+1 (;) gle,..,e)+ 1.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Graf enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivny predikat

Dékaz sporom. Predpokladajme, Ze graf binarnej enumeracnej
Ciastocnej funkcie Vi:

Gi(e,x,y) <> W(e,x) ~y (1)
je rekurzivny predikat. Potom je rekurzivny aj unarny predikat P:
P(x) + Gi(x, x,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati rovnost
Y (e, x) ~ Pu(x). (3)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e) 2 Gyi(e,e,0) B wi(e,e) ~ 0¥ P.(e) ~ 0 = —P(e).



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Graf enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivny predikat

Dékaz sporom. Predpokladajme, ze graf (n+1)-arnej enumeraéne;j
Ciastoéne] funkcie W,

Gn(e, X1,y Xn,y) < Wnle, x1, ..., Xxp) =y (1)

je rekurzivny predikat. Potom je rekurzivny aj n-arny predikat P:

P(x1,...,xn) > Gp(x1,x1,...,%n,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, Ze pre kazdi n-ticu Cisel xq, ..., x, plati
V(e ,x1, ..., xn) = Pu(x1, ..., Xn). (3)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e,...,e)gG,,(e,e,...,e,O)g\lln(e,e,...,e):Og

& Pi(e,...,e)~0< —P(e,...,e).



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Primitivna rekurzia Ciastocnych funkcii

Sa to definicie Ciastonych funkcii v tvare

f0,y1,---,yn) = g(y1,--- ¥n)
F(S(x),y1,y .-y ¥n) =~ h(x7 f(x,yl,...,y,,),yl,...,y,,).

Primitivna rekurzia pre totalne g, h:

f(O,y1,--,yn) =801,y ¥n)
f(S(x),y1,--.,¥n) = h(x, f(x,yl,...,y,,),yl,...,yn)

je Specialny pripad operatora primitivnej rekurzie €iasto€nych
funkcii.



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Veta
Trieda ciastocne rekurzivnych funkcii je uzavretd na primitivnu
rekurziu Ciastocnych funkcii.

Dékaz.

Nech g, h st Ciastocne rekurzivne funkcie a

f(07Y17--~7)/n) :g(ylw'w.yn)
f(S(X)7.y17"'7yn) s h(X7 f(X7Y17--~7Yn)a)/1a~~-a)/n)-

Rekurzivnost €iastoénej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y1,...,¥n) ~if x # 0 then

h(x*1,f(x+1,y1,...,y,,),y1,...,y,,)
else

gyt -1 ¥n).



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Minimalizacia Ciastocnych funkcii

Sa to definicie Eiastonych funkcii v tvare
f(X)~y < gly,X) ~1AVz< y(g(z,%)i A g(z,X) # 1).
Skrateny zapis
F(X) ~ wylg(y, x) = 1].
NeohraniCend minimalizacia pre totalne g:
F(X) ~ wylg(y,x) =1].

Jje 3pecialny pripad operatora minimalizacie €iastoénych funkcii.



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Minimalizacia Ciastocnych funkcii

Sa to definicie Eiastonych funkcii v tvare
f(X) =y < g(y,X) ~1AVz<ydv(g(z,X) 2 vAv#1).
Skrateny zapis
F(X) ~ wylg(y, x) = 1].
NeohraniCend minimalizacia pre totalne g:
F(X) ~ wylg(y,x) =1].

Jje 3pecialny pripad operatora minimalizacie €iastoénych funkcii.



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Veta

Trieda ciastocne rekurzivnych funkcii je uzavretd na minimalizaciu
Ciastoénych funkcii.

Dékaz.

Nech g je Ciastocne rekurzivna funkcia a

f(x) ~ nylg(y,x) ~1].

Rekurzivnost Ciastoénej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

h(y,x) ~=if (g(y,X)=«1) # 0 then y else h(y + 1,X)
£(R) ~ h(0, ).

Korektnost implementacie plynie z tejto vlastnosti €. r. funkcie h:

h(y,X) ~z<y<zAg(z,X)~1A
Vo (y <z <z — gz, X)L A g(z1, %) #1).



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie
Definicia triedy Ciastocne p-rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) =0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» identity (projekcie) 17(xq,...,x,) = x; pre kazdé 1 < i < n.

» Kompozicia (skladanie) Eiastoénych funkcii:
F(X1y.eyXn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...,x,,)).
» Primitivna rekurzia Ciasto€nych funkcii:

f(07y15‘°'7yn) :g(ylw"ayn)
f(S(X)7.y17“ . 7.yf7) = h(X7 f(X7y17" . a}’n)a)/h- ")yn)'

» Minimalizacia iastocnych funkcii:

f(xa,. - xn) =~ wylg(y, xt, ..., xn) = 1].



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Definicia
Predikat je p-rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.

Veta
Trieda u-rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.

Désledok

» Kazds primitivne rekurzivna funkcia je u-rekurzivna.

» Kazdy primitivne rekurzivny predikat je u-rekurzivny.



Ciastoc¢ne p-rekurzivne funkcie

Veta
Trieda ciastocne rekurzivnych funkcii je totozna s triedou Ciastocne
u-rekurzivnych funkcii.

Dékaz.
Ak f je n-arna CiastoCne rekurzivna funkcia, potom existuje Cislo e
také, ze pre vietky &isla xi, ..., x, plati vztah:

f(x1,...,xn) = Uuns[T,(e,xi,...,xXn,5)]
u-rekurzivnost iastocnej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(s,x1,...,xn) < Th(e,x1, ..., Xn,5)
g(x1, ..., xn) =~ us[Pu(s, x1,...,%5) =~ 1]
f(xt,...,xn) = Ug(x1,...,Xn)

Opacna inklazia plynie z faktu, ze trieda Ciastocne rekurzivnych
funkcii je p-rekurzivne uzavreta.



Church-Turingova téza
Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Turingova téza (1936-1937)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
¢isel je totozna s triedou funkcii vypocitatelnych na Turingovych
strojoch.

Modely (Eiastoéne) vypocitatelnych funkcii

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Godel, 1931, 1934],
» A-definovatelné funkcie [Church, 1932],

> (Ciastocne) p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952],

» Turingove stroje [Turing, 1936-1937],

» CiastoCne rekurzivne funkcie [Kleene, 1952],

> registrové stroje [napr. Minsky, 1961].



Zaver
10. cvicenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.

11. cviCenie

» Za&ina hned po prednaske v miestnosti F1-248.
> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v nedelu tento tyZdeh.

12. prednaska

» Rekurzivne rozhodnutel'né, polorozhodnutelné a
nerozhodnutelné problémy.

» Turingova Gplnost a totalne funkcionalne programovanie.

12. cviCenie

» Semestralny test.
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