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Zopakovanie

Cie© predmetu

I Vybudova´ matematické základy deklaratívnych
programovacích jazykov.

Stru£ná osnova predmetu

I Primitívne rekurzívne funkcie
I Aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou.

I Obecne rekurzívne funkcie
I Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií:

I Ackermannova funkcia (1928),
I univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.

I �iasto£ne rekurzívne funkcie
I Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
I Kleeneho veta o normálnej forme.
I Churchova téza a algoritmicky nerozhodnute©né problémy.



Zopakovanie

Dobre zaloºené relácie
Vravíme, ºe relácia ~x ≺ ~y na Nn je dobre zaloºená (tieº
noetherianská), ak kaºdá klesajúca postupnos´

~x1 � ~x2 � ~x3 � ~x4 � · · ·

je kone£ná. Tu ~x � ~y ↔ ~y ≺ ~x .
Úplné dobre zaloºené usporiadanie sa nazýva dobré usporiadanie.

Príklady

I Relácia ~x ≺ ~y indukovaná mierou µ[~x ] do ²tandardného
usporiadania prirodzených £ísel:

~x ≺ ~y ↔ µ[~x ] < µ[~y ].

I Lexikogra�cké usporiadanie dvojíc prirodzených £ísel:

(a, b) <lex (c, d)↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .



Zopakovanie

Regulárna rekurzia do dobre zaloºenej relácie ≺
Sú to de�nície v tvare

f (~x) = τ [f ; ~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity majú tvar:

Γτf (~ρ)[f ; ~x ]→ ~ρ[f ; ~x ] ≺ ~x

pre kaºdú rekurzívnu aplikáciu f (~ρ) funkcie f , ktorá je stráºená
podmienkou Γτf (~ρ) v terme τ .
Splnenie podmienok pre funkciu de�novanou pridruºenou rovnos´ou

f (~x) = τ
[
[f ]≺~x ; ~x

]
.

Táto funkcia je potom jediným rie²ením funkcionálnej rovnice (1).



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkcie (charakterizácia)
Trieda primitívne rekurzívnych funkcií je najmen²ia trieda funkcií,
ktorá obsahuje funkciu nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x .− 1 a je uzavretá na explicitné de�nície a regulárne
rekurzívne de�nície s mierou.

Obecne rekurzívne funkcie (de�nícia)
Trieda obecne rekurzívnych funkcií je najmen²ia trieda funkcií, ktorá
obsahuje funkciu nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu predchodcu
x .− 1 a je uzavretá na explicitné de�nície a regulárne rekurzívne
de�nície do dobre zaloºených relácií.

Obecne rekurzívne funkcie, ktoré nie sú primitívne rekurzívne

I Ackermannova funkcia (1928).
I Univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.



Zopakovanie

Základné kon²trukcie pri tvorbe deklaratívnych programov

I Premenné, kon²tanty a funk£né aplikácie.
I Podmienkové výrazy:

case

ϕ1[~x ; ~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
.

.

.

ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]
end

case

χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x , ~y1]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

Podmienka úplnosti a jednozna£nosti:

m∨
i=1

∃~yiϕi [~x ; ~y1] ∧
m∧

i,j=1

∀~yi∀~yj
(
ϕi [~x ; ~yi ] ∧ ϕj [~x ; ~yj ]→ ρi [~x , ~yi ] = ρj [~x , ~yj ]

)
.

Matematická notácia:

D~ω1,...,~ωm
χ1,...,χm

(
ϕ1[~x ; ~y1], ρ1[~x , ~y1], . . . , ϕm[~x ; ~ym], ρm[~x , ~ym]

)
.



Zopakovanie

Základné kon²trukcie pri tvorbe deklaratívnych programov

I Premenné, kon²tanty a funk£né aplikácie.
I Podmienkové výrazy:

case

ϕ1[~x ; ~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
.

.

.

ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]
end

case

χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x , ~y1]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

χi [~x ] je charakt. term pre porovnávanie so vzorom ϕi [~x ; ~yi ]:

χi [~x ] = 1 ∨ χi [~x ] = 0 ∃~yiϕi [~x ; ~yi ]↔ χi [~x ] = 1.

Sémantika:

D
(
χ1[~x ], ρ1[~x , ~ω1[~x ]], . . . ,D

(
χm[~x ], ρm[~x , ~ωm[~x ]], 0

)
. . .
)
.



�iasto£né funkcie

�iasto£né funkcie
n-árna £iasto£ná funkcia f je jednozna£ná relácia z Nn do N:

(~x , y) ∈ f ∧ (~x , z) ∈ f → y = z .

De�ni£ný obor £iasto£nej funkcie f :

dom f = {~x ∈ Nn | ∃y (~x , y) ∈ f }.

�iasto£ná funkcia f je totálna, ak dom f = N
n, t.j.

∀~x∃y(~x , y) ∈ f .

Pre kaºdé n ≥ 1, symbolom ∅(n) ozna£ujeme n-árnu £iasto£nú
funkciu, ktorá nie je nikde de�novaná.



�iasto£né funkcie

Usporiadanie £iasto£ných funkcií
Trieda n-árnych £iasto£ných funkcií je usporiadaná reláciou inklúzie:

f ⊆ g ↔ ∀~x∀y
(
(~x , y) ∈ f → (~x , y) ∈ g

)
.

Základné pojmy:
I f je roz²írením g , ak g ⊆ f .
I f je zúºením g , ak f ⊆ g .
I Roz²írenie f , ktoré je totálne, nazveme zúplnením £iasto£nej

funkcie f .

Niektoré základné vz´ahy:
I ∅(n) ⊆ f pre kaºdú £iasto£nú n-árnu funkciu f .
I Ak f ⊆ g a f je totálna, potom f = g .



�iasto£né funkcie

Re´azec
Nekone£ná postupnos´ n-árnych £iasto£ných funkcií

f0, f1, f2, . . . , fi , fi+1, . . .

je re´azec, ak platí

f0 ⊆ f1 ⊆ f2 ⊆ · · · ⊆ fi ⊆ fi+1 ⊆ · · · .

Mnoºinové zjednotenie
⋃∞

i=0 fi :

(~x , y) ∈
∞⋃
i=0

fi ↔ ∃i (~x , y) ∈ fi ,

je jeho limita (supremum). Je to opä´ n-árna £iasto£ná funkcia.



�iasto£né funkcie

�iasto£ná denotácia termov
Tvrdenie τ ' y , ktoré £ítame takto

hodnota výrazu τ existuje a je rovná £íslu y ,

je de�nované induktívne na ²truktúru termu τ :

x ' y ≡ x = y

f (ρ1, . . . , ρn) ' y ≡ ∃z1 · · · ∃zn
( n∧
i=1

ρi ' zi ∧ (z1, . . . , zn, y) ∈ f
)

D(ρ1, ρ2, ρ3) ' y ≡ ∃z1
(
ρ1 ' z1 ∧ (z1 6= 0 ∧ ρ2 ' y ∨

z1 = 0 ∧ ρ3 ' y)
)
.

Ak hodnota termu existuje, potom je ur£ená jednozna£ne:

τ ' y ∧ τ ' z → y = z .

Ak τ obsahuje len funkcie, potom τ ' y ↔ τ = y .



�iasto£né funkcie

Silná rovnos´ (Kleene)
Ozna£enie:

τ↓ ≡ ∃y τ ' y (τ je de�novaný, má hodnotu, konverguje)

τ↑ ≡ ¬∃y τ ' y (τ nie je de�novaný, nemá hodnotu, diverguje).

Silná rovnos´ τ ' ρ je de�novaná predpisom

τ ' ρ ≡ ∃y∃z(τ ' y ∧ ρ ' z ∧ y = z) ∨ τ↑ ∧ ρ↑.

Platí

τ ' ρ↔ ∀y(τ ' y ↔ ρ ' y)

τ ' τ τ ' ρ→ ρ ' τ
τ ' ρ ∧ ρ ' σ → τ ' σ.

Ak termy τ, ρ obsahujú len funkcie, potom τ ' ρ↔ τ = ρ.



�iasto£né funkcie

Explicitné de�nície £iasto£ných funkcií
Sú to de�nície £iasto£ných funkcií v tvare

f (x1, . . . , xn) ' τ [x1, . . . , xn].

Funkcionálna rovnica má jediné rie²enie. Je to n-árna £iasto£ná
funkcia f de�novaná vz´ahom

∀x1· · · ∀xn∀y
(
f (x1, . . . , xn) ' y ↔ τ [x1, . . . , xn] ' y

)
.

Explicitné de�nície (totálnych) funkcií

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn]

sú ²peciálnym prípadom explicitných de�nícií £iasto£ných funkcií.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Veta
Funkcionálna rovnica v neznámej f :

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn]

má najmen²ie rie²enie n-árnu £iasto£nú funkciu
⋃∞

i=0 fi , ktorá je

limitou re´azca f0, f1, f2, . . . de�novaného predpisom

f0 = ∅(n)

fi+1(x1, . . . , xn) ' τ [fi ; x1, . . . , xn].

Poznámka
Toto je prvá £as´ originálnej Kleeneho prvej vety o rekurzii. V
druhej £asti sa tvrdí, ºe najmen²ie rie²enie je vypo£ítate©né.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Funkcionálna notácia
Symbolom τ [f ] ozna£me n-árnu £iasto£nú funkciu de�novanú
predpisom:

τ [f ](x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

Kleeneho prvá veta o rekurzii charakterizuje pevné body
funkcionálu λf .τ [f ].

Veta o pevnom bode
Funkcionálna rovnica v neznámej f :

f = τ [f ]

má najmen²ie rie²enie n-árnu £iasto£nú funkciu
⋃∞

i=0 fi , ktorá je

limitou re´azca f0, f1, f2, . . . de�novaného predpisom

f0 = ∅(n) fi+1 = τ [fi ].



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Monotónnos´)
Pre ©ubovolné n-árne £iasto£né funkcie f a g platí

f ⊆ g → τ [f ] ⊆ τ [g ].

Dôkaz
Indukciou na ²truktúru termu τ .

Dôsledok
Ak postupnos´ n-árnych £iasto£ných funkcií

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

je re´azec, potom aj táto postupnos´ n-árnych £iasto£ných funkcií

τ [f0], τ [f1], τ [f2], . . . , τ [fi ], . . .

je re´azec.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Monotónnos´)
Pre ©ubovolné n-árne £iasto£né funkcie f a g platí

∀~x∀y
(
f (~x) ' y → g(~x) ' y

)
→ ∀~x∀y

(
τ [f ; ~x ] ' y → τ [g ; ~x ] ' y

)
.

Dôkaz
Indukciou na ²truktúru termu τ .

Dôsledok
Ak postupnos´ n-árnych £iasto£ných funkcií

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

je re´azec, potom aj táto postupnos´ n-árnych £iasto£ných funkcií

τ [f0], τ [f1], τ [f2], . . . , τ [fi ], . . .

je re´azec.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Spojitos´)
Pre ©ubovolný re´azec n-árnych £iasto£ných funkcií

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

platí vz´ah

τ [
∞⋃
i=0

fi ] =
∞⋃
i=0

τ [fi ].

Dôkaz
Implikácia (←) je priamo£iary dôsledok monotónosti. Opa£ná
implikácia sa dokazuje indukciou na ²truktúru termu τ .



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Spojitos´)
Pre ©ubovolný re´azec n-árnych £iasto£ných funkcií

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

platí vz´ah

∀~x∀y
(
τ [
∞⋃
i=0

fi ; ~x ] ' y ↔ ∃i τ [fi ; ~x ] ' y
)
.

Dôkaz
Implikácia (←) je priamo£iary dôsledok monotónosti. Opa£ná
implikácia sa dokazuje indukciou na ²truktúru termu τ .



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Dôkaz vety o pevnom bode

I Postupnos´ f0, f1, f2, . . . je re´azec, t.j.

∀i fi ⊆ fi+1.

I Limita re´azca
⋃∞

i=0 fi je rie²enie funkcionálnej rovnice, t.j.⋃∞
i=0

fi = τ [
⋃∞

i=0
fi ].

I Limita re´azca
⋃∞

i=0 fi je najmen²ie rie²enie, t. j. ak g je
rie²enie funkcionálnej rovnice, potom⋃∞

i=0
fi ⊆ g .

Tu sta£í dokáza´

∀i fi ⊆ g .



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Dôkaz vety o pevnom bode

I Postupnos´ f0, f1, f2, . . . je re´azec, t.j.

∀i∀~x∀y
(
fi (~x) ' y → fi+1(~x) ' y

)
.

I Limita re´azca
⋃∞

i=0 fi je rie²enie funkcionálnej rovnice, t.j.

∀~x (
⋃∞

i=0
fi )(~x) ' τ [

⋃∞
i=0

fi ; ~x ].

I Limita re´azca
⋃∞

i=0 fi je najmen²ie rie²enie, t. j. ak g je
rie²enie funkcionálnej rovnice, potom

∀~x∀y
(
(
⋃∞

i=0
fi )(~x) ' y → g(~x) ' y

)
.

Tu sta£í dokáza´

∀i∀~x∀y
(
fi (~x) ' y → g(~x) ' y

)
.



Rekurzívne de�nície

Rekurzívne de�nície £iasto£ných funkcií
Sú to de�nície £iasto£ných funkcií v tvare

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

�iasto£nou funkciou, ktorá je de�novaná uvedeným vz´ahom,
rozumieme najmen²ie rie²enie tejto funkcionálnej rovnice v triede
n-árnych £iasto£ných funkcií. Existencia takého rie²enia plynie z
Kleeneho prvej vety o rekurzii.

Poznámka
Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]

sú ²peciálnym prípadom rekurzívnych de�nícií £iasto£ných funkcií.
Tento fakt je to dôsledok nasledujúcich dvoch viet.



Rekurzívne de�nície

Veta
Predpokladajme, ºe

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]

je regulárna rekurzívna de�nícia n-árnej funkcie f . Potom
funkcionálna rovnica v triede n-árnych £iasto£ných funkcií

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn]

je rekurzívna de�nícia tej istej funkcie f .



Rekurzívne de�nície

Dôkaz.
Predpokladajme, ºe rekurzívna de�nícia je regulárna v dobre
zaloºenej relácie ≺. Nech g je rie²enie funkcionálnej rovnice

g(x1, . . . , xn) ' τ [g ; x1, . . . , xn]. (1)

≺-indukciou pod©a x1, . . . , xn dokáºeme tvrdenie

f (x1, . . . , xn) ' g(x1, . . . , xn).

V induktívnom kroku pre x1, . . . , xn dokáºeme pomocné tvrdenie

Γτρ[f ; x1, . . . , xn]→ ρ[f ; x1, . . . , xn] ' ρ[g ; x1, . . . , xn] (2)

pre kaºdý podterm ρ termu τ stráºený podmienkou Γτρ v τ . Odtia©

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]
(2)
' τ [g ; x1, . . . , xn]

(1)
' g(x1, . . . , xn).



Rekurzívne de�nície

Veta
Predpokladajme, ºe

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn]

je rekurzívna de�nícia n-árnej £iasto£nej funkcie f . Predpokladajme

¤alej, ºe f a v²etky pomocné £iasto£né funkcie v terme τ sú

totálne. Potom funkcionálna rovnica v triede n-árnych funkcií

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]

je regulárna rekurzívna de�nícia tej istej funkcie f .



Rekurzívne de�nície

Dôkaz.
Pod©a prvej vety o rekurzii funkcia f sa dá vyjadri´ v tvare
f =

⋃∞
i=0 fi , kde f0, f1, f2, . . . je re´azec de�novaný predpisom

f0 = ∅(n) fi+1(x1, . . . , xn) ' τ [fi ; x1, . . . , xn].

De�nícia dobre zaloºenej relácie ≺:

m(x1, . . . , xn) = najmen²ie i také, ºe fi (x1, . . . , xn)↓
(x1, . . . , xn) ≺ (y1, . . . , yn)↔ m(x1, . . . , xn) < m(y1, . . . , yn).

Potom funkcionálna rovnica

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]

je regulárna rekurzívna de�nícia do dobre zaloºenej relácie ≺. Jej
(jediným) rie²ením je funkcia f .



Výpo£tový model

Úvod
Uvaºujme rekurzívnu de�níciu n-árnej £iasto£nej funkcie f v tvare

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

Chceme ukáza´, ºe f je vypo£ítate©ná vo výpo£tovom modeli, ktorý
je zaloºený na vyhodnocovaní výrazov.

Ozna£enie a predpoklady

I g1, . . . , gk sú v²etky pomocné £iasto£né funkcie v τ .
I Kaºdá nenulová kon²tanta c v terme τ je nahradená

odpovedajúcim monadickým numerálom:

c-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).



Výpo£tový model

Monadické numerály
Výpo£et prebieha na monadických numeráloch:

0 S(0) S S(0) S S S(0) S S S S(0) . . . .

Ozna£enie:
I Ak x je prirodzené £íslo, potom x je monadický numerál,

ktorého hodnota je £íslo x :

x ≡
x-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).

I Ak x1, . . . , xn sú prirodzené £ísla, potom

x1, . . . , xn ≡ x1, . . . , xn ≡
x1-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0), . . . ,

xn-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).



Výpo£tový model

Jeden krok výpo£tu
Ak uzavretý term ρ nie je numerál, tak musí obsahova´ aspo¬ jeden
podvýraz (redex) v tvare

D(x , ρ2, ρ3) g1(y1, . . . , ym1
) . . . gk(y1, . . . , ymk

) f (x1, . . . , xn).

Jeden výpo£tový krok spo£íva v nájdení naj©avej²ieho redexu a jeho
nahradením kontrakciou pod©a nasledujúcich pravidiel

D(0, ρ2, ρ3) B1 ρ3

D(x + 1, ρ2, ρ3) B1 ρ2

gi (y1, . . . , ymi ) B1 gi (y1, . . . , ymi ) pre i = 1, . . . , k

f (x1, . . . , xn) B1 τ [f ; x1, . . . , xn].

Tak dostaneme nový uzavretý term σ a pí²eme

ρ B1 σ.



Výpo£tový model

Viac krokov výpo£tu
Ozna£enie:

I ρ1 Bk ρ2, ak výraz ρ1 sa redukuje do výrazu ρ2 po k krokoch.
To znamená, ºe existujú uzavreté rekurzívne termy
σ0, σ1, . . . , σk také, ºe

ρ1 ≡ σ0 B1 σ1 B1 · · · B1 σk ≡ ρ2.

Umoºníme tieº prípad k = 0. Vtedy ρ1 B0 ρ2 ↔ ρ1 ≡ ρ2.
I ρ1 B ρ2, ak ρ1 Bk ρ2 pre nejaké k .

Platí

ρ B σ1 ∧ ρ B σ2 → σ1 B σ2 ∨ σ2 B σ1

y B σ ↔ σ ≡ y .

Ak ρ B y , tak vravíme, ºe výpo£et skon£il s výsledkom y .



Výpo£tový model

Lema (Korektnos´)
Platí

f (x1, . . . , xn) B y → f (x1, . . . , xn) ' y .

Dôkaz.
Indukciou pod©a k dokáºeme, ºe pre kaºdý uzavretý term ρ platí

ρ Bk y → ρ ' y . (1)

Nech f (~x) B y . Potom

f (x1, . . . , xn) B1 τ [f ; x1, . . . , xn] Bk y

pre nejaké £íslo k . Odtia©

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn]
(1)
' y .



Výpo£tový model

Lema (Úplnos´)
Platí

f (x1, . . . , xn) ' y → f (x1, . . . , xn) B y .

Dôkaz.
Pod©a prvej vety o rekurzii £iasto£ná funkcia f sa dá vyjadri´ v tvare
f =

⋃∞
i=0 fi , kde f0, f1, f2, . . . je re´azec de�novaný predpisom

f0 = ∅(n) fi+1(x1, . . . , xn) ' τ [fi ; x1, . . . , xn].

Indukciou pod©a i dokáºeme, ºe platí

fi (x1, . . . , xn) ' y → f (x1, . . . , xn) B y . (1)

Odtia© dostaneme

f (x1, . . . , xn) ' y ⇒ ∃i fi (x1, . . . , xn) ' y
(1)⇒ f (x1, . . . , xn) B y .



Výpo£tový model

Veta (Ekvivalentnos´ výpo£tovej a de�ni£nej sémantiky)
Platí

f (x1, . . . , xn) B y ↔ f (x1, . . . , xn) ' y .

Dôkaz.
Priamy dôsledok predo²lých dvoch pomocných tvrdení.

Poznámka
Toto je druhá £as´ originálnej Kleeneho prvej vety o rekurzii.



Záver

8. cvi£enie

I Výsledky s komentárom nájdete na webe.

9. cvi£enie

I Za£ína hne¤ po predná²ke v miestnosti F1-248.
I Semestrálny test.

10. predná²ka

I �iasto£ne rekurzívne funkcie.
I Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie.
I Aritmetizácia výpo£tového modelu.
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