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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Stru¢na osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regulérne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Zopakovanie

Syntakticka forma rekurzie s mierou p[x]

Sa to definicie v tvare
f(x) = T[[f]ii)?] (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; x] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[f12(9) = if u[p] < u[X] then £(p) else 0.

Kazda rekurzivna aplikacia f(p) v (1) je teda strazena podmienkou
ulp] < plx].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na rekurziu s mierou.



Zopakovanie

Regularna rekurzia s mierou p[x]

Sa to definicie v tvare

f(x) = 7lf: ], (1)

pre ktoré si splnené podmienky regularity. Tie maja tvar:

Ml x]— ulplf: R < plx]

pre kazda rek. aplikaciu f(p) strazent podmienkou Mo v T
Splnenie podmienok sa overuje pre funkciu definovani rovnostou:

f(x) =7[[f]% X].

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionalnej rovnice (1).

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na regularnu rekurziu s
mierou.



Zopakovanie

Charakterizacny problém

Veta
Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktora obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu

predchodcu x — 1 a je uzavreta na explicitné definicie a reguldrnu
rekurziu s mierou.



Ackermannova funkcia

Ackermannova funkcia (1928)
Postupnost binarnych p.r. funkcii A, (x =0,1,2,...):

Aoly,z) =y +z
Ay, z) =y-z
Ax(y,z) = y*.
Definicia Axyz. Ax(y, z) pomocou vnorenej dvojitej rekurzie
Aoly,z) =y +z

Aci1(y,0) = (x =+ 1) + (x>, 2)-y
Ax+1(y,z + 1) = AX (_)/,AX_|_1(_)/7 Z))

Tato funkcia nie je primitivne rekurzivna, pretoze jej diagonalizacia
Ax. Ax(x, x) majorizuje kazd unarnu p.r. funkciu.



Ackermannova funkcia

Ackermann-Péterovej funkcia
Definicia pomocou vnorenej dvojitej rekurzie

AQ0,y)=y+1
A(x +1,0) = A(x,1)
A(x+1,y +1) = A(x, A(x + 1,y)).

Napriklad:

A(l,y)=y+2
A(2,y) =2y +3=2(y+3) =3
A(3,y) =82 =3 =23 -3

Funkcia nie je primitivne rekurzivna, pretoze jej diagonalizacia
Ax. A(x, x) majorizuje kazdd unarnu p.r. funkciu.



Ackermannova funkcia

Podmienky regularity pre Ackermann-Péterovej funkciu
Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych Cisel
(a,b) <jex (c,d) <+ a<cVa=cAb<d.
Je to dobré usporiadanie: kazda klesajica postupnost je konecna
(a1, b1) >lex (a2, b2) >1ex (33, b3) >lex (24, ba) >tex -
Podmienky regularity pre funkciu A(x, y) sa trividlne splnené:

(x,1) <jex (x +1,0)
(X+ 17y) <leX (X+ 17y+ 1)
(X, A(x +1,y)) <iex (x+ 1,y +1).

Definicia transfinitnou rekurziou do dobrého usporiadania <jey.



Ackermannova funkcia

Graf Ackermann-Péterovej funkcie
Funkcia A(x, y) nie je primitivne rekurzivna, ale jej graf

G(x,y,z) < Alx,y) =z

je primitivne rekurzivny predikat.
Idea dokazu: vyjadrit graf v tvare

G(x,y,z) <> 3s < b(z) (Cvs(s) A (x,y,z) € s),

kde
» Cvs(s) je p.r. predikat, ktory plati, ak s je postupnost histérie
vypoctu Ackermann-Péterovej funkcie;
» b(z) je p.r. funkcia, ktora dava odhad na velkost takejto
postupnosti pre vysledok vypoctu z.



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Specifikacia interpretra
Interpreter programovacieho jazyka p.r. odvodeni je binarna funkcia
e o x, ktord ma tieto dve zakladné vlastnosti:

» Pre kazdy n-arny p.r. funkény symbol f a n-ticu Eisel
Xi,...,Xn plati rovnost:

"fle(x1,..., Xy = fN(xl,...,x,,).

Tu"fe N je kéd a FV : N” — N interpretacia symbolu 7.
> Pre kazdé &islo e, unarna funkcia f definovana vztahom
f(x)=eex

je primitivne rekurzivna funkcia.

Primitivne rekurzivne odvodenia si reprezentované p.r. funkénymi
symbolmi.



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Implementacia interpretra
Definicia interpretra pomocou vnorenej dvojitej rekurzie:

Zex=0
Sex=x+1
I ex= !
(g,85) o x = (gox,gsex)
Comp; (h,gs)ex = he(gsex)
Recn(g,h) e (0,y) =gey
Recn(g,h) e (x+1,y) = he (x, Recy(g,h) e (x,y),y).

Podmienky regularity pre funkciu e @ x si trividlne splnené, napr.

(Recn(g. h), (x,y)) <iex (Recn(g, h), (x +1,y))
(h, <x, Rec,(g,h)e <x,y),y>) <lex (Rec,,(g, h), (x + 17y>).



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Definicia univerzalnej funkcie

Vravime, ze (n+1)-arna funkcia U, je univerzalnou pre triedu
n-arnych p.r. funkcii, ak s splnené tieto podmienky:

» Pre kazdi n-arnu p.r. funkciu f existuje Cislo e také, Ze pre
kazd( n-ticu Cisel xq, ..., x, plati rovnost

Un(e,x1, ..., xn) = F(x1,..., Xn).
» Pre kazdeé Cislo e je n-arna funkcia f definovana vztahom
f(x1y...,xn) = Un(e,x1,...,%n)

primitivne rekurzivna.

Funkciu U, definujeme predpisom

Un(e,x1,...,xp) = €®(x1,...,Xn).



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia U; nie je primitivne rekurzivna

Dokaz sporom: predpokladajme, Ze funkcia U je primitivne
rekurzivna. Potom aj unarna funkcia f definovana vztahom

f(x)=U(x,x)+1 (1)

je primitivne rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé
Cislo x plati rovnost

Ui(e, x) = f(x). (2)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme

=

f(e)

Spor.



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia U, nie je primitivne rekurzivna

Dokaz sporom: predpokladajme, Ze funkcia U, je primitivne
rekurzivna. Potom aj n-arna funkcia f definované vztahom

f(xa,...,xn) = U1, x1, ..., xn) +1 (1)
je primitivne rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazda
n-ticu Cisel x1, ..., x, plati rovnost

Un(e,x1, ..., xn) = f(X1,...,Xn). (2)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme

f(e,...,e) W U,,(e,e,...,e)+1@ fe,...,e)+1.



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Graf univerzalnej funkcie U; nie je primitivne rekurzivny
Dokaz sporom: predpokladajme, Ze graf univerzalnej funkcie

Gi(e,x,y) < Ui(e,x) =y (1)
je p.r. predikat. Potom je primitivne rekurzivny aj unarny predikat
P(x) + Gi(x, x,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati rovnost
Ui (e, x) = Pu(x). (3)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e) 2 Gi(e,e,0) H Ur(e,e) = 0 2 P.(e) = 0 = —P(e).



Univerzéalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Graf univerzalnej funkcie U, nie je primitivne rekurzivny

Dékaz sporom: predpokladajme, Ze graf univerzalnej funkcie
Gn(e, X1,y Xn, ) <> Unle,x1, .. xn) =y (1)

je p.r. predikat. Potom je primitivne rekurzivny aj n-arny predikat

P(x1,...,xn) <> Gp(x1,x1,...,Xn,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdi n-ticu Cisel xq, ..., x, plati
Un(e,x1, ...y xn) = Pu(x1, ..., Xn). (3)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e,...,e)@G,,(e,e,...,e,O)@Un(e,e,...,e):Og

< Pie,...,e)=0< —P(e,...,e).



Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Dobre zalozené relacie
Vravime, ze relacia X < y na N” je dobre zalozena (tiez
noetherianska), ak kazda klesajica postupnost

X1 =X = X3 = X4 > -+

je koneénd. Tu X =y & y < X.
Uplné dobre zalozené usporiadanie sa nazyva dobré usporiadanie.

Priklady

» Relacia X < y indukovana mierou p[x] do Standardného
usporiadania prirodzenych &isel:

-

X <y < plx] < ply]-
» Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych Eisel:

(a,b) <lex (c,d) <> a<cVa=cAb<d.



Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Syntakticka forma rekurzie do dobre zalozenej relacie <
Sa to definicie v tvare

f(%) = 7[lf1Z: %] (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; X] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[f]5(p) = if p < X then f(p) else 0.
Kazda rekurzivna aplikacia 7(p) v (1) je teda strazend podmienkou
p=X.
Veta
Funkcionalna rovnica (1) ma préave jedno riesenie.

Dékaz

Riesitelnost funkcionalnej rovnice vyplyva z Kleeneho vety o
pevnom bode (10. prednaska).



Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Regularna rekurzia do dobre zalozenej relacie <
Sa to definicie v tvare

f(x) = 7lf: X], (1)

pre ktoré st splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity maja tvar:

Mholfi ] = Alfi < < %

pre kazdi rekurzivnu aplikaciu () funkcie f, ktora je strazena
podmienkou 7 7 v terme 7.
Splnenie podmienok pre funkciu definovanou pridruzenou rovnostou

f(%) =[lfI3: %]

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionélnej rovnice (1).



Obecne rekurzivne funkcie

Definicia triedy obecne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu x = 1.

» Explicitné definicie:
(X1, s Xn) =T[X1, .0\ Xn]
» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
f(Xty...,xn) =T[fi X1, ., Xn]-

Predikat je obecne rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka
funkcia.



Obecne rekurzivne funkcie

Priklady obecne rekurzivnych funkcii

» Ackermannova funkcia.

» Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
Ani jedna z tychto funkcii nie je primitivne rekurzivna.
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne
uzavreta.

Désledok

» Kazda primitivne rekurzivna funkcia je obecne rekurzivna.
» Kazdy primitivne rekurzivny predikat je obecne rekurzivny.

» Obecne rekurzivne predikdty st uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohrani¢enymi formulami.



Obecne rekurzivne funkcie

Dokaz vety

>

Funkcia nasledovnika S je zakladna obecne rekurzivna funkcia.
Obecna rekurzivnost Z plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.
Obecna rekurzivnost 17 plynie z vyjadrenia I7(xq, ..., x,) = x;.
Obecne rekurzivne funkcie st uzavreté na kompoziciu funkcii:
f(X1y. ooy Xp) = h(g1(><17 cesXn)s ey 8m(X1, . 7xn)).
Je to totiz Specialny pripad explicitnej definicie.
Obecne rekurzivne funkcie st uzavreté na primitivnu rekurziu:
£(0,y) = g(¥) f(x+1,5) = h(x, f(x,¥), ).
Je to Specialny pripad regularnej rekurzie
f(x,y) =if x #0 then h(x = 1,f(x = 1,y),y) else g(y)

do dobre zalozenej relacie (x1,%1) < (x2,¥5) > x1 < Xa.



Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(xi,...,xn) = najmensie &islo y také, ze plati ¢[x1,...,Xn,y],
kde ¢ je ohranicena formula spinajuca podmienku regularity
Vxi- - Vxpdyel[xa, ... Xn, Y]
Skrateny zapis
f(x1,...,xn) = uy[gp[xl, .. ,X,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
reguldrnou minimalizéciou.



Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(X1, ooy Xn) =Y > @[X1, .y Xn Y] AVZ < ym[xa, ..., Xn, 2],
kde ¢ je ohranicena formula spinajuca podmienku regularity
Vxi- - Vxpdyel[xa, - .. Xn, Y]
Skrateny zapis
f(x1,...,xn) = uy[gp[xl,...,x,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
reguldrnou minimalizéciou.



Obecne rekurzivne funkcie
Dékaz.

Uvazujme regularnu minimalizaciu v tvare

f(X) = wy[plx, v]].
Obecna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia:

ak 3z <y ¢[X, z], t.j. y > f(X);
gly +1,X) akVz<y-y[X, 2], tj. y < f(X).
f(%) = g(0,%).

Obecne rekurzivna funkcia g(y, X) je definovana regularnou
rekurziou do dobrého usporiadania

gly,X) =

(y1,%1) < (y2, %) < f(x1) = y1 < f(32) = ya.

Je to (nepredikativna) spatna rekurzia s hornou zavorou f(x).



Obecne rekurzivne funkcie

Veta

Funkcia je obecne rekurzivna prave vtedy, ked jej graf je obecne
rekurzivny predikat.

Dékaz.
Nech G(Xx,y) je graf funkcie f(x). Plati:

Veta je tak jednoduchy doésledok predoslych tvrdeni.



u-rekurzivne funkcie
Definicia triedy p-rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) =0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» identity (projekcie) 17(xq,...,x,) = x; pre kazdé 1 < i < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:

f(X1y.. oy Xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...,x,,)).

» Primitivna rekurzia:

f(07y15‘°'7yn) :g(}’17~-~,)/n)
f(S(x),yl,...,yn) = h(x, f(x,yl,...,yn),yl,...,y,,).

» Regularna minimalizacia:

f(xa,..xn) = wylg(y, xi, ..., xn) = 1].



u-rekurzivne funkcie

Definicia
Predikat je p-rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.

Veta
Trieda w-rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.

Désledok

» Kazda primitivne rekurzivna funkcia je u-rekurzivna.

> Kazdy primitivne rekurzivny predikat je wu-rekurzivny.

» w-rekurzivne funkcie sii uzavreté na explicitné definicie.

> w-rekurzivne predikaty sii uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohrani¢enymi formulami.

» w-rekurzivne funkcie sii uzavreté na vnorend jednoduchii
rekurziu.



u-rekurzivne funkcie

Veta

Trieda w-rekurzivnych funkcii je uzavrets na definicie funkcii
reguldrnou minimaliziciou.

Dékaz.

Uvazujme regularnu minimalizaciu v tvare
(X1, Xn) = p.y[np[xl, . ,x,,,y]].
u-rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia:

P(y,Xiy...,Xn) <> @[X1, ..\ Xn, ¥]
f(xty.. . xn) = wy[Pely, x1, ..., xn) = 1]



u-rekurzivne funkcie

Veta
Trieda w-rekurzivnych funkcii je uzavreta na regularne rekurzivne
definicie do dobre zaloZenych relacii.

Dékaz
Regularna rekurzia do dobre zalozenej relacie <:

f(xX) = 7[f; x].
Specifikacia p-rekurzivnej aproximaénej funkcie:

VX3z (2, Xx+1)=f(X)+1
n<HpANf(z;,x+1)=y+1—-f(z,X+1)=y+1.

u-rekurzivnost funkcie f plynie potom z tohoto vyjadrenia:
d(X) = uz[f*(z,x+1)#0] f(xX)=Ff"(d(X),x+1)=1.

Oznacenie: X+1=x3 +1,...,x, + 1.



u-rekurzivne funkcie

Konstrukcia aproximacnej funkcie, ¢ast prva
Aproximacna funkcia D* diskriminacnej funkcie D:

D*(x,y,z) =D(x,D(x =~ 1,y, z),0).
Pre p.r. funkciu D* platia vztahy

D*(0,y,z) =0  D'(x+1,y,2) =D(x,y,2)
D (x+1,y+1,z+1)=D(x,y,z) + 1.

Aproximacné funkcia g* pomocnej m-arnej funkcie g:

s g(Z)+1 ak y=2Z+1 pre nejaké Z,
g'(y)= L
0 inac.

Pre p-rekurzivnu funkciu g* platia vztahy

\Vyi=0-g (=0 g +1)=gy)+1
i=1



u-rekurzivne funkcie

Konstrukcia aproximacnej funkcie, ast druha
Aproximaény term p*[f*(z,-); x] pre podterm p termu 7:

X =x+1
ct=c+1
D(p1,p2,p3)" = D" (p1, p3,p3)
glpr,-pm) =& (p1s-- s Pm)
f(pro--spn) =5z, p1,- -, )

Definicia aproximacnej funkcie ma tvar vnorenej jednoduche;j
rekurzie:

f7(0,x)=0
ff(z+1,X)=1"[f(z,);X].

Aproximacéna funkcia je preto p-rekurzivna.



u-rekurzivne funkcie

Lema
Trieda obecne rekurzivnych funkcii je u-rekurzivne uzavreta.
Désledok: kazda w-rekurzivna funkcia je obecne rekurzivna.

Dékaz

» Trieda obecne rekurz. funkcii je primitivne rekurz. uzavreta:

» S,Z,17 st obecne rekurzivne funkcie.
» Trieda je uzavretd na operator kompozicie funkcii:

f()?) = h(gl()?)v te 7gm()?))

a na operator primitivnej rekurzie:
£(0,¥) = g(¥) f(x+1,¥) = h(x,f(x,5),¥)-

» Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na operator
regularnej minimalizacie:

f(x) = wylg(y,x) = 1].



u-rekurzivne funkcie

Lema
Trieda u-rekurzivnych funkcii je obecne rekurzivne uzavreta.
Désledok: kazda obecne rekurzivna funkcia je w-rekurzivna.

Dékaz

» Trieda p-rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.
Désledok:

» Funkcia nasledovnika S(x) = x + 1 a funkcia predchodcu x -1
st p-rekurzivne funkcie.
» Trieda je uzavreta na explicitné definicie funkcii:

f(xa, -y Xn) =T[X1, -, Xn]-

» Trieda p-rekurzivnych funkcii je uzavreta na regularne
rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:

f(X1y...,xn) =T[fix1,..., Xn]-



u-rekurzivne funkcie

Veta
Trieda obecne rekurzivnych funkcii je totozna s triedou
u-rekurzivnych funkcir.

Dékaz.

Priamy désledok predoslych tvrdeni.

Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Modely vypocitatelnych funkcii (do roku 1935)

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Godel, 1931, 1934],
» \-definovatelné funkcie [Church, 1932],
> p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952].



Zaver

6. cvicenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.

7. cviCenie
» Za&ina hned po prednaske v miestnosti F1-248.
> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v nedelu tento tyZdeh.

8. prednaska

» Navrh programovacieho jazyka deklarativnej paradigmy.

» Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch.
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