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Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funk
ie

◮
Základný vývoj primitívne rekurzívny
h funk
ií.

◮
Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizá
ia.

◮
Párova
ia funk
ia a aritmetizá
ia dátový
h ²truktúr.

◮
Vnorená jednodu
há rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, f
(

x , s
2

(x , y , f (x , s
1

(x , y))
)

, y
)

.

◮
Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne

volanie f (~ρ) funk
ie f v terme τ .



Zopakovanie

Cantorova párova
ia funk
ia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·

1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·

2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·

3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·

4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·

5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·

6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
.
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.

.

.
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.
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.

.

.

.

〈x , y〉 =

x+y
∑

i=0

i + 1+ x .



Zopakovanie

Vlastnosti párova
ej funk
ie

Modi�kovaná verzia Cantorovej párova
ej funk
ie má tieto základné

vlastnosti:

〈x
1

, x
2

〉 = 〈y
1

, y
2

〉 → x
1

= y
1

∧ x
2

= y
2

x < 〈x , y 〉 ∧ y < 〈x , y〉

x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉.

Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈

x
1

, 〈x
2

, . . . , xn〉
〉

skrátene 〈x
1

, x
2

, . . . , xn〉.

Projek
ie

Unárne projek
ie π
1

a π
2

sp¨¬ajú tieto identity:

π
1

〈x , y 〉 = x π
2

〈x , y 〉 = y π
1

(0) = 0 = π
2

(0).



Zopakovanie

Rekurzia so substitú
iou v parametri

Sú to de�ní
ie v tvare

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y ) = τ
[

x , f (x , ~σ
1

[x , ~y ]), . . . , f (x , ~σk [x , ~y ]), ~y
]

.

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na rekurziu so

substitú
iou v parametri.

Poznámka

Vetu sme dokázali pre prípad k = 1.



Vnorená jednodu
há rekurzia

Vnorená jednodu
há rekurzia

Sú to de�ní
ie v tvare

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y) = τ [f (x , ·); x , ~y ].

Alternatívna formulá
ia (toto je klauzálna forma de�ní
ie):

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y ) = θ[x , ~z , ~y ]←

k
∧

i=1

f (x , ~σi [x , ~y , z1, . . . , zi−1

]) = zi .

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na vnorenú jednodu
hú

rekurziu.



Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s
1

(x , y)), f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

, y
)

.

Ukáºeme najprv, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0, 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y),f (x , s
1

(x , y)),

f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

〉

.

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).



Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ druhá

Príklad výpo£tového stromu pre apliká
iu v tvare f (2, ·):

f (x
6

, y
6

)

f (x
2

, y
2

)

f (x
0

, y
0

) f (x
1

, y
1

)

f (x
5

, y
5

)

f (x
3

, y
3

) f (x
4

, y
4

)

Postupnos´ histórie pre apliká
iu f (x , y)

f (x
0

, y
0

), f (x
1

, y
1

), f (x
2

, y
2

), . . . , f (xj , yj), . . . , f (xi , yi ), . . .

odpovedá spätnému pre
hodu výpo£tového stromu f (x , y).



Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ tretia

Funk
ia U(x , y , t, i) modi�kuje £iasto£ný výpo£tový strom t pre

apliká
iu f (x , y) v pozí
ií i hodnotou f (xi , yi ):

U(0, y , t, i) =
〈

g(y), 0, 0
〉

U(x+1, y , t, i) =







































































〈

z ,U
(

x , s
1

(x , y), l , i
)

, r
〉

ak i < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

z , l ,U
(

x , s
2

(x , y , π
1

(l)), r , j
)

〉

ak i = 2

x+1

.−1+j
pre j < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

h
(

x , π
1

(l), π
1

(r), y
)

, l , r
〉

ak i = 2

x+2

.−2 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;

0 iná£.

Je to rekurzia so substitú
iou v parametri, funk
ia je preto

primitívne rekurzívna.



Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ ²tvrtá

Funk
ia Mi(x , y , t) modi�kuje £iasto£ný výpo£tový strom t pre

apliká
iu f (x , y) v kaºdej pozí
ií j < i hodnotou f (xj , yj):

M

0

(x , y , t) = t

Mi+1

(x , y , t) = U

(

x , y ,Mi (x , y , t), i
)

.

Funk
ia Mkpbt(n) vytvorí perfektný binárny strom h¨bky n:

Mkpbt(0) = 0

Mkpbt(n + 1) =
〈

0,Mkpbt(n),Mkpbt(n)
〉

.

Funk
ia f (x,y) vytvorí úplný výpo£tový strom pre apliká
iu f (x , y):

f (x , y) = M

2

x+1 .
−1

(

x , y ,Mkpbt(x + 1)
)

.

V²etky funk
ie sú primitívne rekurzívne.



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného

delite©a

Rekurzívna de�ní
ia s mierou max(x , y):

g
d(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then


ase

x > y ⇒ g
d(x .− y , y)
x = y ⇒ x

x < y ⇒ g
d(x , y .− x)
end

else

max(x , y).

Podmienky regularity zaru£ujú, ºe výpo£et vºdy skon£í:

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x > y → max(x .− y , y) < max(x , y)

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x < y → max(x , y .− x) < max(x , y).



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

Aproxima£ná funk
ia pre funk
iu g
d

�pe
i�ká
ia aproxima£nej funk
ie

z > max(x , y)→ f +(z , x , y) = g
d(x , y).

De�ní
ia aproxima£nej funk
ie má tvar jednodu
hej rekurzie

f +(0, x , y) = 0

f +(z + 1, x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then


ase

x > y ⇒ f +(z , x .− y , y)
x = y ⇒ x

x < y ⇒ f +(z , x , y .− x)
end

else

max(x , y).

Primitívna rekurzívnos´ g
d(x , y) = f +
(

max(x , y) + 1, x , y
)

.



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

Zarovnanie binárneho stromu

Klauzálna forma rekurzívnej de�ní
ie:

Flatten(0) = 0

Flatten 〈u, 0〉 =
〈

Flatten(u), 0
〉

Flatten

〈

u, 〈v ,w〉
〉

= Flatten

〈

〈u, v〉,w
〉

.

Je to rekurzia s mierou m(x):

m(0) = 0

m 〈v ,w〉 = m(v) + 2m(w) + 1.

Miera je primitívne rekurzívna funk
ia (pre£o?).

Podmienky regularity majú tvar

m(u) < m 〈u, 0〉

m
〈

〈u, v〉,w
〉

< m
〈

u, 〈v ,w〉
〉

.



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

Aproxima£ná funk
ia pre funk
iu Flatten

�pe
i�ká
ia aproxima£nej funk
ie

z > m(x)→ f +(z , x) = Flatten(x).

De�ní
ia aproxima£nej funk
ie má tvar jednodu
hej rekurzie

f +(0, x) = 0

f +(z + 1, 0) = 0

f +(z + 1, 〈u, 0〉) =
〈

f +(z , u), 0
〉

f +
(

z + 1,
〈

u, 〈v ,w 〉
〉)

= f +
(

z ,
〈

〈u, v 〉,w
〉)

.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie Flatten plynie z tohoto vyjadrenia

Flatten(x) = f +(m(x) + 1, x).



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

M
Carthyho 91 funk
ia

De�ní
ia:

f

91

(x) =

{

91 ak x ≤ 101,

x .− 10 ak x ≥ 101.

Alternatívne vyjadrenie pomo
ou vnorenej rekurzie

f

91

(x) = if x < 101 then f

91

f

91

(x + 11) else x .− 10.

Je to korektná de�ní
ia?

Tvrdíme, ºe je to spätná rekurzia s mierou 101

.− x . Podmienky

regularity majú teda tvar

x < 101→ 101

.− (x + 11) < 101

.− x

x < 101→ 101

.− f

91

(x + 11) < 101

.− x .

Ako splni´ druhú podmienku?



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

Splnenie podmienok regularity pre M
Carthyho 91 funk
iu

Uvaºujme funk
iu f de�novanou rekurzívnou rovnos´ou

f (x) = if x < 101 then [f ]x [f ]x(x + 11) else x .− 10. (1)

Tu [f ]x(y) je zúºenie f na vstupy y také, ºe 101

.− y < 101

.− x :

[f ]x(y) ≡ if 101

.− y < 101

.− x then f (y) else 0. (2)

Kaºdá rekurzívna apliká
ia v (1) je stráºená kontextom v tvare (2).

Je to korektná de�ní
ia.

Funk
ia f sp¨¬a podmienky regularity p�vodnej rekurzívnej rovni
e:

x < 101→ 101

.− (x + 11) < 101

.− x

x < 101→ 101

.− f (x + 11) < 101

.− x .

Táto funk
ia je tieº jediným rie²ením p�vodnej rekurzívnej rovni
e.



Príklady rekurzívny
h de�ní
ii s mierou

Aproxima£ná funk
ia pre M
Carthyho 91 funk
iu

�pe
i�ká
ia aproxima£nej funk
ie

z > 101

.− x → f +(z , x) = f

91

(x).

De�ní
ia aproxima£nej funk
ie má tvar vnorenej jednodu
hej

rekurzie

f +(0, x) = 0

f +(z + 1, x) = if x < 101 then

f +
(

z , f +(z , x + 11)
)

else

x .− 10.

Primitívna rekurzívnos´ M
Carthyho 91 funk
ie plynie z tohoto

vyjadrenia

f

91

(x) = f +(101 .− x + 1, x).



Syntakti
ká forma rekurzie s mierou

Rekurzia s mierou µ[~x ]

Sú to de�ní
ie v tvare

f (~x) = τ
[

[f ]µ
~x
; ~x

]

. (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu τ [f ; ~x ] nahradením
kaºdej rekurzívnej apliká
ie f (~ρ) výrazom

[f ]~x(~ρ) ≡ if µ[~ρ] < µ[~x ] then f (~ρ) else 0.

Kaºdá rekurzívna apliká
ia f (~ρ) v (1) je teda stráºená podmienkou

µ[~ρ] < µ[~x ].

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na rekurziu s mierou.



Syntakti
ká forma rekurzie s mierou

D�kaz

�pe
i�ká
ia aproxima£nej funk
ie

z > µ[~x ]→ f +(z , ~x) = f (~x).

De�ní
ia aprox. funk
ie má tvar vnorenej jednodu
hej rekurzie

f +(0, ~x) = 0

f +(z + 1, ~x) = τ
[

[f +]µ
z ,~x

; z , ~x
]

.

Term na pravej strane druhej rovnosti vznikol s termu τ [f ; ~x ]
nahradením kaºdej rekurzívnej apliká
ie f (~ρ) výrazom

[f +]µ
z ,~x

(~ρ) ≡ if µ[~ρ] < µ[~x ] then f +(z , ~ρ) else 0.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (~x) = f +(µ[~x ] + 1, ~x).



Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou

Regulárna rekurzia s mierou µ[~x ]

Sú to de�ní
ie v tvare

f (~x) = τ [f ; ~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity.

Podmienky regularity majú tvar:

Γτf (~ρ)[f ; ~x ]→ µ[~ρ
[

f ; ~x ]
]

< µ[~x ]

pre kaºdú rekurzívnu apliká
iu f (~ρ) funk
ie f , ktorá je stráºená

podmienkou Γτ
f (~ρ) v terme τ .

Splnenie podmienok regularity sa overuje pre funk
iu, ktorá je

de�novaná pridruºenou rovnos´ou:

f (~x) = τ
[

[f ]µ
~x
; ~x

]

.

Táto funk
ia je potom jediným rie²ením funk
ionálnej rovni
e (1).



Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na regulárnu rekurziu s

mierou.

D�kaz

Pridruºená rovnos´ má tvar syntakti
kej formy rekurzie s mierou:

f (~x) = τ
[

[f ]µ
~x
; ~x

]

.

Funk
ia f de�novaná týmto vz´ahom je preto primitívne rekurzívna.

Poznámka

�íslo µ[~x ] + 1 predstavuje horný odhad na h¨bku výpo£tového

stromu pre výpo£et apliká
ie f (~x) pomo
ou programu

f (~x) = τ [f ; ~x ].



Charakteriza£ný problém

Veta

Trieda primitívne rekurzívny
h funk
ií je najmen²ia trieda funk
ií,

ktorá obsahuje funk
iu nasledovníka S(x) = x + 1, funk
iu

pred
hod
u x .− 1 a je uzavretá na expli
itné de�ní
ie a regulárnu

rekurziu s mierou.

D�kaz.

Ozna£enie:

◮
PRIM = trieda primitívne rekurzívny
h funk
ií.

◮
REG = najmen²ia trieda funk
ií, ktorá obsahuje funk
iu

nasledovníka S(x) = x + 1, funk
iu pred
hod
u x .− 1 a je

uzavretá na expli
itné de�ní
ie a regulárnu rekurziu s mierou.

Cie©om je dokáza´ rovnos´

PRIM = REG.



Charakteriza£ný problém

D�kaz inklúzie PRIM ⊆ REG

◮
S ∈ REG, pretoºe S je základná funk
ia triedy REG.

◮
Z ∈ REG plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.

◮
I

n
i ∈ REG plynie z tohoto vyjadrenia I

n
i (x1, . . . , xn) = xi .

◮
Trieda REG je uzavretá na operátor kompozí
ie funk
ií:

f (x
1

, . . . , xn) = h
(

g
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)
)

.

Je to totiº ²pe
iálny prípad expli
itnej de�ní
ie.

◮
Trieda REG je uzavretá na operátor primitívnej rekurzie:

f (0, ~y ) = g(~y ) f (x + 1, ~y) = h
(

x , f (x , ~y ), ~y
)

.

Je to ²pe
iálny prípad regulárnej rekurzie s mierou µ[x , ~y ] = x :

f (x , ~y ) = if x 6= 0 then h
(

x .− 1, f (x .− 1, ~y), ~y
)

else g(~y ).



Charakteriza£ný problém

D�kaz inklúzie REG ⊆ PRIM

◮
S ∈ PRIM, pretoºe S je základná funk
ia triedy PRIM.

◮ λx .x .− 1 ∈ PRIM plynie z tohoto vyjadrenia

0

.− 1 = 0 x + 1

.− 1 = x .

◮
Trieda PRIM je uzavretá na expli
itné de�ní
ie funk
ií:

f (x
1

, . . . , xn) = τ [x
1

, . . . , xn].

D�kaz tvrdenia na 3. predná²ke.

◮
Trieda PRIM je uzavretá na regulárnu rekurziu s mierou:

f (x
1

, . . . , xn) = τ [f ; x
1

, . . . , xn].

D�kaz tvrdenia na tejto predná²ke.



Záver

5. 
vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete na webe.

6. 
vi£enie

◮
Za£ína hne¤ po predná²ke v miestnosti F1-248.

◮
Pra
ujte samostatne.

◮
Úlohy odovzda´ najnesk�r do 12:00 v nede©u tento týºde¬.

7. predná²ka

◮
Poza primitívnu rekurziu:

◮
A
kermann-Péterovej funk
ia,

◮
univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie.

◮
Obe
ne rekurzívne funk
ie.

◮ µ-rekurzívne funk
ie.
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