2-INF-264 Teéria deklarativneho programovania

Zimny semester 2015/16
5. prednaska

Jan Komara



Obsah 5. prednasky

Zopakovanie

Parovacia funkcia

Aritmetizacia kartezianskeho sacinu
Rekurzia so substiticiou v parametri

Zaver



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

>

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢ena minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych Struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

f(0,y) = &(y)
fix+1y)= h(x, f(x,sl(x,y)), f(x, s(x,y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(X) = 7[f; x].

Podmienka regularity ['¢(z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie
Explicitné definicie predikatov

S to definicie v tvare

P(xi,...,%n) ¢ @[x1,. .., Xn].

Veta

Primitivne rekurzivne predikaty si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohranic¢enymi formulami.

Ohranicena minimalizacia

Sa to definicie funkcii v tvare (¢ je ohrani¢ena formula)

f(X) = wy < 7[x][lx, ¥]]-

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na definicie funkcii
ohrani¢enou minimalizaciou.



Zopakovanie

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii a predikatov

» Ternarna diskrimina¢na funkcia
D(x,y,z) =vex#0Av=yVx=0Av =z
Notaéna konvencia

D(m1,m2,713) = if 71 # 0 then 7, else 73
D(P*('?]_),7—2,7—3) =if P(7?1) then 7, else 73.

» Rovnosti a nerovnosti:

x=y x#y x<y x<y xZy x>y.



Zopakovanie

Spatna rekurzia
Sa to definicie v tvare

[ ak x > 0[y],
) {T[X,f(x—i-l,Y)’y] ak x < 0[y].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na spatni rekurziu.



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia

[(J6o) [ 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6] -

0| 1| 3| 610|115 |21

2| 4| 7|11 |16|22]| 29

5| 8|12 |17 |23 |30 38

9| 13|18 |24 |31 3948

14 | 19 [ 25 [32] 40 | 49 | 59

20 | 26 | 33 |41 |50 | 60 | 71

ool wld~|o

27 | 34 | 42|51 |61 |72 | 84

xX+y

Ioy)=> i+ x.

i=0



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)

(o[ 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6] -

0 11 2 4| 7|11]16 | 22

5| 8|12 |17 |23 |30

6| 9|13 (18|24 31|39

10 | 14 | 19 | 25 | 32| 40 | 49

15120 | 26|33 |41 |50 | 60

21 [27 | 34 |42 |51 | 61| 72

ol plwN| -

28 | 3543|5262 |73 |85

xX+y

(xy)=) i+1l+x

i=0



Parovacia funkcia

Vlastnosti parovacej funkcie
Modifikovana verzia Cantorovej parovacej funkcie ma tieto zakladné

vlastnosti:
(X1,%) = (y1,)2) > X1 =Y1 AXx2 =y
x < (%, y) Ny < (x,y)
x=0V3dydzx = (y,z).
Désledok:

0# (x,y).

Cislo 0 je jediny atom.



Parovacia funkcia

Parova reprezentacia prirodzenych Cisel

0 1=1(0,0) 2=(0,1) 3=1(1,0)
5=(1,1) 6 = (2,0 7=1(0,3)

10 = (3,0) 11 =(0,4)

12 = (1,3) 13 = (2,2) 14 = (3,1) 15 = (4,0)

SN B i



Parovacia funkcia

Projekcie

Unarne projekcie 7 a mo spliaji tieto identity:

mi(x,y) =
X7y> =Yy
7T1(0) =0= 7'('2(0).

—

™2

Primitivna rekurzivnost oboch funkcii plynie z tohoto vyjadrenia

m(x) = uy < x[Fz < xx = (y, z)]
m(x) = nz < x[Fy < xx = (y, z)].



Parovacia funkcia
Priklad

Fibonacciho postupnost je p.r. funkcia:

fo=0 h=1 foro = foy1 + fo.
Uvazujme totiz funkciu

g(n) = (fn, fot1)-
Plati teda
fo = m18(n).

Primitivna rekurzivnost funkcie g (a tym aj f,) plynie z

g(0) = (fo, ) = (0,1)

g(n+1) = (for1, for2) = (m2g(n), for1 + fo) =
— <7r2 g(n),mg(n) +m g(”)>’



Aritmetizacia kartezianskeho stc¢inu

Aritmetizacia
Kédom n-tice (x1,...,x,) € N” je Cislo

T(x1,...,%xn) " €N,

ktoré je definované induktivne takto:

I’@TO -0
1l —
(X1, %2, ...y xn) " = <x1,r(x2, e ,x,,)j"_1> ak n>2.

Priklad

Kédovanie dvojic a trojic sa prekryva:

7(0,1)™ = (0,1) =2
7(0,0,0)™ = (0,7(0,0)") = (0,(0,0)) = (0,1) = 2.



Aritmetizacia kartezianskeho sacinu
Notacia
Pre n > 3 zapisujeme <x1, (x2, ... ,x,,>> skratene (x1,x2,...,Xp):

(X1, ee s Xn) = (X1y. vy Xn)-

Vlastnost byt kédom n-tice prirodzenych Cisel
Binarny primitivne rekurzivny predikat Tuple(n, x) plati, ak Eislo x
je kédom nejakej n-tice prirodzenych Cisel:

Tuple(n,x) &> n=0Ax=0Vn=1Vn>2A75 2(x)#0.
Zdévodnenie pre n > 2:

Ixg . Ixg X = (X1, e Xn) <> T 2(x) # 0.



Aritmetizacia kartezianskeho stc¢inu

Projekcia
Zobecnenim projekcii 71 a m je ternarna funkcia [x]7 taka, ze

[(x1,. .., xn)]7 = X prel </ <n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

myH(x) ak1<i<n,
[X]! =< 737 (x)  aki=n,

inac.

Zdoévodnenie pre n > 2:

X ={(X1,...,Xn /\x,—7717r2 (X)/\Xn:ﬂ'g—l(x).



Rekurzia so substitiiciou v parametri
Priklad

Fibonacciho postupnost
fo =0 fi=1 fn+2: i1+ fo

Efektivna implementacia

g(0,a,b) =a
g(n+1,ab)=g(na+b,a)
fp=0

fn+1 = g(nv 1, 0)

Pomocna funkcia g(n, a, b) je definovana rekurziou podla n so
substiticiou v parametri a a b.
Korektnost implementacie plynie z tejto vlastnosti

g(n, fis1: ) = frs1tk-



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Rekurzia so substitciou v parametri
Sa to definicie v tvare

£(0,5) = rly]
fix+1,y)= T[X, f(x,a1[x,¥]), .-, f(x, Ek[x,y]),f].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na rekurziu so
substitiiciou v parametri.

Poznamka
Vetu dokdzeme pre pripad k = 1.



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Dokaz vety pre pripad kK = 1 a jeden parameter, Cast prva
Uvazujme definiciu v tvare
£(0,y) = &(y)
flx+1,y)= h(x7 f(x75(x,y)),y)-

Ukazeme, ze funkcia histérie f:

(0,y) = (f(0,y),0)
fix+1y)= <f(x +1,y),f(x, s(x,y))>

je primitivne rekurzivna.
Primitivna rekurzivnost funkcie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) =mf(x,y).



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Dokaz vety pre pripad kK = 1 a jeden parameter, Cast druha
Selektor pre rekurzivne argumenty

xi(x) =x = 1i.
Selektor pre parametre
yox,¥) =y yira(x,y) = s(xi(x) = Lyi(x,y))-

Funkcia Ciastocnej histérie (spatna rekurzia)

g(YX ) > ak i > x,
O, y)[i-) h{xi(x)=1,m (X,y)[i—i—l..),y,-(x,y)),
fOoy)i+1. )> ak i < x.

Funkcia histérie

f(x,y) = f(x,y)[0..).



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Kontrakcia parametrov
Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y1,2) = g(y1, 2)
f(X+ 1:}’1;)’2) = h<X7 f(X751(X7}’1a}/2)752(Xa)/17}’2))7}’17}’2)-

Ukazeme najprv, ze binarna funkcia (f)(x, (y1,y2)) = f(x,y1,)2) je
primitivne rekurzivna:

(F)(0,y) = g(IV)?. [y]3)
(flx+1,y) =

b (F) (% (51 G DA ) s2 0 R L BR) ) ) IR 13-
Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y1,y2) = (F)(x, (y1, 2))-



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Analyza pripadov

Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) =&l(y)
m(xfosloy)y) ak R(x,y),
FletLy) = {h2§x,f(x,52(x,y)),y; ak =R(x,y).

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

h(x,z,y) =if R(x,y) then hi(x, z,y) else hy(x, z, y)
s(x,y) =if R(x,y) then si(x,y) else s(x,y)
f(0,y) = &(y)

)

f(x+1,y —h<x f(x,s(x,y)), )



Zaver

4. cviCenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.
5. cviCenie

» Zacina hned po prednaske v miestnosti F1-248.

» Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v nedelu tento tyzdei.
6. prednaska

» Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) = &(y)
f(X+ 17}’) = h(X7f(X7sl(X7y))7f(X752(X7y7 f(Xasl(Xay)))7y)'

» Regularne rekurzivne definicie s mierou.
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