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Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkie

◮
Základný vývoj primitívne rekurzívnyh funkií.

◮
Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizáia.

◮
Párovaia funkia a aritmetizáia dátovýh ²truktúr.

◮
Vnorená jednoduhá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, f
(

x , s
2

(x , y , f (x , s
1

(x , y))
)

, y
)

.

◮
Regulárne rekurzívne de�níie s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne

volanie f (~ρ) funkie f v terme τ .



Zopakovanie

Expliitné de�níie predikátov

Sú to de�níie v tvare

P(x
1

, . . . , xn) ↔ ϕ[x
1

, . . . , xn].

Veta

Primitívne rekurzívne predikáty sú uzavreté na expliitné de�níie

predikátov s ohrani£enými formulami.

Ohrani£ená minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare (ϕ je ohrani£ená formula)

f (~x) = µy ≤ τ [~x ]
[

ϕ[~x , y ]
]

.

Veta

Primitívne rekurzívne funkie sú uzavreté na de�níie funkií

ohrani£enou minimalizáiou.



Zopakovanie

Príklady primitívne rekurzívnyh funkií a predikátov

◮
Ternárna diskrimina£ná funkia

D(x , y , z) = v ↔ x 6= 0 ∧ v = y ∨ x = 0 ∧ v = z .

Nota£ná konvenia

D(τ
1

, τ
2

, τ
3

) ≡ if τ
1

6= 0 then τ
2

else τ
3

D
(

P∗(~τ1), τ2, τ3
)

≡ if P(~τ
1

) then τ
2

else τ
3

.

◮
Rovnosti a nerovnosti:

x = y x 6= y x ≤ y x < y x ≥ y x > y .



Zopakovanie

Spätná rekurzia

Sú to de�níie v tvare

f (x , ~y ) =

{

ρ[x ] ak x ≥ θ[~y ],

τ [x , f (x + 1, ~y), ~y ] ak x < θ[~y ].

Veta

Primitívne rekurzívne funkie sú uzavreté na spätnú rekurziu.



Párovaia funkia

Cantorova párovaia funkia

J(x , y) 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 0 1 3 6 10 15 21 · · ·
1 2 4 7 11 16 22 29 · · ·

2 5 8 12 17 23 30 38 · · ·
3 9 13 18 24 31 39 48 · · ·
4 14 19 25 32 40 49 59 · · ·
5 20 26 33 41 50 60 71 · · ·

6 27 34 42 51 61 72 84 · · ·
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

J(x , y) =

x+y
∑

i=0

i + x .



Párovaia funkia

Cantorova párovaia funkia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·
1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·
2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·
3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·
4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·

5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·
6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
.
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.

.

〈x , y 〉 =

x+y
∑

i=0

i + 1+ x .



Párovaia funkia

Vlastnosti párovaej funkie

Modi�kovaná verzia Cantorovej párovaej funkie má tieto základné

vlastnosti:

〈x
1

, x
2

〉 = 〈y
1

, y
2

〉 → x
1

= y
1

∧ x
2

= y
2

x < 〈x , y 〉 ∧ y < 〈x , y〉

x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉.

D�sledok:

0 6= 〈x , y 〉.

�íslo 0 je jediný atom.



Párovaia funkia

Párová reprezentáia prirodzenýh £ísel

0

r

1 = 〈0, 0〉
r
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Párovaia funkia

Projekie

Unárne projekie π
1

a π
2

sp¨¬ajú tieto identity:

π
1

〈x , y 〉 = x

π
2

〈x , y 〉 = y

π
1

(0) = 0 = π
2

(0).

Primitívna rekurzívnos´ oboh funkií plynie z tohoto vyjadrenia

π
1

(x) = µy < x [∃z < x x = 〈y , z〉]

π
2

(x) = µz < x [∃y < x x = 〈y , z〉].



Párovaia funkia

Príklad

Fibonaiho postupnos´ je p.r. funkia:

f
0

= 0 f
1

= 1 fn+2

= fn+1

+ fn.

Uvaºujme totiº funkiu

g(n) = 〈fn, fn+1

〉.

Platí teda

fn = π
1

g(n).

Primitívna rekurzívnos´ funkie g (a tým aj fn) plynie z

g(0) = 〈f
0

, f
1

〉 = 〈0, 1〉

g(n + 1) = 〈fn+1

, fn+2

〉 =
〈

π
2

g(n), fn+1

+ fn
〉

=

=
〈

π
2

g(n), π
2

g(n) + π
1

g(n)
〉

.



Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

Aritmetizáia

Kódom n-tie (x
1

, . . . , xn) ∈ N

n
je £íslo

p(x
1

, . . . , xn)q
n ∈ N,

ktoré je de�nované induktívne takto:

p∅q0 = 0

pxq1 = x

p(x
1

, x
2

, . . . , xn)q
n =

〈

x
1

, p(x
2

, . . . , xn)q
n−1

〉

ak n ≥ 2.

Príklad

Kódovanie dvojí a trojí sa prekrýva:

p(0, 1)q2 = 〈0, 1〉 = 2

p(0, 0, 0)q3 =
〈

0, p(0, 0)q2
〉

=
〈

0, 〈0, 0〉
〉

= 〈0, 1〉 = 2.



Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

Notáia

Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈

x
1

, 〈x
2

, . . . , xn〉
〉

skrátene 〈x
1

, x
2

, . . . , xn〉:

p(x
1

, . . . , xn)q
n = 〈x

1

, . . . , xn〉.

Vlastnos´ by´ kódom n-tie prirodzenýh £ísel

Binárny primitívne rekurzívny predikát Tuple(n, x) platí, ak £íslo x

je kódom nejakej n-tie prirodzenýh £ísel:

Tuple(n, x) ↔ n = 0 ∧ x = 0 ∨ n = 1 ∨ n ≥ 2 ∧ πn .−2

2

(x) 6= 0.

Zd�vodnenie pre n ≥ 2:

∃x
1

. . . ∃xn x = 〈x
1

, . . . , xn〉 ↔ πn−2

2

(x) 6= 0.



Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

Projekia

Zobenením projekií π
1

a π
2

je ternárna funkia [x ]ni taká, ºe

[〈x
1

, . . . , xn〉]
n
i = xi pre 1 ≤ i ≤ n.

Primitívna rekurzívnos´ plynie z tohoto vyjadrenia

[x ]ni =











π
1

πi .−1

2

(x) ak 1 ≤ i < n,

πn .−1

2

(x) ak i = n,

. . . iná£.

Zd�vodnenie pre n ≥ 2:

x = 〈x
1

, . . . , xn〉 →
n−1

∧

i=1

xi = π
1

πi−1

2

(x) ∧ xn = πn−1

2

(x).



Rekurzia so substitúiou v parametri

Príklad

Fibonaiho postupnos´

f
0

= 0 f
1

= 1 fn+2

= fn+1

+ fn.

Efektívna implementáia

g(0, a, b) = a

g(n + 1, a, b) = g(n, a + b, a)

f
0

= 0

fn+1

= g(n, 1, 0).

Pomoná funkia g(n, a, b) je de�novaná rekurziou pod©a n so

substitúiou v parametri a a b.

Korektnos´ implementáie plynie z tejto vlastnosti

g
(

n, fk+1

, fk
)

= fn+1+k .



Rekurzia so substitúiou v parametri

Rekurzia so substitúiou v parametri

Sú to de�níie v tvare

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y ) = τ
[

x , f (x , ~σ
1

[x , ~y ]), . . . , f (x , ~σk [x , ~y ]), ~y
]

.

Veta

Primitívne rekurzívne funkie sú uzavreté na rekurziu so

substitúiou v parametri.

Poznámka

Vetu dokáºeme pre prípad k = 1.



Rekurzia so substitúiou v parametri

D�kaz vety pre prípad k = 1 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�níiu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s(x , y)
)

, y
)

.

Ukáºeme, ºe funkia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y), f
(

x , s(x , y)
)

〉

je primitívne rekurzívna.

Primitívna rekurzívnos´ funkie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).



Rekurzia so substitúiou v parametri

D�kaz vety pre prípad k = 1 a jeden parameter, £as´ druhá

Selektor pre rekurzívne argumenty

xi(x) = x .− i .

Selektor pre parametre

y

0

(x , y) = y yi+1

(x , y) = s
(

xi(x)
.− 1, yi(x , y)

)

.

Funkia £iasto£nej histórie (spätná rekurzia)

f (x , y)[i ..) =



















〈

g
(

yx(x , y)
)

, 0
〉

ak i ≥ x ,
〈

h
(

xi (x)
.− 1, π

1

f (x , y)[i + 1 ..), yi(x , y)
)

,

f (x , y)[i + 1 ..)
〉

ak i < x .

Funkia histórie

f (x , y) = f (x , y)[0 ..).



Rekurzia so substitúiou v parametri

Kontrakia parametrov

Uvaºujme de�níiu v tvare

f (0, y
1

, y
2

) = g(y
1

, y
2

)

f (x + 1, y
1

, y
2

) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y
1

, y
2

), s
2

(x , y
1

, y
2

)
)

, y
1

, y
2

)

.

Ukáºeme najprv, ºe binárna funkia 〈f 〉(x , 〈y
1

, y
2

〉) = f (x , y
1

, y
2

) je
primitívne rekurzívna:

〈f 〉(0, y) = g
(

[y ]2
1

, [y ]2
2

)

〈f 〉(x + 1, y) =

h
(

x , 〈f 〉
(

x ,
〈

s
1

(

x , [y ]2
1

, [y ]2
2

)

, s
2

(

x , [y ]2
1

, [y ]2
2

)

〉)

, [y ]2
1

, [y ]2
2

)

.

Primitívna rekurzívnos´ funkie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y
1

, y
2

) = 〈f 〉(x , 〈y
1

, y
2

〉).



Rekurzia so substitúiou v parametri

Analýza prípadov

Uvaºujme de�níiu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) =







h
1

(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, y
)

ak R(x , y),

h
2

(

x , f
(

x , s
2

(x , y)
)

, y
)

ak ¬R(x , y).

Primitívna rekurzívnos´ funkie f plynie z tohoto vyjadrenia

h(x , z , y) = if R(x , y) then h
1

(x , z , y) else h
2

(x , z , y)

s(x , y) = if R(x , y) then s
1

(x , y) else s
2

(x , y)

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s(x , y)
)

, y
)

.



Záver

4. vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete na webe.

5. vi£enie

◮
Za£ína hne¤ po predná²ke v miestnosti F1-248.

◮
Praujte samostatne.

◮
Úlohy odovzda´ najnesk�r do 12:00 v nede©u tento týºde¬.

6. predná²ka

◮
Vnorená jednoduhá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, f
(

x , s
2

(x , y , f (x , s
1

(x , y))
)

, y
)

.

◮
Regulárne rekurzívne de�níie s mierou.
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