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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Stru¢na osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regulérne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) =0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» identity (projekcie):

In

F(x1s - Xn) = X

pre kazdée 1 < i < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:

(X1, Xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...

» Primitivna rekurzia:

F0,y1,--,yn) = 8(¥1,-- -, ¥n)

f(S(x),yl,...,y,,) = h(x, F(X Y1y s Yn)s Vi, -

7Xn)) .

7yn)'



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne odvodenia

h(x,z,y) = S13(x, z,y)
O+y=y 0+y=1Iy)
x+1l+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y)
ho(x,z,y) = B(x,z,y) + 13(x, 2, y)
0y =0 0-y =Z(y)
(x+1)y=xy+y S(x)-y = ha(x, xy,y)
Ci(x) =SZ(x)
h3(Y7Z>X) = Ig(yvzvx)'lg(}/7zax)
f(0,x) = Ci(x)
X0 = f(S(y),x) = h3(y, f(y,x),x)
XY = xx x¥ = f(15(x,y), 5 (x,y))



Zopakovanie

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator kompozicie
funkcii a primitivnej rekurzie.

Definicia

Trieda funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta, ak obsahuje
zakladné primitivne rekurzivne funkcie a je uzavreta na operator
kompozicie funkcii a primitivnej rekurzie.

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii najmensia primitivne rekurzivne
uzavreta trieda funkcii:

ﬂ{F | F je p. r. uzavreta trieda funkcii}.



Zopakovanie
Explicitné definicie

Si to definicie v tvare

f(X1,y . Xn) =T[X1, .-\ Xn]-

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na explicitné definicie.

Primitivne rekurzivne definicie
S to definicie v tvare

f(v,0,2) = ply, 2]
f(y,x+1,2) =1y, x, (¥, x,2), z].

Veta
Prim. rek. funkcie si uzavreté na primitivne rekurzivne definicie.



Zopakovanie

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii

» Scitanie x + y.
> Nasobenie x-y.
» Umocnovanie x7.
» Sumacna funkcia

n

di=04+1424+4n.
i=0

v

Modifikované od¢&itanie



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Charakteristicka funkcia predikatu

Charakteristicka funkcia n-arneho predikatu P je n-arna funkcia Px
definovana predpisom

1 ak plati P(xi,...,xn),
0 ak neplati P(x1,...,xn).

Po(x1,...,xn) = {

Notaéna konvencia x P, y pre binarne predikaty s infixovou
notaciou. Napr. x =, y, x <, y.

Primitivne rekurzivne predikaty

Predikat je primitivne rekurzivny, ak jeho charakteristicka funkcia je
primitivne rekurzivna funkcia.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Jazyk formal

Tvrdenia tvorime z atomickych formul pomocou logickych spojok a
kvantifikatorov:

P (negacia)
pANY (konjunkcia)
pVy (disjunkcia)

o= (implikacia)
R, (ekvivalencia)
Vxe (univerzalny kvantifikator)
Ixep (existencny kvantifikator)

Vx <1 =Vx(x <1 =) (ohraniceny kvantifikator)
Ix<Te=Ix(x<TAY) (ohraniceny kvantifikator)

Ohranicena formula obsahuje len ohranicené kvantifikatory.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Notaéné konvencie pri zapise formal
Od najvyssej priority k najmense;j:
» kvantifikatory,

> negacia,

v

konjunkcia,

v

disjunkcia,

» implikacia a ekvivalencia.

Priklad

Zadanie formuly v aplnej notacii
(1 = (02 > ((3) V ((3xpa) A 5))))-
Jej skrateny zapis

Y1 = Y2 > w3 V Ixps A s.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia
Explicitné definicie predikatov
Sa to definicie v tvare
P(x1,...,Xn) <> @[x1,. .., Xn]-

N&s zaujima hlavne pripad, ked ¢ je ohranicena formula.

Priklad

Explicitna definicia predikatu delitelnosti
x|y 3dzy=xz.
Ina definicia tentokrat s ohrani¢enou formulou

x|y 3dz<yy=x-z



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia
Ohranicena minimalizacia

Sa to definicie v tvare (¢ je ohranicena formula)

najmensie islo y < 7[x,..., x,| také, ze plati

f(x1,...,%n) = olxt, .oy Xn, Y]
0, ak také cislo neexistuje.

Skrateny zapis f(x) = ny < 7[x] [90[;7 Y]]

Priklad
Nedplny podiel

X+y=q<y=0Ag=0Vy#0AIr(x=qy+rAr<y).
Ina definicia tentokrat ohrani¢enou minimalizaciou

x+y=pnq<x[x <(q+1)y]



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Diskriminacna funkcia je primitivne rekurzivna
Ternarna diskriminaéna funkcia D je definovana predpisom

D(x,y,z) =v+ x#0Av=yVx=0Av=z
Notacna konvencia

D(r1,72,73) = if 71 # 0 then 7 else 73
D(P*(ﬁ),T2,7‘3) =if P(7_"1) then ~ else 73.

Primitivna rekurzivnost funkcie D plynie z tohoto vyjadrenia

D(0,y,z) =z
D(x+1,y,z) =y.

Je to explicitna definicia s monadickou diskriminaciou.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Rovnost je primitivne rekurzivny predikat
Pretoze x = y <> x =y + (y = x) = 0, primitivna rekurzivnost
funkcie x =, y plynie z tohoto vyjadrenia

(x=+y) =D(x+y+(y=x),0,1).
Boolovské funkcie st primitivne rekurzivne
Zakladné boolovské funkcie

(X)) =y x#Z0Ay=0Vx=0Ay=1
(xAy) =z x#0ANy#0Nz=1V(x=0Vy=0)Az=0.

Primitivna rekurzivnost bool. funkcii plynie z tohoto vyjadrenia

(—«x) = D(x,0,1)
(x A« y) = D(x,D(y,1,0),0).



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Operator ohranicenej minimalizacie
Je to definicia v tvare

f(X7)7) = I*LZSX[g(Za}?') = 1]

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator ohranicenej
minimalizicie.

Dékaz.
Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

=0

ak g(f(x,y),y) =1,
f(x+1,y) = X+1 ak g(f(x,y),y) #1lag(x+1,y) =1,
inac.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Veta

Primitivne rekurzivne predikaty sii uzavreté na explicitné definicie
predikitov s ohrani¢enymi formulami.

Dékaz.

Explicitna definicia predikatu s ohranienou formulou:
P(xi,...,%n) ¢ @[x1,. .., Xn].

Primitivna rekurzivnost predikatu P, plynie z tohoto vyjadrenia
Pi(x1, ..y Xn) = @ulx1, .-, Xn].

Tu @, je charakteristicky term formuly ¢:

(0= @ =1) A (g — e = 0).



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Konstrukcia ¢, induktivne podla struktiry formuly ¢

» Nekvantifikatorova formula

(p=7)=(p=s7)

(R(7)). = Ru(7)
(), = (ats)

(¥ AX). = (¥ Av X)-

» Formula z ohrani¢enym kvantifikatorom

By <7ul), = v |wy < 7wyl = 1]].



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia
Désledok

Nerovnosti si primitivne rekurzivne predikaty.

Dékaz.

Primitivna rekurzivnost predikatov plynie z tohoto vyjadrenia

x<y<Jdz<yx=z
x<y+ry£€x
XZ2ys«<rysx
X>yey<x

Poznamka
Pretoze plati ekvivalencia x < y <> x = y = 0, primitivna
rekurzivnost funkcie x <, y plynie tiez z tohoto vyjadrenia

(Xg*Y):D(X;}@O?l)'



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na definicie funkcii
ohrani¢enou minimalizaciou.

Dékaz.

Definicia funkcie ohrani¢enou minimalizaciou:

f(X) = ny < 7[x[e[%, v]]-
Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(y,x) < ¢[X,y]
g(z,X) = ny < z[Pu(y,X) = 1]

f(x) = g(7[x], X).



Spatna rekurzia

Spatnéa rekurzia

Sa to definicie v tvare

N ak x > 0[y],
f(X7Y)—{T[X,f(X+17)7)’}7] ak x < 4[y].

Je to Specialny pripad rekurzie s mierou 0[y] - x.
Podmienka regularity:

x <Oyl =0yl = (x+1) <0y] - x.
Zdévodnenie: x < 0[y] = x < x+1 < [y].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sit uzavreté na spatni rekurziu.



Spatna rekurzia
Dokaz.

Uvazujme definiciu v tvare

_J&ly) ak x > b(y),
Flxy) = {h(x, f(x+ 1,y),y) ak x < b(y).

Tvrdime, Ze existuje p.r. funkcia zetaké, Ze
v+ x=bly) = F(v,y) = f(x,y),

Dékaz:

~

f(0,y) = g(y)
f(v +1,y)= h(b(y) ~(v+1), f(v,y),y).

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(x.y) = F(bly) = x,y).



Zaver

Primitivne rekurzivne funkcie

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani€end minimalizicia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych Struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) =g(y)
fix+1,y)= h(x7 f(x7 sl(x,y)), f(x, sa(x, y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zaver

3. cvicenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.

4. cviCenie
» Za&ina hned po prednaske v miestnosti F1-248.
> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v nedelu tento tyZdeh.

5. prednaska

» Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.

» Rekurzia so substitiiciou v parametri.
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