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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Stru¢na osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regulérne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

>

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani€end minimalizicia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych Struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) =g(y)
fix+1,y)= h(x7 f(x7 sl(x,y)), f(x, sa(x, y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne funkcie

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) =0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» identity (projekcie):

In

F(x1s - Xn) = X

pre kazdée 1 < i < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:

(X1, Xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...

» Primitivna rekurzia:

F0,y1,--,yn) = 8(¥1,-- -, ¥n)

f(S(x),yl,...,y,,) = h(x, F(X Y1y s Yn)s Vi, -

7Xn)) .

7yn)'



Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne odvodenia

h(x,z,y) =SB(x,z,y)
O+y=y 0+y=1Iy)
x+l+y=x+y+1l S(x)+y=h(xx+y,y)
h2(szvy) = Ig(xa Z,}/) + |g(X,Z7y)
0y =0 0-y =Z(y)
(x+1)y=xy+y S(x)-y = ha(x, xy,y)
Ci(x) =SZ(x)
h3(y,Z,X) = Ig(yvzvx)'lg(}/7zax)
f(0,x) = C1(x)
X0 = f(S(y),x) = h3(y, f(y,x),x)
XY = xx x¥ = f(15(x,y), 5 (x,y))



Primitivne rekurzivne funkcie

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator kompozicie
funkcii a primitivnej rekurzie.

Dékaz.
Priklad:

h(x,z,y) =S Ig(x, z,y)
O+y=y 0+y=I(y)
x+1l4+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y)
h(x,z,y) = B(x,2,y) + 3(x,2,y)
Oy =0 0y =2(y)
(x+1)y=xy+y S(x)-y = ha(x, x-y,y).



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia

Trieda funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta, ak obsahuje
zakladné primitivne rekurzivne funkcie a je uzavretd na operator
kompozicie funkcii a primitivnej rekurzie.

Priklady

» Trieda vSetkych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.
» Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je p. r. uzavreta.

» Trieda Turingovskych vypocitatelnych funkcii je p. r. uzavreta.

Lema
Primitivne rekurzivne funkcie sii podmnoZinou kazdej primitivne
rekurzivne uzavretej triedy funkcii.

Dékaz.

Indukciou na dlzku primitivne rekurzivneho odvodenia.



Primitivne rekurzivne funkcie

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie si najmensia primitivne rekurzivne
uzavreta trieda funkcir.

Dékaz.

Oznacenie;

PRIM = trieda primitivne rekurzivnych funkcii,

MIN = najmensia primitivne rekurzivne uzavreta trieda funkcii

= ﬂ{}' | F je p. r. uzavreta trieda funkcii}.

Cielom je dokazat rovnost PRIM = MIN.
» Inklazia PRIM C MIN je désledok lemy.

» Inklazia PRIM D MIN plynie s primitivne rekurzivnej
uzavretosti triedy PRIM.



Explicitné definicie
Konstantné funkcie st primitivne rekurzivne

» Unarne konstantné funkcie
Cm(x) =m.
Primitivna rekurzivnost C,, pomocou induktivneho argumentu

Co=2
Crs1(x) = S Cn(x).

» Konstantné funkcie z lubovolnym poctom argumentov
Ch(xty...,%n) = m.
Primitivnu rekurzivnost C;, dostaneme z tohoto vyjadrenia

Co(xty-o oy xn) = CI{ (X1, - -+, Xn).



Explicitné definicie

Explicitné definicie funkcii
Sa to definicie v tvare

f(xt,...,%n) = T[x1,. .., Xn]

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na explicitné definicie.

Dékaz.
Preklad definicie induktivne podla struktary termu 7. Napr.

f(x,y,2) = g3 (x, g (z, g1(x)),2).



Explicitné definicie
Explicitné definicie funkcii
Sa to definicie v tvare

f(Xt,. ., %n) = T[x1,. .., Xn]-

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na explicitné definicie.

Dékaz.
Preklad definicie induktivne podla struktary termu 7. Napr.

hl(X7y7Z) =81 I%(X,y,Z)

h2(X7y7Z) = g@('g(X,y,Z), hl(vaaz))
f(X7.y7Z) = g3(|%(xﬂyaz)7 h2(X7yaZ)7C%(Xay7Z))-



Explicitné definicie

Priklad
Z predchadzajicej vety plynie, Ze ternarna funkcia h definovana
nasledujicim vztahom je primitivne rekurzivna funkcia:

h(x,z,y) = S(z).

Scitanie je preto tiez primitivne rekurzivna funkcia:

0+y=1(y)
S(x)+y=h(x,x+y,y).



Primitivne rekurzivne definicie

Primitivne rekurzivne definicie
S to definicie v tvare

f(v,0,2) = ply, 2]
f(y,x+1,2) =1y, x, (¥, x, 2), z].

Specialne pripady:
> lteracia unarnej funkcie
fO(x) = x
Frl(x) = £ £7(x).

» Explicitna definicia s monadickou diskriminaciou

f(¥,0,2) = ply, 2]
f(y,x+1,2) =1[y, x, 2].



Primitivne rekurzivne definicie

Lema
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na primitivne rekurzivne
definicie s aspon jednym parametrom.

Dékaz.
Primitivne rekurzivna definicia s aspon jednym parametrom y, Z:

f(y)oaz):p[_)?az] f(y,X+1,Z):T[V,X,f(y,X,Z),Z].

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

g(v,2) = ply, 2]
h(X’ a7y7z) = T[y7x7a72]
1(0,y,2) = g(v, 2)
fl(S(X)vva) = h(Xa fl(Xv)ZZ)»)?aZ)



Primitivne rekurzivne definicie

Lema
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na bezparametrické
primitivne rekurzivne definicie.

Dékaz.

Bezparametricka primitivne rekurzivna definicia unarnej funkcie:

f(0)=»
f(x+1) =7[x, f(x)].

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie podla predoslej lemy z
tohoto vyjadrenia

fl(o’ W) =p

A(x+1,w) =T1[x, A(x,w)]
f(x) = f(x,0).



Primitivne rekurzivne definicie

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na primitivne rekurzivne
definicie.

Désledok
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator iteracie
unarnych funkcii:

fO(x) = x FrHl(x) = f F(x).
Désledok

Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na explicitné definicie
funkcii s monadickou diskriminaciou:

f(v,0,2) = ply, 2] f(y,x+1,2) =7y, x,2].



Primitivne rekurzivne definicie
Priklady primitivne rekurzivnych funkcii
Nasobenie
0-y=0 (x+1)y=xy+y.
Umocnovanie
x0=1 X = xxV,

Sumacna funkcia

n+1 n

0
Zi:O Zi:Zi+n+1.
i i=0 i=0



Primitivne rekurzivne definicie

Modifikované odéitanie
Definicia

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii
Funkcia predchodcu

0-1=0 x+1=-1=x.
Modifikované od¢&itanie

x=0=x x=(y+1)=x=y~=1.



Zaver

2. cvicenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.

3. cviCenie
» Za&ina hned po prednaske v miestnosti F1-248.
> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v nedelu tento tyZdeh.

4. prednaska

» Primitivne rekurzivne predikaty a chrani€ena minimalizacia.

> Spitna rekurzia.
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