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Zopakovanie

Cie© predmetu

I Vybudova´ matematické základy deklaratívnych
programovacích jazykov.

Stru£ná osnova predmetu

I Primitívne rekurzívne funkcie
I Aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou.

I Obecne rekurzívne funkcie
I Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií:

I Ackermannova funkcia (1928),
I univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.

I �iasto£ne rekurzívne funkcie
I Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
I Kleeneho veta o normálnej forme.
I Churchova téza a algoritmicky nerozhodnute©né problémy.



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkcie

I Základný vývoj primitívne rekurzívnych funkcií.
I Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizácia.
I Párovacia funkcia a aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Vnorená jednoduchá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(
x , f
(
x , s1(x , y)

)
, f
(
x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))

)
, y
)
.

I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne
volanie f (~ρ) funkcie f v terme τ .



Primitívne rekurzívne funkcie

Primitívne rekurzívne funkcie

I Základné funkcie:
I kon²tantná funkcia Z(x) = 0,
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I identity (projekcie):

Ini (x1, . . . , xn) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

I Kompozícia (skladanie) funkcií:

f (x1, . . . , xn) = h
(
g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)

)
.

I Primitívna rekurzia:

f (0, y1, . . . , yn) = g(y1, . . . , yn)

f
(
S(x), y1, . . . , yn

)
= h

(
x , f (x , y1, . . . , yn), y1, . . . , yn

)
.



Primitívne rekurzívne funkcie

Primitívne rekurzívne odvodenia

h(x , z , y) = S I32(x , z , y)

0 + y = y 0 + y = I(y)

x + 1 + y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)

h2(x , z , y) = I32(x , z , y) + I33(x , z , y)

0·y = 0 0·y = Z(y)

(x + 1)·y = x ·y + y S(x)·y = h2(x , x ·y , y)

C1(x) = SZ(x)

h3(y , z , x) = I33(y , z , x)· I32(y , z , x)

f (0, x) = C1(x)

x0 = 1 f
(
S(y), x

)
= h3

(
y , f (y , x), x

)
xy+1 = x ·xy xy = f

(
I22(x , y), I21(x , y)

)



Primitívne rekurzívne funkcie

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na operátor kompozície

funkcií a primitívnej rekurzie.

Dôkaz.
Príklad:

h(x , z , y) = S I32(x , z , y)

0 + y = y 0 + y = I(y)

x + 1 + y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)

h2(x , z , y) = I32(x , z , y) + I33(x , z , y)

0·y = 0 0·y = Z(y)

(x + 1)·y = x ·y + y S(x)·y = h2(x , x ·y , y).



Primitívne rekurzívne funkcie

De�nícia
Trieda funkcií je primitívne rekurzívne uzavretá, ak obsahuje
základné primitívne rekurzívne funkcie a je uzavretá na operátor
kompozície funkcií a primitívnej rekurzie.

Príklady

I Trieda v²etkých funkcií je primitívne rekurzívne uzavretá.
I Trieda primitívne rekurzívnych funkcií je p. r. uzavretá.
I Trieda Turingovských vypo£ítate©ných funkcií je p. r. uzavretá.

Lema
Primitívne rekurzívne funkcie sú podmnoºinou kaºdej primitívne

rekurzívne uzavretej triedy funkcií.

Dôkaz.
Indukciou na d¨ºku primitívne rekurzívneho odvodenia.



Primitívne rekurzívne funkcie

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú najmen²ia primitívne rekurzívne

uzavretá trieda funkcií.

Dôkaz.
Ozna£enie:

PRIM = trieda primitívne rekurzívnych funkcií,

MIN = najmen²ia primitívne rekurzívne uzavretá trieda funkcií

=
⋂
{F | F je p. r. uzavretá trieda funkcií}.

Cie©om je dokáza´ rovnos´ PRIM = MIN.
I Inklúzia PRIM ⊆ MIN je dôsledok lemy.
I Inklúzia PRIM ⊇ MIN plynie s primitívne rekurzívnej

uzavretosti triedy PRIM.



Explicitné de�nície

Kon²tantné funkcie sú primitívne rekurzívne

I Unárne kon²tantné funkcie

Cm(x) = m.

Primitívna rekurzívnos´ Cm pomocou induktívneho argumentu

C0 = Z

Cm+1(x) = SCm(x).

I Kon²tantné funkcie z ©ubovolným po£tom argumentov

Cn
m(x1, . . . , xn) = m.

Primitívnu rekurzívnos´ Cn
m dostaneme z tohoto vyjadrenia

Cn
m(x1, . . . , xn) = Cm In1(x1, . . . , xn).



Explicitné de�nície

Explicitné de�nície funkcií

Sú to de�nície v tvare

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn].

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na explicitné de�nície.

Dôkaz.
Preklad de�nície induktívne pod©a ²truktúry termu τ . Napr.

f (x , y , z) = g3
(
x , g2

(
z , g1(x)

)
, 2
)
.



Explicitné de�nície

Explicitné de�nície funkcií

Sú to de�nície v tvare

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn].

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na explicitné de�nície.

Dôkaz.
Preklad de�nície induktívne pod©a ²truktúry termu τ . Napr.

h1(x , y , z) = g1 I31(x , y , z)

h2(x , y , z) = g2
(
I33(x , y , z), h1(x , y , z)

)
f (x , y , z) = g3

(
I31(x , y , z), h2(x , y , z),C3

2(x , y , z)
)
.



Explicitné de�nície

Príklad
Z predchadzajúcej vety plynie, ºe ternárna funkcia h de�novaná
nasledujúcim vz´ahom je primitívne rekurzívna funkcia:

h(x , z , y) = S(z).

S£ítanie je preto tieº primitívne rekurzívna funkcia:

0 + y = I(y)

S(x) + y = h(x , x + y , y).



Primitívne rekurzívne de�nície

Primitívne rekurzívne de�nície
Sú to de�nície v tvare

f (~y , 0, ~z) = ρ[~y , ~z ]

f (~y , x + 1, ~z) = τ [~y , x , f (~y , x , ~z), ~z ].

�peciálne prípady:
I Iterácia unárnej funkcie

f 0(x) = x

f n+1(x) = f f n(x).

I Explicitná de�nícia s monadickou diskrimináciou

f (~y , 0, ~z) = ρ[~y , ~z ]

f (~y , x + 1, ~z) = τ [~y , x , ~z ].



Primitívne rekurzívne de�nície

Lema
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na primitívne rekurzívne

de�nície s aspo¬ jedným parametrom.

Dôkaz.
Primitívne rekurzívna de�nícia s aspo¬ jedným parametrom ~y , ~z :

f (~y , 0, ~z) = ρ[~y , ~z ] f (~y , x + 1, ~z) = τ [~y , x , f (~y , x , ~z), ~z ].

Primitívna rekurzívnos´ funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

g(~y , ~z) = ρ[~y , ~z ]

h(x , a, ~y , ~z) = τ [~y , x , a, ~z ]

f1(0, ~y , ~z) = g(~y , ~z)

f1(S(x), ~y , ~z) = h(x , f1(x , ~y , ~z), ~y , ~z)

f (~y , x , ~z) = f1(x , ~y , ~z).



Primitívne rekurzívne de�nície

Lema
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na bezparametrické

primitívne rekurzívne de�nície.

Dôkaz.
Bezparametrická primitívne rekurzívna de�nícia unárnej funkcie:

f (0) = ρ

f (x + 1) = τ [x , f (x)].

Primitívna rekurzívnos´ funkcie f plynie pod©a predo²lej lemy z
tohoto vyjadrenia

f1(0,w) = ρ

f1(x + 1,w) = τ [x , f1(x ,w)]

f (x) = f1(x , 0).



Primitívne rekurzívne de�nície

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na primitívne rekurzívne

de�nície.

Dôsledok
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na operátor iterácie

unárnych funkcií:

f 0(x) = x f n+1(x) = f f n(x).

Dôsledok
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na explicitné de�nície

funkcií s monadickou diskrimináciou:

f (~y , 0, ~z) = ρ[~y , ~z ] f (~y , x + 1, ~z) = τ [~y , x , ~z ].



Primitívne rekurzívne de�nície

Príklady primitívne rekurzívnych funkcií

Násobenie

0·y = 0 (x + 1)·y = x ·y + y .

Umoc¬ovanie

x0 = 1 xy+1 = x ·xy .

Suma£ná funkcia

0∑
i=0

i = 0
n+1∑
i=0

i =
n∑

i=0

i + n + 1.



Primitívne rekurzívne de�nície

Modi�kované od£ítanie
De�nícia

x .− y =

{
x − y ak x ≥ y ,

0 ak x ≤ y .

Príklady primitívne rekurzívnych funkcií

Funkcia predchodcu

0 .− 1 = 0 x + 1 .− 1 = x .

Modi�kované od£ítanie

x .− 0 = x x .− (y + 1) = x .− y .− 1.



Záver

2. cvi£enie

I Výsledky s komentárom nájdete na webe.

3. cvi£enie

I Za£ína hne¤ po predná²ke v miestnosti F1-248.
I Pracujte samostatne.
I Úlohy odovzda´ najneskôr do 12:00 v nede©u tento týºde¬.

4. predná²ka

I Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizácia.
I Spätná rekurzia.
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