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Zopakovanie

Cie© predmetu

◮
Vybudova´ matematiké základy deklaratívnyh

programovaíh jazykov.

Deklaratívne programovanie

◮
Univerzum je mnoºina prirodzenýh £ísel N = {0, 1, 2, 3, . . . }.

◮
Dátové ²truktúry kódujeme do N v ²týle jazyka Lisp s

pomoou vhodnej párovaej funkie.

◮
Programy sú vlastnosti totálnyh funkií nad oborom N

sp¨¬ajúe ur£ité vstupné podmienky.

◮
Formálny systém je druhorádová formalizáia aritmetiky.

◮
Pri výu£be pouºívame programovaí jazyk a

²pei�ka£no-veri�ka£ný systém CL (Clausal Language).



Zopakovanie

Teória deklaratívneho programovania

◮
Primitívne rekurzívne funkie

◮
Aritmetizáia dátovýh ²truktúr.

◮
Regulárne rekurzívne de�níie s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x] pre rekurzívne

volanie f (~ρ) funkie f v terme τ .

◮
Obene rekurzívne funkie

◮
Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií:

◮
Akermannova funkia (1928),

◮
univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie.

◮
�iasto£ne rekurzívne funkie

◮
Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

◮
Kleeneho veta o normálnej forme.

◮
Churhova téza a algoritmiky nerozhodnute©né problémy

(problém zastavenia).



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkie

◮
Základné funkie:

◮
kon²tantná funkia Z(x) = 0,

◮
funkia nasledovníka S(x) = x + 1,

◮
identity (projekie):

I

n
i (x1, . . . , xn) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

◮
Kompozíia (skladanie) funkií:

f (x
1

, . . . , xn) = h
(

g
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)
)

.

◮
Primitívna rekurzia:

f (0, y
1

, . . . , yn) = g(y
1

, . . . , yn)

f
(

S(x), y
1

, . . . , yn
)

= h
(

x , f (x , y
1

, . . . , yn), y1, . . . , yn
)

.



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne odvodenia

h(x , z , y) = S I

3

2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)

h
2

(x , z , y) = I

3

2

(x , z , y) + I

3

3

(x , z , y)

0·y = 0 0·y = Z(y)

(x + 1)·y = x ·y + y S(x)·y = h
2

(x , x ·y , y)

C

1

(x) = S Z(x)

h
3

(y , z , x) = I

3

3

(y , z , x)· I3
2

(y , z , x)

f (0, x) = C

1

(x)

x0 = 1 f
(

S(y), x
)

= h
3

(

y , f (y , x), x
)

xy+1 = x ·xy xy = f
(

I

2

2

(x , y), I2
1

(x , y)
)



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkie

◮
Základný vývoj primitívne rekurzívnyh funkií.

◮
Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizáia.

◮
Párovaia funkia a aritmetizáia dátovýh ²truktúr.

◮
Vnorená jednoduhá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, f
(

x , s
2

(x , y , f (x , s
1

(x , y))
)

, y
)

.

◮
Regulárne rekurzívne de�níie s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne

volanie f (~ρ) funkie f v terme τ .



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

De�níia

Vravíme, ºe (n+1)-árna funkia U je univerzálnou pre triedu

n-árnyh primitívne rekurzívnyh funkií, ak sú splnené tieto

podmienky:

◮
Pre kaºdú n-árnu primitívne rekurzívnu funkiu f existuje £íslo

e také, ºe pre kaºdú n-tiu £ísel x
1

, . . . , xn platí rovnos´

U(e, x
1

, . . . , xn) = f (x
1

, . . . , xn).

◮
Pre kaºdé £íslo e je n-árna funkia f de�novaná vz´ahom

f (x
1

, . . . , xn) = U(e, x
1

, . . . , xn)

tieº primitívne rekurzívna.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Veta

�iadna univerzálna funkia pre triedu n-árnyh primitívne

rekurzívnyh funkií nie je primitívne rekurzívna.

D�kaz sporom pre n = 1

Predpokladajme, ºe existuje p.r. funkia U , ktorá je univerzálna pre

triedu unárnyh p.r. funkií. Potom funkia f de�novaná vz´ahom

f (x) = U(x , x) + 1 (1)

je primitívne rekurzívna. Existuje £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x

U(e, x) = f (x). (2)

Postupnými úpravami teraz dostaneme

f (e)
(1)

= U(e, e) + 1

(2)

= f (e) + 1.

Spor.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

Cantorova párovaia funkia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·

1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·

2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·

3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·

4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·

5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·

6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

〈x , y〉 =

x+y
∑

i=0

i + 1+ x .



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

Vlastnosti párovaej funkie

Modi�kovaná verzia Cantorovej párovaej funkie má tieto základné

vlastnosti:

〈x
1

, x
2

〉 = 〈y
1

, y
2

〉 → x
1

= y
1

∧ x
2

= y
2

x < 〈x , y 〉 ∧ y < 〈x , y〉

x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉.

Projekie

Unárne projekie π
1

a π
2

sp¨¬ajú tieto identity:

π
1

〈x , y 〉 = x π
2

〈x , y 〉 = y π
1

(0) = 0 = π
2

(0).



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

Notáia

Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈

x
1

, 〈x
2

, . . . , xn〉
〉

skrátene 〈x
1

, x
2

, . . . , xn〉.

Aritmetizáia karteziánskeho sú£inu

◮
Kódom n-tie (x

1

, . . . , xn) ∈ N
n
je £íslo

〈x
1

, . . . , xn〉 ∈ N.

◮
Zobenená projekia [x ]ni operuje na kódoh n-tí:

[〈x
1

, . . . , xn〉]
n
i = xi pre 1 ≤ i ≤ n.

De�níia:

[x ]ni = if i 6= n then π
1

πi .−1

2

(x) else πn .−1

2

(x).



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh odvodení

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operáie s£ítania

h(x , z , y) = S I

3

2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y).

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol a

jeho syntaktiký strom:

Re

2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

Re

2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh odvodení

Primitívne rekurzívne funk£né symboly

Trieda PR

n
pozostáva z n-árnyh p.r. funk£nýh symbolov:

◮ Z ∈ PR

1

, S ∈ PR

1

a I ni ∈ PR

n
pre 1 ≤ i ≤ n.

◮
Ak h ∈ PR

m
a g

1

, . . . , gm ∈ PR

n
, potom

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm) ∈ PR

n.

◮
Ak g ∈ PR

n
a h ∈ PR

n+2

, potom

Ren+1

(g , h) ∈ PR

n+1.

Ih zjednotenie je mnoºina v²etkýh p.r. funk£nýh symbolov

PR =
⋃

n≥1

PR

n.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh odvodení

Interpretáia primitívne rekurzívnyh funk£nýh symbolov

Symbol f ∈ PR

n
interpretujeme ako n-árnu funkiu f N nad N:

◮ ZN
je kon²tantná funkia Z(x) = 0.

◮ SN
je funkia nasledovníka S(x) = x + 1.

◮ (I ni )
N

je identita I

n
i (~x) = xi .

◮

(

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm)

)N
je funkia de�novaná kompozíiou

(

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm)

)N
(~x) = hN

(

gN
1

(~x), . . . , gN
m (~x)

)

.

◮

(

Ren(g , h)
)N

je funkia de�novaná primitívnou rekurziou

(

Ren(g , h)
)N

(0, ~y ) = gN (~y)
(

Ren(g , h)
)N

(x + 1, ~y) = hN
(

x ,
(

Ren(g , h)
)N

(x , ~y ), ~y
)

.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh odvodení

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh funk£nýh symbolov

Pomoou párovýh kon²truktorov z r�znymi rozli²ovaími

poloºkami:

Z = 〈1, 0〉 (kon²tantná funkia)

S = 〈2, 0〉 (funkia nasledovníka)

I

n
i = 〈3, n, i〉 (identity)

〈〈〈g , gs〉〉〉 = 〈4, g , gs〉 (kontrakia)

Comp

n
m(h, gs) = 〈5, n,m, h, gs〉 (kompozíia)

Ren(g , h) = 〈6, n, g , h〉. (primitívna rekurzia)

Pre kon²truktor 〈〈〈g , gs〉〉〉 pouºívame podobné nota£né konvenie ako

pre párovaiu funkiu 〈x , y 〉.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh odvodení

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh funk£nýh symbolov

�íslo pf q ∈ N ozna£uje kód (aritmetizáiu) primitívne rekurzívneho

funk£ného symbolu f ∈ PR. Induktívna de�níia:

pZq = Z

pSq = S

pI ni q = I

n
i

pComp

n
m(h, g1, . . . , gm)q = Comp

n
m

(

phq, 〈〈〈pg
1

q, . . . , pgmq〉〉〉
)

pRen(g , h)q = Ren(pgq, phq).



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Aritmetizáia primitívne rekurzívnyh odvodení

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operáie s£ítania

h(x , z , y) = S I

3

2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y).

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol

Re

2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

a jeho aritmetizáia

Re

2

(I 1

1

,Comp3

1

(S , I 3

2

)).

Re

2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Interpreter programovaieho jazyka

�pei�káia

Interpreter programovaieho jazyka p.r. odvodení je binárna funkia

e • x , ktorá má tieto dve základné vlastnosti:

◮
Pre kaºdé f ∈ PR

n
a x

1

, . . . , xn ∈ N platí rovnos´

pf q • 〈x
1

, . . . , xn〉 = f N (x
1

, . . . , xn).

◮
Pre kaºdé £íslo e ∈ N, unárna funkia f de�novaná vz´ahom

f (x) = e • x

je primitívne rekurzívna funkia.

Poznámka

De�níia univerzálnej funkie U pre triedu n-árnyh p.r. funkií

U(e, x
1

, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Interpreter programovaieho jazyka

Implementáia

Diskrimináia pod©a kon²truktorov p.r. funk£nýh symbolov:

e • x = ase

e = Z ⇒ 0

e = S ⇒ x + 1

e = I

n
i ⇒ [x ]ni

e = 〈〈〈g , gs〉〉〉 ⇒
〈

g • x , gs • x
〉

e = Comp

n
m(h, gs) ⇒ h • (gs • x)

e = Ren(g , h) ⇒
ase

x = 〈0, y〉 ⇒ g • y
x = 〈z + 1, y〉 ⇒ h •

〈

z ,Ren(g , h) • 〈z , y〉, y
〉

otherwise ⇒ 0

end

otherwise ⇒ 0

end.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Interpreter programovaieho jazyka

Implementáia

Klauzálna forma rekurzívnej de�níie:

Z • x = 0

S • x = x + 1

I

n
i • x = [x ]ni

〈〈〈g , gs〉〉〉 • x =
〈

g • x , gs • x
〉

Comp

n
m(h, gs) • x = h • (gs • x)

Ren(g , h) • 〈0, y 〉 = g • y

Ren(g , h) • 〈x + 1, y 〉 = h •
〈

x ,Ren(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉

.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Interpreter programovaieho jazyka

Dobré usporiadanie

Lexikogra�ké usporiadanie dvojí prirodzenýh £ísel

(a, b) <
lex

(c , d) ↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .

Je to dobré usporiadanie: kaºdá ostro klesajúa postupnos´

(a
1

, b
1

) >
lex

(a
2

, b
2

) >
lex

(a
3

, b
3

) >
lex

(a
4

, b
4

) >
lex

· · ·

je kone£ná.

Trans�nitná rekurzia

Podmienky regularity pre interpreter e • x sú triviálne splnené, napr.

(

Ren(g , h), 〈x , y 〉
)

<
lex

(

Ren(g , h), 〈x + 1, y〉
)

(

h,
〈

x ,Ren(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉)

<
lex

(

Ren(g , h), 〈x + 1, y〉
)

.



Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie

Primitívne rekurzívne indexy

De�níia

Prirodzené £íslo e také, ºe

∀x
1

. . . ∀xn f (x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉,

sa nazýva primitívne rekurzívny index funkie f .

Veta

Funkia je primitívne rekurzívna práve vtedy, ke¤ má primitívne

rekurzívny index.

De�níia

Predikát Prf (n, e) platí, ak £íslo e je dobre vytvorený primitívne

rekurzívny index nejakej n-árnej primitívne rekurzívnej funkie, t.j.

e = pf q pre nejaké f ∈ PR

n
.



Záver

1. vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete na webe.

2. vi£enie

◮
Za£ína hne¤ po predná²ke v miestnosti F1-248.

◮
Praujte vo dvojiiah.

◮
Úlohy odovzda´ najnesk�r do 12:00 v nede©u tento týºde¬.

3. predná²ka

◮
Základný vývoj primitívne rekurzívnyh funkií:

◮
expliitné de�níie,

◮
primitívne rekurzívne de�níie.
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