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Cie© a obsah predmetu

Cie© predmetu

I Vybudova´ matematické základy deklaratívnych
programovacích jazykov.

Kde h©adáme rie²enie?

I V matematickej logike � v £asti, ktorá sa volá Teória

rekurzívnych funkcií.

Pre£o?

I Churchova téza: trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií je
totoºná s obecne rekurzívnymi funkciami (Herbrand-Gödel).

I Návrh prvého jazyka deklaratívnej paradigmy jazyka Lisp bol
silne ovplyvnený formalizmom £iasto£ne rekurzívnych funkcií.



Deklaratívne programovanie

Výu£ba deklaratívneho programovania na fakulte

I Podmie¬ujúce predmety (doporu£ené):
I 1-AIN-505 Úvod do deklaratívneho programovania,
I 1-INF-465 Deklaratívne programovanie.

I Súvisiace predmety:
I 1-AIN-470 �peci�kácia a veri�kácia programov,

I Softvér pouºívaný pri výu£be týchto predmetov:
I programovací jazyk a ²peci�ka£no-veri�ka£ný systém CL

(Clausal Language).
I Iné deklaratívne progamovacie jazyky:

I funkcionálne programovacie jazyky � Lisp, Haskell;
I logické programovacie jazyky � Prolog.



Deklaratívne programovanie

Paradigma deklaratívneho programovania

I Deklaratívne programy sú de�nície matematických objektov
(funkcie, relácie).

I Zhoda medzi de�ni£nou a výpo£tovou sémantikou umoº¬uje
analyzova´ programy elementárnymi prostriedkami.

I V²etky £asti tvorby programu je moºné realizova´ v tom istom
formalizme:

I ²peci�kácia,
I implementácia,
I veri�kácia,
I výpo£et.

I Jednoduchá sémantika sa kombinuje s expresívnymi
programátorskými kon²trukciami.



Deklaratívne programovanie
Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

�peci�kácia

I �peci�ka£ný predikát

x | y ↔ ∃z y = x ·z .

I �peci�kácia programu

x 6= 0 ∨ y 6= 0→ gcd(x , y) | x ∧ gcd(x , y) | y ∧
∀z

(
z | x ∧ z | y → z ≤ gcd(x , y)

)
.

Tu gcd(x , y) ozna£uje najvä£²ieho spolo£ného delite©a
prirodzených £ísel x a y .

I Idea algoritmu

x > y ∧ z | y → z | x ↔ z | x .− y .



Deklaratívne programovanie
Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Implementácia

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then

case

x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

else

max(x , y)

Výpo£et
Výpo£et s argumentami klesajúcimi v miere max(x , y):

gcd(9, 12) = gcd(9, 3) = gcd(6, 3) = gcd(3, 3) = 3
12 > 9 > 6 > 3



Deklaratívne programovanie
Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Implementácia

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then

case

x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

else

max(x , y)

Výpo£et
Podmienky regularity zaru£ujú, ºe výpo£et vºdy skon£í:

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x > y → max(x .− y , y) < max(x , y)

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x < y → max(x , y .− x) < max(x , y).



Deklaratívne programovanie
Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Implementácia

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then

case

x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

else

max(x , y)

Výpo£et
Podmienka x 6= 0 ∧ y 6= 0 sa zbyto£ne opakovane vyhodnocuje

gcd(9, 12) = gcd(9, 3) = gcd(6, 3) = gcd(3, 3) = 3



Deklaratívne programovanie
Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Alternatívna implementácia so vstupnou podmienkou

x 6= 0 ∧ y 6= 0→ gcd(x , y) = case

x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

Výpo£et
Ten nemusí skon£i´:

gcd(1, 0) = gcd(1 .− 0, 0) = gcd(1, 0) = · · ·

Program po£íta £iasto£nú funkciu!



Deklaratívne programovanie
Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Alternatívna implementácia so vstupnou podmienkou

x 6= 0 ∧ y 6= 0→ gcd(x , y) = case

x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

Výpo£et
Roz²írené podmienky regularity pre mieru max(x , y):

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x > y → max(x .− y , y) < max(x , y) ∧ x .− y 6= 0 ∧ y 6= 0

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x < y → max(x , y .− x) < max(x , y) ∧ x 6= 0 ∧ y .− x 6= 0.

Výpo£et skon£í pre vstupy sp¨¬ajúce vstupnú podmienku.



Deklaratívne programovanie

Zhrnutie

I Univerzum je mnoºina prirodzených £ísel N = {0, 1, 2, 3, . . . }.
I Dátové ²truktúry kódujeme do N v ²týle jazyka Lisp s

pomocou vhodnej párovacej funkcie.
I Programy sú vlastnosti totálnych funkcií nad oborom N

sp¨¬ajúce ur£ité vstupné podmienky.
I Formálny systém je druhorádová formalizácia aritmetiky.

Metamatematika deklaratívneho programovania

I Primitívne rekurzívne funkcie:
I aritmetizácia dátových ²truktúr, rekurzia s mierou.

I Obecne rekurzívne funkcie.
I �iasto£ne rekurzívne funkcie:

I Churchova téza, algoritmicky nerozhodnute©né problémy
(problém zastavenia).



Primitívne rekurzívne funkcie
Typy rekurzie

Primitívna rekurzia

I Umoc¬ovanie:

x0 = 1 xy+1 = x ·xy .

Rekurzia s mierou

I Fibonacciho postupnos´:

f0 = 0 f1 = 1 fn+2 = fn+1 + fn.

I Euklidov algoritmus.

Obecná rekurzia

I Ackermannova funkcia (1928).
I Univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.



Primitívne rekurzívne funkcie

De�nícia triedy primitívne rekurzívnych funkcií

I Základné funkcie:
I kon²tantná funkcia Z(x) = 0,
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I identity (projekcie):

Ini (x1, . . . , xn) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

I Kompozícia (skladanie) funkcií:

f (x1, . . . , xn) = h
(
g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)

)
.

I Primitívna rekurzia:

f (0, y1, . . . , yn) = g(y1, . . . , yn)

f
(
S(x), y1, . . . , yn

)
= h

(
x , f (x , y1, . . . , yn), y1, . . . , yn

)
.



Primitívne rekurzívne funkcie

De�nícia triedy primitívne rekurzívnych funkcií

I Základné funkcie:
I kon²tantná funkcia Z(x) = 0,
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I identity (projekcie):

Ini (~x) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

I Kompozícia (skladanie) funkcií:

f (~x) = h
(
g1(~x), . . . , gm(~x)

)
.

I Primitívna rekurzia:

f (0, ~y) = g(~y)

f
(
S(x), ~y

)
= h

(
x , f (x , ~y), ~y

)
.



Primitívne rekurzívne funkcie

De�nícia

I Základné funkcie: Z(x) = 0, S(x) = x + 1, Ini (~x) = xi .
I Kompozícia funkcií: f (~x) = h(g1(~x), . . . , gm(~x)).
I Primitívna rekurzia:

f (0, ~y) = g(~y) f (S(x), ~y) = h(x , f (x , ~y), ~y).

S£ítanie

h(x , z , y) = S I32(x , z , y)

0 + y = y 0 + y = I(y)

x + 1 + y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)



Primitívne rekurzívne funkcie

De�nícia

I Základné funkcie: Z(x) = 0, S(x) = x + 1, Ini (~x) = xi .
I Kompozícia funkcií: f (~x) = h(g1(~x), . . . , gm(~x)).
I Primitívna rekurzia:

f (0, ~y) = g(~y) f (S(x), ~y) = h(x , f (x , ~y), ~y).

Násobenie

h2(x , z , y) = I32(x , z , y) + I33(x , z , y)

0·y = 0 0·y = Z(y)

(x + 1)·y = x ·y + y S(x)·y = h2(x , x ·y , y)



Primitívne rekurzívne funkcie

De�nícia

I Základné funkcie: Z(x) = 0, S(x) = x + 1, Ini (~x) = xi .
I Kompozícia funkcií: f (~x) = h(g1(~x), . . . , gm(~x)).
I Primitívna rekurzia:

f (0, ~y) = g(~y) f (S(x), ~y) = h(x , f (x , ~y), ~y).

Umoc¬ovanie

C1(x) = SZ(x)

h3(y , z , x) = I33(y , z , x)· I32(y , z , x)

f (0, x) = C1(x)

x0 = 1 f (S(y), x) = h3(y , f (y , x), x)

xy+1 = x ·xy xy = f (I 22 (x , y), I 21 (x , y))



Primitívne rekurzívne funkcie

Primitívne rekurzívne funkcie a deklaratívne programovanie

I Základný vývoj primitívne rekurzívnych funkcií.
I Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizácia.
I Párovacia funkcia a aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Vnorená jednoduchá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(
x , f

(
x , s1(x , y)

)
, f
(
x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))

)
, y

)
.

I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne
volanie f (~ρ) funkcie f v terme τ .



Záver

Organizácia kurzu

I Predná²ky: pondelok 10:40-12:10, m. I-9.
I Cvi£enia: streda 13:10-14:40, m. I-H6.
I Konzultácie: ²tvrtok 13:00-13:30, m. I-16.
I Web: http://ii.fmph.uniba.sk/cl/courses/

Hodnotenie

I Cvi£enia: max. 50 bodov.
I Test, prémiové úlohy: max. 50 bodov.
I Známky: E 50, D 60, C 70, B 80, A 90.



Záver

1. cvi£enie

I Za£ína v stredu o 13:10 v miestnosti I-H6.
I Pracujte vo dvojiciach.
I Úlohy odovzda´ najneskôr do 12:00 v pondelok budúci týºde¬.

2. predná²ka

I Aritmetizácia dátových ²truktúr (karteziánsky sú£in, obecné
stromy) s pomocou párovacej funkcie.

I Poza primitívnu rekurziu: univerzálna funkcia pre primitívne
rekurzívne funkcie.
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