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Zopakovanie

Teória rekurzívnych funkcií

I Primitívne rekurzívne funkcie
I Aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou.

I Obecne rekurzívne funkcie
I Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií:

I Ackermannova funkcia,
I univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.

I Churchova téza.

I �iasto£ne rekurzívne funkcie
I Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
I Kleeneho veta o normálnej forme.
I Turing-Churchova téza.

Teória rekurzívnych funkcií umoº¬uje vybudova´ matematické
základy deklaratívnych programovacích jazykov.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

De�nícia triedy £iasto£ne rekurzívnych funkcií

I Základné funkcie:
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I funkcia predchodcu P(x) = x

.− 1.

I Explicitné de�nície £iasto£ných funkcií:

f (x1, . . . , xn) ' τ [x1, . . . , xn].

I Rekurzívne de�nície £iasto£ných funkcií:

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

Funkcia je rekurzívna, ak je to totálna £iasto£ne rekurzívna funkcia.
Predikát je rekurzívny, ak taká je jeho charakteristická funkcia.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Rekurzívne odvodenia
S£ítanie

x + y ' if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y .

Od£ítanie

x .− y ' if x 6= 0 then if y 6= 0 then P(x) .− P(y) else x else 0.

Násobenie

x ·y ' if x 6= 0 then P(x)·y + y else 0.

Umoc¬ovanie

xy ' if y 6= 0 then x ·xP(y) else 1.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Rekurzívne termy a funk£né symboly (príklad)

Primitívne rekurzívna de�nícia

0 + y = y

S(x) + y = S(x + y).

Regulárna rekurzívna de�nícia

x + y = if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y .

Rekurzívna de�nícia so silnou rovnos´ou

x1 + x2 ' D
(
x1, S

(
P(x1) + x2

)
, x2
)
.

Rekurzívny funk£ný symbol

λ2.D
(
x1, S f2

(
P(x1), x2

)
, x2
)
.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Monadické numerály

Výpo£et prebieha na monadických numeráloch:

0 S(0) S S(0) S S S(0) S S S S(0) . . . .

Ozna£enie:
I Ak x je prirodzené £íslo, potom x je monadický numerál, ktorý

denotuje £íslo x :

x ≡
x-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).

I Ak x1, . . . , xn sú prirodzené £ísla, potom

x1, . . . , xn ≡ x1, . . . , xn ≡
x1-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0), . . . ,

xn-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Jeden krok výpo£tu

Ak uzavretý rekurzívny term τ nie je numerál, tak musí obsahova´
aspo¬ jeden podvýraz (redex) v tvare

D(x , σ2, σ3) P(x) (λn.σ)(~x).

Jeden výpo£tový krok spo£íva v nájdení naj©avej²ieho redexu a jeho
nahradením kontrakciou pod©a nasledujúcich pravidiel

D(0, σ2, σ3) B1 σ3

D(x + 1, σ2, σ3) B1 σ2

P(x) B1 x .− 1

(λn.σ[fn;~x ])(~x) B1 σ[λn.σ;~x ].

Tak dostaneme nový uzavretý rekurzívny term ρ a pí²eme

τ B1 ρ.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Viac krokov výpo£tu

Ozna£enie:
I τ1 Bk τ2, ak výraz τ1 sa redukuje do výrazu τ2 po k krokoch.

To znamená, ºe existujú uzavreté rekurzívne termy
ρ0, ρ1, . . . , ρk také, ºe

τ1 ≡ ρ0 B1 ρ1 B1 · · · B1 ρk ≡ τ2.

Umoºníme tieº prípad k = 0. Vtedy τ1 B0 τ2 ↔ τ1 ≡ τ2.
I τ1 B τ2, ak τ1 Bk τ2 pre nejaké k .
I Ak τ B x , tak vravíme, ºe výpo£et skon£il s výsledkom x .

Veta (Ekvivalentnos´ de�ni£nej a výpo£tovej sémantiky)

Pre kaºdý rekurzívny funk£ný symbol f platí:

f (~x) ' y ↔ f (~x) B y .



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Rekurzívne indexy

Symbolom ϕ
(n)
e ozna£ujeme n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu

de�novanú predpisom

ϕ
(n)
e =

{
f ak e = pf q pre nejaký n-árny rek. fun. symbol f ,

∅(n) iná£.

Ak f = ϕ
(n)
e tak £íslo e nazveme rekurzívnym indexom £iasto£nej

funkcie f . �ísla v tvare pf q sú dobre vytvorené indexy.

Veta
�iasto£ná funkcia je rekurzívna práve vtedy, ke¤ má rekurzívny
index.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Enumera£ná £iasto£ná funkcia
Symbolom Ψn si ozna£íme (n+1)-árnu £iasto£nú funkciu de�novanú
predpisom

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' ϕ(n)
e (x1, . . . , xn).

Veta o enumerácií (Kleene)

Pre kaºdé n ≥ 1, £iasto£ná funkcia Ψn je £iasto£ne rekurzívna
funkcia, ktorá enumeruje (s opakovaním) triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií, t. j. postupnos´

λx1 . . . xn .Ψn(e, x1, . . . , xn) pre e = 0, 1, 2, . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Dôkaz vety o enumerácií

I Z vety charakterizujúcej rekurzívne indexy plynie, ºe
nasledujúca postupnos´

λ~x .Ψn(0,~x) λ~x .Ψn(1,~x) λ~x .Ψn(2,~x) . . .

t.j. ϕ
(n)
0 ϕ

(n)
1 ϕ

(n)
2 . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.
I Pre dobre vytvorené indexy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych

funkcií totiº platí:

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' Dc Eval e(((〈〈〈px1q, . . . , pxnq〉〉〉))).

Ψn je preto £iasto£ne rekurzívna funkcia.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Enumera£ná £iasto£ná funkcia je univerzálna (platí to aj
naopak)

(n+1)-árna £iasto£ná funkcia Ψn sp¨¬a tieto dve podmienky:
I Pre kaºdú n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f existuje £íslo

e také, ºe pre kaºdú n-ticu £ísel x1, . . . , xn platí rovnos´

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' f (x1, . . . , xn).

I Pre kaºdé £íslo e je n-árna £iasto£ná funkcia f de�novaná
vz´ahom

f (x1, . . . , xn) ' Ψn(e, x1, . . . , xn)

£iasto£ne rekurzívna.

Vravíme, ºe Ψn je univerzálnou pre triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií
Zúplnenie enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívna
funkcia
Dôkaz sporom. Predpokladajme napr., ºe binárna funkcia f :

f (e, x) '

{
Ψ1(e, x) ak Ψ1(e, x)↓
0 ak Ψ1(e, x)↑

(1)

je rekurzívna. Potom aj unárna funkcia g de�novaná vz´ahom

g(x) = f (x , x) + 1 (2)

je rekurzívna. Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x platí

Ψ1(e, x) ' g(x). (3)

Odtia© Ψ1(e, e)↓. Postupnými úpravami odvodíme spor:

g(e)
(2)
= f (e, e) + 1

(1)
' Ψ1(e, e) + 1

(3)
' g(e) + 1.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Graf enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívny predikát

Dôkaz sporom. Predpokladajme, ºe graf binárnej enumera£nej
£iasto£nej funkcie Ψ1:

G1(e, x , y)↔ Ψ1(e, x) ' y (1)

je rekurzívny predikát. Potom je rekurzívny aj unárny predikát P :

P(x)↔ G1(x , x , 0). (2)

Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x platí rovnos´

Ψ1(e, x) ' P∗(x). (3)

Postupnými úpravami teraz dostaneme spor:

P(e)
(2)⇔ G1(e, e, 0)

(1)⇔ Ψ1(e, e) ' 0
(3)⇔ P∗(e) ' 0⇔ ¬P(e).



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Churchova téza (1936)

Trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií nad oborom prirodzených
£ísel je totoºná s triedou obecne rekurzívnych funkcií.

Turingova téza (1936-1937)

Trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií nad oborom prirodzených
£ísel je totoºná s triedou funkcií vypo£ítate©ných na Turingových
strojoch.

Modely (£iasto£ne) vypo£ítate©ných funkcií

I obecne rekurzívne funkcie [Herbrand-Gödel, 1931, 1934],
I λ-de�novate©né funkcie [Church, 1932],
I (£iasto£ne) µ-rekurzívne funkcie [Kleene, 1935, 1952],
I Turingove stroje [Turing, 1936-1937],
I £iasto£ne rekurzívne funkcie [Kleene, 1952],
I registrové stroje [napr. Minsky, 1961].



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Problém zastavenia
Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie je (n+1)-árny predikát de�novaný predpisom

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ ϕ

(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne funkcie je
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
V opa£nom prípade by takéto zúplnenie enumera£nej £iasto£nej
funkcie Ψn bola rekurzívna funkcia:

f (e, x1, . . . , xn) '

{
ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn) ak ϕ(n)

e (x1, . . . , xn)↓,
0 ak ϕ(n)

e (x1, . . . , xn)↑.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Problém zastavenia
Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie je (n+1)-árny predikát de�novaný predpisom

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ ϕ

(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne funkcie je
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
V opa£nom prípade by takéto zúplnenie enumera£nej £iasto£nej
funkcie Ψn bola rekurzívna funkcia:

f (e, x1, . . . , xn) ' if W
(n)
e (x1, . . . , xn) then Ψn(e, x1, . . . , xn) else 0.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumera£nú £iasto£nú funkciu je
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
Nech en je rekurzívny index enumera£nej £iasto£nej funkcie Ψn:

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' Ψn+1(en, e, x1, . . . , xn).

�iºe

ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn)↓ ↔ ϕ

(n+1)
en (e, x1, . . . , xn)↓ .

Odtia© dostaneme

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔W(n+1)

en (e, x1, . . . , xn).

Z rozhodnute©nosti problému zastavenia pre Ψn by sme dostali
rozhodnute©nos´ v²eobecného problému zastavenia.



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) =

{
Mk(x) if P Mk(x) and k is the least such number,

0 if there is no such number.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗ M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l (x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) = y ↔ ∃k
(
PMk(x) ∧ ∀l < k¬PM l (x) ∧ y = Mk(x)

)
∨

¬∃k PMk(x) ∧ y = 0.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗ M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l (x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).
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