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Zopakovanie

Teoria rekurzivnych funkcii

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regularne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regulédrne rekurzivne definicie do dobre zalozenych rel4cii:

» Ackermannova funkcia,
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.

» Churchova téza.

» Ciastocne rekurzivne funkcie

» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Turing-Churchova téza.

Tedria rekurzivnych funkcii umoziuje vybudovat matematické
zaklady deklarativnych programovacich jazykov.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Definicia triedy Ciastoéne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu P(x) = x =~ 1.

» Explicitné definicie Ciastocnych funkcii:
(X1, .oy Xn) > T[x1, ..., Xn]-
» Rekurzivne definicie Ciastoénych funkcii:
f(x1, .y Xn) 2 T[fix1,..., Xn]-

Funkcia je rekurzivna, ak je to totalna Ciastocne rekurzivna funkcia.
Predikat je rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Rekurzivne odvodenia
Sé&itanie

x4y ~if x #0 then S(P(x) +y) else y.
Odcitanie
x =y ~if x # 0 then if y # 0 then P(x) = P(y) else x else 0.
Nésobenie
x-y ~if x # 0 then P(x)-y + y else 0.
Umochovanie

x¥ ~if y # 0 then x-x*() else 1.



Vypoctovy model pre Ciastocne rekurzivne funkcie

Rekurzivne termy a funkéné symboly (priklad)

Primitivne rekurzivna definicia

0O+y=y
S(x) +y =S(x+y).

Regularna rekurzivna definicia
x+y =if x # 0 then S(P(x) +y) else y.
Rekurzivna definicia so silnou rovnostou
x| + Xp ~ D(xl,S(P(xl) +X2),X2).

Rekurzivny funkény symbol

/\2.D<x1, S fg(P(xl),XQ),x2>.



Vypoctovy model pre Ciastocne rekurzivne funkcie

Monadické numeraly
Vypocet prebieha na monadickych numeraloch:

0 S(0) SS(0) SSS(0) SSSS(0)

Oznacenie:

» Ak x je prirodzené Cislo, potom x je monadicky numeral, ktory
denotuje Cislo x:

x-krat
—~
x=S5...5(0)
» Ak x1,...,x, si prirodzené Cisla, potom
x1-krat xn-krat
— —
X, Xan = X1,.--, X =5...5(0),...,S...5(0).



Vypoctovy model pre Ciastocne rekurzivne funkcie
Jeden krok vypoctu

Ak uzavrety rekurzivny term 7 nie je numeral, tak musi obsahovat
aspon jeden podvyraz (redex) v tvare

D(x,02,03)  P(x)  (An-0)(X)-

Jeden vypoctovy krok spociva v najdeni najlavejsieho redexu a jeho
nahradenim kontrakciou podla nasledujicich pravidiel

D(0,02,03) >1 03
D(x +1,07,03)
) > x—=—1
)

(A o[fn,x])& ]

Tak dostaneme novy uzavrety rekurzivny term p a piseme

T>1p.



Vypoctovy model pre Ciastocne rekurzivne funkcie

Viac krokov vypoctu
Oznacenie:

> Ty D>, T2, ak vyraz 71 sa redukuje do vyrazu 7 po k krokoch.
To znamenad, Ze existujl uzavreté rekurzivne termy
00, P1, - - -, Pk také, ze

T1=p0 D1 p1 D10 Bl pk =720

Umoznime tiez pripad k = 0. Vtedy 71 g 72 &> 71 = 7.
> 71 > T, ak T >, T2 pre nejaké k.

» Ak 7 > x, tak vravime, ze vypocet skonCil s vysledkom x.

Veta (Ekvivalentnost defininej a vypoctovej sémantiky)
Pre kazdy rekurzivny funkény symbol f plati:

f(X) 2y < f(X)>y.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Rekurzivne indexy
Symbolom gogn) oznaCujeme n-arnu Ciasto¢ne rekurzivnu funkciu

definovan( predpisom

() {f ak e = "7 pre nejaky n-arny rek. fun. symbol f,

Ak f = go(en) tak Cislo e nazveme rekurzivnym indexom Ciastocnej
funkcie . Cisla v tvare "f 7 st dobre vytvorené indexy.

Veta
Ciastoéna funkcia je rekurzivna prave vtedy, ked ma rekurzivny
index.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Enumeracna Ciastocna funkcia
Symbolom W, si oznaéime (n+1)-arnu Ciasto¢na funkciu definovani
predpisom

V(e x1,...,Xp) go(e")(xl, ey Xn)-

Veta o enumeracii (Kleene)

Pre kazdé n > 1, Ciasto¢na funkcia WV, je Ciastoéne rekurzivna
funkcia, ktord enumeruje (s opakovanim) triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii, t. j. postupnost

AX1 ..o xn . Wn(e,xi, ..., Xn) pree=0,1,2,...

je enumerécia triedy n-drnych Eiastocne rekurzivnych funkcir.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Dokaz vety o enumeracii

» 7 vety charakterizujicej rekurzivne indexy plynie, ze
nasledujica postupnost

ARV,(0,%) AR Wp(1,%) AR U(2,%)

t.. ol P\ ol

je enumeracia triedy n-arnych Ciastoéne rekurzivnych funkcii.

» Pre dobre vytvorené indexy n-arnych Ciastocne rekurzivnych
funkcii totiz plati:

W, (e, x1,...,Xp) = Dc Eval e({"x1 7 ..., "xa ).

W, je preto Ciastocne rekurzivna funkcia.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Enumeracna Ciastocna funkcia je univerzalna (plati to aj
naopak)
(n+1)-arna Eiastocna funkcia W, splia tieto dve podmienky:

» Pre kazd( n-arnu CiastoCne rekurzivnu funkciu f existuje Cislo
e také, ze pre kazdia n-ticu Cisel xq,. .., x, plati rovnost

W, (e, x1,. .., xp) = F(x1,...,Xn)-

> Pre kazdé &islo e je n-arna Ciasto€na funkcia f definovana
vztahom

f(xt, . yxn) = Va(e,x1,. .., Xn)

¢iastoéne rekurzivna.

Vravime, ze W, je univerzalnou pre triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii
Ziplnenie enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivna
funkcia
Dékaz sporom. Predpokladajme napr., ze binarna funkcia f:

k
fle,x) ~ Vi(e,x) ak Wi(e,x){ (1)
0 ak Wi(e, x)t
je rekurzivna. Potom aj unéarna funkcia g definovana vztahom
g(x) =f(x,x)+1 (2)

je rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati
Vi (e, x) ~ g(x). (3)
Odetial W (e, e)l. Postupnymi Gpravami odvodime spor:

1 3
g0) 2 fee)+1Y (e e)+1 Y g(e) + 1.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Graf enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivny predikat

Dékaz sporom. Predpokladajme, Ze graf binarnej enumeracnej
Ciastocnej funkcie Vi:

Gi(e,x,y) <> W(e,x) >~y (1)
je rekurzivny predikat. Potom je rekurzivny aj unarny predikat P:
P(x) + Gi(x, x,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati rovnost
Vi (e, x) ~ P(x). (3)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e) 2 Gi(e,e,0) B wi(e,e) ~ 0 2 P.(e) ~ 0 = —P(e).



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy
Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Turingova téza (1936-1937)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
¢isel je totozna s triedou funkcii vypocitatelnych na Turingovych
strojoch.

Modely (Eiastoéne) vypocitatelnych funkcii

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Godel, 1931, 1934],
» A-definovatelné funkcie [Church, 1932],

> (Ciastocne) p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952],

» Turingove stroje [Turing, 1936-1937],

» CiastoCne rekurzivne funkcie [Kleene, 1952],

> registrové stroje [napr. Minsky, 1961].



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy

Problém zastavenia
Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne CiastoCne rekurzivne
funkcie je (n+1)-arny predikat definovany predpisom

Wé")(xh cey Xn) & <p(e")(x1, cey Xn)d

Veta
Problém zastavenia pre n-arne Ciastoéne rekurzivne funkcie je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.
V opaénom pripade by takéto ziplnenie enumeracnej Ciastoénej
funkcie W, bola rekurzivna funkcia:

(en)(xl,...,x,,) ak gpgn)(xl,...,xn)i,
f(e7X1,...,Xn): (n)
0 ak we '(x1,...,xn)T.



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy

Problém zastavenia
Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne
funkcie je (n+1)-arny predikat definovany predpisom

WE”)(XL cey Xp) (p(en)(xl, e Xn)d

Veta
Problém zastavenia pre n-arne CiastoCne rekurzivne funkcie je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.

V opaénom pripade by takéto ziplnenie enumeracnej Ciastoénej
funkcie W, bola rekurzivna funkcia:

fle,xt,. . xa) ~if W (xq,...,x,) then Wy(e,x1,. .., x,) else 0.



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumeralnii Ciastoénii funkciu je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.

Nech e, je rekurzivny index enumeracnej Ciastocnej funkcie W:
V(e x1,. ..y xn) =~ Vpri1(en, €,x1, ..., Xp).

Cize
gp(en)(xl, e Xp)d & gngH)(e,xl, cee Xn)d

Odtial dostaneme

Wgn)(Xla ceey Xp) & W‘(e:+1)(e,x1, ey Xn)-

Z rozhodnutelnosti problému zastavenia pre W, by sme dostali
rozhodnutel nost vieobecného problému zastavenia.



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language £

Let M describe a single computation step of £ and P its final
configuration. Evaluator of £ is the unlimited iteration of M s.t.

M (x) Mk (x) if P M*(x) and k is the least such number,
X) =
0 if there is no such number.

Program for computing the evaluator M*:

Ik PM¥(x) — M*(x) = if P(x) then x else M* M(x).
Condition of regularity of the program:

3k PM*(x) A =P(x) = t M(x) < t(x) A 3k PM*M(x),

where t(x) = pk[3/ PM!(x) — PM*(x)] is the number of
computation steps from the configuration x (zero for infinite loop).



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language £

Let M describe a single computation step of £ and P its final
configuration. Evaluator of £ is the unlimited iteration of M s.t.

M*(x) =y <+ Tk(PM¥(x) AVI < k=PM'(x) Ay = M¥(x)) v
-3k PM*(x) Ay = 0.

Program for computing the evaluator M*:

Ik PM¥(x) — M*(x) = if P(x) then x else M* M(x).
Condition of regularity of the program:

3k PM¥(x) A =P(x) = t M(x) < t(x) A 3k PM*M(x),

where t(x) = pk[3/ PM!(x) — PM*(x)] is the number of
computation steps from the configuration x (zero for infinite loop).
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