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Distan£ná výu£ba

Pokyny

I Vypnite si kameru a stlmte si mikrofón.
I Komunikova´ je moºné po£as celej predná²ky.
I Ak máte otázku alebo chcete nie£o poveda´, tak zdvihnite

ruku.
I Po vyzvaní zapnite si mikrofón.
I Po skon£ení ruku zloºte a stlmte si mikrofón.
I Prezentácia je nahrávaná.
I Nahrávku z predná²ky nájdete v tejto sekcii.
I Slajdy z predná²ky nájdete pod poloºkou Súbory/Files.





Zopakovanie

Cie© predmetu

I Vybudova´ matematické základy deklaratívnych
programovacích jazykov.

Stru£ná osnova predmetu
I Primitívne rekurzívne funkcie

I Aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou.

I Obecne rekurzívne funkcie
I Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií:

I Ackermannova funkcia (1928),
I univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.

I �iasto£ne rekurzívne funkcie
I Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
I Kleeneho veta o normálnej forme.
I Churchova téza a algoritmicky nerozhodnute©né problémy.





Zopakovanie

Rekurzívne indexy
Symbolom ϕ

(n)
e ozna£ujeme n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu

de�novanú predpisom

ϕ
(n)
e =

{
f ak e = pf q pre nejaký n-árny rek. fun. symbol f ,

∅(n) iná£.

Ak f = ϕ
(n)
e , tak £íslo e nazveme rekurzívnym indexom £iasto£nej

funkcie f . �ísla v tvare pf q sú dobre vytvorené indexy.

Enumera£ná £iasto£ná funkcia
Symbolom Ψn si ozna£íme (n+1)-árnu £iasto£nú funkciu:

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' ϕ(n)
e (x1, . . . , xn).

Z dôkazu Kleeneho vety o normálnej forme vyplýva, ºe

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' Uµs[Tn(e, x1, . . . , xn, s)].



Zopakovanie

Veta o enumerácií (Kleene)
Pre kaºdé n ≥ 1, £iasto£ná funkcia Ψn je £iasto£ne rekurzívna
funkcia, ktorá enumeruje (s opakovaním) triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií, t. j. postupnos´

λx1 . . . xn .Ψn(e, x1, . . . , xn) pre e = 0, 1, 2, . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.

Veta
Zúplnenie enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívna funkcia.

Veta
Graf enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívny predikát.



Zopakovanie

Churchova téza (1936)
Trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií nad oborom prirodzených
£ísel je totoºná s triedou obecne rekurzívnych funkcií.

Turingova téza (1936-1937)
Trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií nad oborom prirodzených
£ísel je totoºná s triedou funkcií vypo£ítate©ných na Turingových
strojoch.

Modely (£iasto£ne) vypo£ítate©ných funkcií

I obecne rekurzívne funkcie [Herbrand-Gödel, 1931, 1934],
I λ-de�novate©né funkcie [Church, 1932],
I (£iasto£ne) µ-rekurzívne funkcie [Kleene, 1935, 1952],
I Turingove stroje [Turing, 1936-1937],
I £iasto£ne rekurzívne funkcie [Kleene, 1952],
I registrové stroje [napr. Minsky, 1961].





Rekurzívne nerozhodnute©né problémy
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Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Problém zastavenia
Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie je (n+1)-árny predikát de�novaný predpisom

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ ϕ

(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne funkcie je
rekurzívne nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
V opa£nom prípade by takéto zúplnenie enumera£nej £iasto£nej
funkcie Ψn bola rekurzívna funkcia:

f (e, x1, . . . , xn) '

{
ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn) ak ϕ(n)

e (x1, . . . , xn)↓,
0 ak ϕ(n)

e (x1, . . . , xn)↑.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Problém zastavenia
Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie je (n+1)-árny predikát de�novaný predpisom

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ ϕ

(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne funkcie je
rekurzívne nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
V opa£nom prípade by takéto zúplnenie enumera£nej £iasto£nej
funkcie Ψn bola rekurzívna funkcia:

f (e, x1, . . . , xn) ' if W(n)
e (x1, . . . , xn) then Ψn(e, x1, . . . , xn) else 0.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy





Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumera£nú £iasto£nú funkciu je rekurzívne
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz (prípad n = 1).
Nech e1 je rekurzívny index enumera£nej £iasto£nej funkcie Ψ1:

Ψ1(e, x) ' Ψ2(e1, e, x).

�iºe

ϕe(x)↓ ↔ ϕ
(2)
e1 (e, x)↓ .

Odtia© dostaneme

We(x)↔W
(2)
e1 (e, x).

Z rozhodnute©nosti problému zastavenia pre Ψ1 by sme dostali
rozhodnute©nos´ v²eobecného problému zastavenia.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumera£nú £iasto£nú funkciu je rekurzívne
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
Nech en je rekurzívny index enumera£nej £iasto£nej funkcie Ψn:

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' Ψn+1(en, e, x1, . . . , xn).

�iºe

ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn)↓ ↔ ϕ

(n+1)
en (e, x1, . . . , xn)↓ .

Odtia© dostaneme

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔W

(n+1)
en (e, x1, . . . , xn).

Z rozhodnute©nosti problému zastavenia pre Ψn by sme dostali
rozhodnute©nos´ v²eobecného problému zastavenia.
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Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

�iasto£ne rekurzívne predikáty
n-árny predikát P je £iasto£ne rekurzívny, ak existuje n-árna
£iasto£ne rekurzívna funkcia f taká, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ f (x1, . . . , xn)↓ .

Príklady

I Kaºdý n-árny rekurzívny predikát P je £iasto£ne rekurzívny:

f (x1, . . . , xn) ' if P(x1, . . . , xn) then 1 else ∅(n)(x1, . . . , xn).

I Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne
rekurzívne funkcie je (n+1)-árny £iasto£ne rekurzívny predikát:

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ Ψn(e, x1, . . . , xn)↓ .



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

�iasto£ne rekurzívne predikáty
n-árny predikát P je £iasto£ne rekurzívny, ak existuje n-árna
£iasto£ne rekurzívna funkcia f taká, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ f (x1, . . . , xn)↓ .

Príklady

I Kaºdý n-árny rekurzívny predikát P je £iasto£ne rekurzívny:

f (x1, . . . , xn) ' µy [P(x1, . . . , xn)].

I Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne
rekurzívne funkcie je (n+1)-árny £iasto£ne rekurzívny predikát:

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ Ψn(e, x1, . . . , xn)↓ .



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Veta o normálnej forme (Kleene)
Pre kaºdý n-árny £iasto£ne rekurzívny predikát P existuje £íslo e
také, ºe pre v²etky £ísla x1, . . . , xn platí vz´ah

P(x1, . . . , xn)↔ ∃s Tn(e, x1, . . . , xn, s)

Dôkaz.
Nech f je n-árna £iasto£ne rekurzívna funkcia taká, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ f (x1, . . . , xn)↓ .

Z Kleeneho vety o normálnej forme pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie plynie, ºe existuje £íslo e také, ºe

f (x1, . . . , xn) ' Uµs[Tn(e, x1, . . . , xn, s)].



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Veta o normálnej forme (Kleene)
Pre kaºdý n-árny £iasto£ne rekurzívny predikát P existuje £íslo e
také, ºe pre v²etky £ísla x1, . . . , xn platí vz´ah

P(x1, . . . , xn)↔ ∃s Tn(e, x1, . . . , xn, s)

Dôkaz.
Nech f je n-árna £iasto£ne rekurzívna funkcia taká, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ f (x1, . . . , xn)↓ .

Z Kleeneho vety o normálnej forme pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie plynie, ºe existuje £íslo e také, ºe

f (x1, . . . , xn)↓ ↔ ∃s Tn(e, x1, . . . , xn, s).



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Veta (Post)
Predikát je rekurzívny práve vtedy, ke¤ on a jeho negácia sú
£iasto£ne rekurzívne predikáty.

Dôkaz.
Nech n-árny predikát P a jeho negácia sú £iasto£ne rekurzívne.
Z vety o normálnej forme plynie, ºe existujú £ísla e1, e2 také, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ ∃s Tn(e1, x1, . . . , xn, s)

¬P(x1, . . . , xn)↔ ∃s Tn(e2, x1, . . . , xn, s).

Regulárna minimalizácia de�nuje n-árnu rekurzívnu funkciu f :

f (x1, . . . , xn) = µs[Tn(e1, x1, . . . , xn, s) ∨ Tn(e2, x1, . . . , xn, s)].

Rekurzívnos´ predikátu P plynie z tohoto vyjadrenia

P(x1, . . . , xn)↔ Tn
(
e1, x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn)

)
.





Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Projekcie rekurzívnych predikátov
Nech R je (n+1)-árny rekurzívny predikát a nech P je n-árny
predikát de�novaný predpisom

P(x1, . . . , xn)↔ ∃y R(y , x1, . . . , xn).

Vravíme, ºe predikát P vznikol (existen£nou) projekciou
rekurzívneho predikátu R .

Rekurzívne spo£ítate©né predikáty
n-árny predikát P je rekurzívne spo£ítate©ný, ak jeho obor
pravdivosti je prázdna mnoºina alebo ak existuje unárna rekurzívna
funkcia f taká, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ ∃y f (y) = 〈x1, . . . , xn〉.

Vravíme, ºe funkcia f enumeruje predikát P .





Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Veta
Nech P je n-árny predikát. Potom nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:

I P je £iasto£ne rekurzívny predikát.

I P je projekcia rekurzívneho predikátu.

I P je rekurzívne spo£ítate©ný predikát.

Dôkaz.
Znenie vety plynie z nasledujúcich troch pomocných tvrdení.





Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdý £iasto£ne rekurzívny predikát je projekciou rekurzívneho
predikátu.

Dôkaz (prípad n = 1).
Nech P je unárny £iasto£ne rekurzívny predikát. Z Kleeneho vety o
normálnej forme plynie, ºe existuje £íslo e také, ºe

P(x)↔ ∃s T1(e, x , s).

Nasledujúci vz´ah de�nuje binárny rekurzívny predikát R :

R(s, x)↔ T1(e, x , s).

Predikát P je tak projekciou rekurzívneho predikátu

P(x)↔ ∃s R(s, x).



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdý £iasto£ne rekurzívny predikát je projekciou rekurzívneho
predikátu.

Dôkaz.
Nech P je n-árny £iasto£ne rekurzívny predikát. Z Kleeneho vety o
normálnej forme plynie, ºe existuje £íslo e také, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ ∃s Tn(e, x1, . . . , xn, s).

Nasledujúci vz´ah de�nuje (n+1)-árny rekurzívny predikát R :

R(s, x1, . . . , xn)↔ Tn(e, x1, . . . , xn, s).

Predikát P je tak projekciou rekurzívneho predikátu

P(x1, . . . , xn)↔ ∃s R(s, x1, . . . , xn).



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdá projekcia rekurzívneho predikátu je rekurzívne spo£ítate©ný
predikát.

Dôkaz (prípad n = 1).
Nech R je binárny rekurzívny predikát a nech P je jeho projekcia:

P(x)↔ ∃y R(y , x)

Predpokladajme, ºe predikát P platí pre £íslo a. Uvaºujme unárnu funkciu
f de�novanú vz´ahom

f (z) =

x ak pre nejaké £ísla y , x platí
z = 〈y , x〉 a R(y , x),

a iná£.

f je rekurzívna funkcia, ktorá enumeruje predikát P:

P(x)↔ ∃z f (z) = x .

P je preto rekurzívne spo£ítate©ný predikát.



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdá projekcia rekurzívneho predikátu je rekurzívne spo£ítate©ný
predikát.

Dôkaz (prípad n = 1).
Nech R je binárny rekurzívny predikát a nech P je jeho projekcia:

P(x)↔ ∃y R(y , x)

Predpokladajme, ºe predikát P platí pre £íslo a. Uvaºujme unárnu funkciu
f de�novanú vz´ahom

f (z) = if Tuple(2, z) ∧ R([z ]2
1
, [z ]2

2
) then [z ]2

2
else a.

f je rekurzívna funkcia, ktorá enumeruje predikát P:

P(x)↔ ∃z f (z) = x .

P je preto rekurzívne spo£ítate©ný predikát.



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdá projekcia rekurzívneho predikátu je rekurzívne spo£ítate©ný
predikát.

Dôkaz.
Nech R je (n+1)-árny rekurzívny predikát a nech P je jeho projekcia:

P(x1, . . . , xn)↔ ∃y R(y , x1, . . . , xn)

Predpokladajme, ºe predikát P platí pre £ísla a1, . . . , an. Uvaºujme
unárnu funkciu f de�novanú vz´ahom

f (z) =

〈x1, . . . , xn〉 ak pre nejaké £ísla y , x1, . . . , xn platí
z = 〈y , x1, . . . , xn〉 a R(y , x1, . . . , xn),

〈a1, . . . , an〉 iná£.

f je rekurzívna funkcia, ktorá enumeruje predikát P: s

P(x1, . . . , xn)↔ ∃z f (z) = 〈x1, . . . , xn〉.

P je preto rekurzívne spo£ítate©ný predikát.



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdá projekcia rekurzívneho predikátu je rekurzívne spo£ítate©ný
predikát.

Dôkaz.
Nech R je (n+1)-árny rekurzívny predikát a nech P je jeho projekcia:

P(x1, . . . , xn)↔ ∃y R(y , x1, . . . , xn)

Predpokladajme, ºe predikát P platí pre £ísla a1, . . . , an. Uvaºujme
unárnu funkciu f de�novanú vz´ahom

〈R〉(z)↔ R([z ]n+1

1
, [z ]n+1

2
, . . . , [z ]n+1

n+1
)

f (z) = if Tuple(n + 1, z) ∧ 〈R〉(z) then π2(z) else 〈a1, . . . , an〉.

f je rekurzívna funkcia, ktorá enumeruje predikát P: s

P(x1, . . . , xn)↔ ∃z f (z) = 〈x1, . . . , xn〉.

P je preto rekurzívne spo£ítate©ný predikát.



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdý rekurzívne spo£ítate©ný predikát je £iasto£ne rekurzívny
predikát.

Dôkaz (prípad n = 1).
Nech f je unárna rekurzívna funkcia, ktorá enumeruje unárny
predikát P :

P(x)↔ ∃y f (y) = x .

Potom neohrani£ená minimalizácia

g(x) ' µy [f (y) = x ]

de�nuje £iasto£ne rekurzívnu funkcia g takú, ºe

P(x)↔ g(x)↓ .



Rekurzívne polorozhodnute©né problémy

Lema
Kaºdý rekurzívne spo£ítate©ný predikát je £iasto£ne rekurzívny
predikát.

Dôkaz.
Nech f je unárna rekurzívna funkcia, ktorá enumeruje n-árny
predikát P :

P(x1, . . . , xn)↔ ∃y f (y) = 〈x1, . . . , xn〉.

Potom neohrani£ená minimalizácia

g(x1, . . . , xn) ' µy [f (y) = 〈x1, . . . , xn〉]

de�nuje £iasto£ne rekurzívnu funkcia g takú, ºe

P(x1, . . . , xn)↔ g(x1, . . . , xn)↓ .



Turingova úplnos´ a totálne funkcionálne programovanie

Uniformný problém zastavenia
Aritmetizácia uniformného problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne
rekurzívne funkcie je unárny predikát de�novaný predpisom

Totn(e)↔ ∀x1· · · ∀xn ϕ(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Uniformný problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie nie je ani rekurzívne polorozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
Tvrdenie je dôsledok nasledujúcej lemy, ktorá je sformulovaná a
dokázaná pre prípad n = 1.



Turingova úplnos´ a totálne funkcionálne programovanie

Uniformný problém zastavenia
Aritmetizácia uniformného problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne
rekurzívne funkcie je unárny predikát de�novaný predpisom

Totn(e)↔ ∀x1· · · ∀xnW(n)
e (x1, . . . , xn).

Veta
Uniformný problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie nie je ani rekurzívne polorozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
Tvrdenie je dôsledok nasledujúcej lemy, ktorá je sformulovaná a
dokázaná pre prípad n = 1.



Turingova úplnos´ a totálne funkcionálne programovanie

Lema (prípad n = 1)
Nech P je predikát taký, ºe ∀e

(
P(e)→ Tot(e)

)
. Ak P je £iasto£ne

rekurzívny predikát, potom {ϕe | P(e)} ⊂ {ϕe | Tot(e)}.

Dôkaz (prípad {e | P(e)} 6= ∅).
Existuje rek. fcia k taká, ºe {e | P(e)} = {k(0), k(1), k(2), . . .}.
Preto {ϕe | P(e)} = {ϕk(0), ϕk(1), ϕk(2), . . .}. Nasledujúci vz´ah
de�nuje unárnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f :

f (x) ' Ψ
(
k(x), x

)
+ 1.

Pretoºe ϕk(x)(x)↓, f je totálna. Z de�nície plynie tieº

f (x) = ϕk(x)(x) + 1 6= ϕk(x)(x) t.j. f 6= ϕk(x)

pre kaºdé x . Odtia© dostaneme

f 6∈ {ϕe | P(e)} f ∈ {ϕe | Tot(e)}.





Turingova úplnos´ a totálne funkcionálne programovanie

Lema (prípad n = 1)
Nech P je predikát taký, ºe ∀e

(
P(e)→ Tot(e)

)
. Ak P je £iasto£ne

rekurzívny predikát, potom {ϕe | P(e)} ⊂ {ϕe | Tot(e)}.

Dôkaz (prípad {e | P(e)} 6= ∅).
Existuje rek. fcia k taká, ºe {e | P(e)} = {k(0), k(1), k(2), . . .}.
Preto {ϕe | P(e)} = {ϕk(0), ϕk(1), ϕk(2), . . .}. Nasledujúci vz´ah
de�nuje unárnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f :

f (x) ' Ψ
(
k(x), x

)
+ 1.

Pretoºe ϕk(x)(x)↓, f je totálna. Z de�nície plynie tieº

f (x) = ϕk(x)(x) + 1 6= ϕk(x)(x) t.j. f 6= ϕk(x)

pre kaºdé x . Odtia© dostaneme

f 6∈ {ϕe | P(e)} f ∈ {ϕe | Tot(e)}.
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Lema (prípad n = 1)
Nech P je predikát taký, ºe ∀e

(
P(e)→ Tot(e)

)
. Ak P je £iasto£ne

rekurzívny predikát, potom {ϕe | P(e)} ⊂ {ϕe | Tot(e)}.

Dôkaz (prípad {e | P(e)} 6= ∅).
Existuje rek. fcia k taká, ºe {e | P(e)} = {k(0), k(1), k(2), . . .}.
Preto {ϕe | P(e)} = {ϕk(0), ϕk(1), ϕk(2), . . .}. Nasledujúci vz´ah
de�nuje unárnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f :

f (x) ' Ψ
(
k(x), x

)
+ 1.

Pretoºe ϕk(x)(x)↓, f je totálna. Z de�nície plynie tieº

f (x) = ϕk(x)(x) + 1 6= ϕk(x)(x) t.j. f 6= ϕk(x)

pre kaºdé x . Odtia© dostaneme

f 6∈ {ϕe | P(e)} f ∈ {ϕe | Tot(e)}.
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Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Implementácia

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then
case
x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end
else

max(x , y)

Výpo£et
Výpo£et s argumentami klesajúcimi v miere max(x , y):

gcd(9, 12) = gcd(9, 3) = gcd(6, 3) = gcd(3, 3) = 3
12 > 9 > 6 > 3
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Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Implementácia

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then
case
x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end
else

max(x , y)

Výpo£et
Podmienky regularity zaru£ujú, ºe výpo£et vºdy skon£í:

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x > y → max(x .− y , y) < max(x , y)

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x < y → max(x , y .− x) < max(x , y).
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Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Implementácia

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then
case
x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end
else

max(x , y)

Výpo£et
Podmienka x 6= 0 ∧ y 6= 0 sa zbyto£ne opakovane vyhodnocuje

gcd(9, 12) = gcd(9, 3) = gcd(6, 3) = gcd(3, 3) = 3
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Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Alternatívna implementácia so vstupnou podmienkou

x 6= 0 ∧ y 6= 0→ gcd(x , y) = case
x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

Výpo£et
Ten nemusí skon£i´:

gcd(1, 0) = gcd(1 .− 0, 0) = gcd(1, 0) = · · ·

Program po£íta £iasto£nú funkciu!
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Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného delite©a

Alternatívna implementácia so vstupnou podmienkou

x 6= 0 ∧ y 6= 0→ gcd(x , y) = case
x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end

Výpo£et
Roz²írené podmienky regularity pre mieru max(x , y):

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x > y → max(x .− y , y) < max(x , y) ∧ x .− y 6= 0 ∧ y 6= 0

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x < y → max(x , y .− x) < max(x , y) ∧ x 6= 0 ∧ y .− x 6= 0.

Výpo£et skon£í pre vstupy sp¨¬ajúce vstupnú podmienku.
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Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) =

{
Mk(x) if P Mk(x) and k is the least such number,

0 if there is no such number.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l(x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).
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Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) = y ↔ ∃k
(
PMk(x) ∧ ∀l < k¬PM l(x) ∧ y = Mk(x)

)
∨

¬∃k PMk(x) ∧ y = 0.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l(x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).















Záver

10. cvi£enie
I Výsledky s komentárom nájdete v MS Teams.

11. cvi£enie
I Za£ína hne¤ po predná²ke.
I Úlohy odovzda´ do MOODLE najneskôr do 18:00 v sobotu

tento týºde¬.

2. test
I 10 otázok typu ÁNO/NIE za 10 bodov. Termín po dohode.





Koniec predná²ky
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