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Distan¢na vyucba

Pokyny

>
| 2
>

vVvyYyyvyy

Vypnite si kameru a stimte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celej prednasky.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonéeni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku z prednasky najdete v tejto sekcii.

Slajdy z prednasky najdete pod polozkou Sabory/Files.






Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Strucna osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

»  Aritmetizacia datovych struktar.
» Regularne rekurzivne definicie s mierou.

» Obecne rekurzivne funkcie
» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
» univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastoéne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Zopakovanie

Obecne rekurzivne funkcie
» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu x = 1.

> Explicitné definicie:
f(X1y..oyXn) = T[x1,. .., Xn]-
» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacir:

f(x1y... xn) =T[fix1,. .., Xn]-

Obecne rekurzivne funkcie, ktoré nie st primitivne rekurzivne

» Ackermannova funkcia.

» Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.



Zopakovanie

u-Rekurzivne funkcie

» Zakladné funkcie:

> konstantna funkcia Z(x) =0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» identity (projekcie) I7(x,...,x,) = x; pre kazdé 1 < i < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:
(X1, Xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...,x,,)).
» Primitivna rekurzia:

f(07y17"'7yn) :g(}/l,--',yn)
f(S(X),yl,...,yn) = h(x7 f(x,yl,...,y,,),yl,...,y,,).

» Reguldrna minimalizicia:

f(Xl,...,Xn) - uy[g(yvxlv"wxn) = 1]



Zopakovanie

Veta
Trieda obecne rekurzivnych funkcii je totozna s triedou

w-rekurzivnych funkcii.

Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Modely vypocitatelnych funkcii (do roku 1935)

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Godel, 1931, 1934],
» \-definovatelné funkcie [Church, 1932],
» p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952].



Uvod

F(x) = f(x) + 1

f(x) = f(x)

f(x)=0-f(x)
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Ciastocné funkcie

Ciastocné funkcie
n-arna Ciastocna funkcia f je jednoznacna relacia z N” do N:

X,y)efA(X,z)ef - y=1z
Definiény obor €iastoénej funkcie f:
domf ={XeN"|3Jy(x,y) € f}.
Ciastoéna funkcia f je totalna, ak dom f = N”, t.j.
Vx3dy(X,y) € f.

Pre kazdé n > 1, symbolom ((") oznacujeme n-arnu Ciastocna
funkciu, ktora nie je nikde definovana.






Ciastocné funkcie

Usporiadanie Ciastocnych funkcii
Trieda n-arnych Ciasto¢nych funkcii je usporiadana relaciou inklazie:

fCgeVVy((X,y)ef— (Xy)€g).

Zikladné pojmy:
» f je rozsirenim g, ak g C f.
» f je zizenim g, ak f C g.

» Rozsirenie f, ktoré je totalne, nazveme ziplnenim CiastoCnej
funkcie 7.

Niektoré zakladné vztahy:
» (" C f pre kazdu Ciastoéna n-arnu funkciu f.

> Ak f C g a f je totalna, potom f = g.



Ciastocné funkcie

Retazec
Nekonecna postupnost n-arnych Ciastoénych funkcii

fb)ﬂ?ﬁa"'aﬁvﬁ+17"‘
je retazec, ak plati
hChACHhC - CHCfiy1 S
Mnozinové zjednotenie |J;2, fi:
o
(%y)elJfieTi(xy)ef,
i=0

je jeho limita (supremum). Je to opéat n-arna Ciasto€na funkcia.



Ciastocné funkcie

Ciastocna denotéacia termov
Tvrdenie 7 ~ y, ktoré &itame takto
hodnota vyrazu T existuje a je rovna ¢islu y,

je definované induktivne na Struktaru termu 7:

X~My=x=y
n
f(pl,...,p,,)ZyEElzl-nzlz,,(/\p,'ZZ;/\(Zl,...,Zn,y)€f)
i=1

D(p1,p2,p3) 2y =Fz(pr~za A (zn Z0Ap2~yV
z1=0Ap3~y)).

Ak hodnota termu existuje, potom je urcena jednoznacne:
TYANT™XZ—Yy=2Z

Ak 7 obsahuje len funkcie, potom 7~ y <> 7 = y.



Ciastocné funkcie

Silna rovnost (Kleene)

Oznacenie:

7l=3y7r~y (7 je definovany, ma hodnotu, konverguje)

7t =-3Jy7 ~y (7 nie je definovany, nema hodnotu, diverguje).

Silna rovnost 7 =~ p je definovana predpisom
T~p=TJyIz(r=yAp~zAy=2z)VTTApt

Plati

TepoVy(T=y e pxy)
T T T’:p%pET

TXpAp=0o—T=0.

Ak termy 7, p obsahuja len funkcie, potom 7 ~ p <> 7 = p.



Ciastocné funkcie

Explicitné definicie Ciastocnych funkcii
Sa to definicie Ciastonych funkcii v tvare

(X1, ooy Xn) = T[x1, ..y Xn)

Funkcionalna rovnica ma jediné rieSenie. Je to n-arna Ciastocna
funkcia f definovana vztahom

Vxq- - -Vx,,Vy(f(xl, cey Xn) XY 4 T[X1, ., Xn] y).
Explicitné definicie (totalnych) funkcii
f(Xty...,xn) =T[x1,...,Xn]

st Specidlnym pripadom explicitnych definicii ¢iastoénych funkcii.






Kleeneho prva veta o rekurzii

Veta
Funkcionalna rovnica v neznamej f:

F(X1yeeeyXn) =TI X0, e vy Xn)

ma najmensie rieSenie n-arnu Ciastocnd funkciu | J32 fi, ktord je

limitou retazca fy, fi, f>, ... definovaného predpisom
fo = 0
fir1(Xt, ..oy xn) = T[fii X1, .oy Xn).
Poznamka

Toto je prva Cast originalnej Kleeneho prvej vety o rekurzii. V
druhej asti sa tvrdi, Ze najmensie riedenie je vypocitatelné.






Kleeneho prva veta o rekurzii
Priklad

f(n) ~D(n,nxf(n—1),1)

fo = 0 fix1(n) =~ D(n,n x fi(n—1),1)
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Kleeneho prva veta o rekurzii

Funkcionalna notacia
Symbolom 7[f] oznaéme n-arnu Ciastoénd funkciu definovana
predpisom:

(X1, -y Xn) = T[F; X1, -y Xn)-

Kleeneho prva veta o rekurzii charakterizuje pevné body
funkcionalu Af.7[f].

Veta o pevnom bode
Funkcionalna rovnica v nezndmej f:

f=7[f]

mé najmensie riesenie n-arnu Ciastoéni funkciu | J72, f;, ktora je
limitou retazca fy, fi, >, ... definovaného predpisom

fo =0 fivr = 7(f].



Kleeneho prva veta o rekurzii

Lema (Monoténnost)

Pre [ubovolné n-drne Eiastocné funkcie f a g plati
fCg—r[f]Clgl

Dékaz

Indukciou na Struktdru termu 7.

Désledok

Ak postupnost n-arnych iastoénych funkcif
fo,f,fo, ... fiyo ..
Je retazec, potom aj tato postupnost n-arnych &iastoénych funkcii
Tlhl, T[A], TIf], - - -, TIfi], - -

Jje retazec.



Kleeneho prva veta o rekurzii

Lema (Monoténnost)
Pre [ubovolné n-drne Eiastocné funkcie f a g plati

VXVy (F(X) =y — g(X) = y) = VXVy (7[fiX] >~y — 7[g: x] = y).

Dékaz

Indukciou na Struktdru termu 7.

Désledok

Ak postupnost n-arnych iastoénych funkcif
fo,f,fo, ... fiyo ..
Je retazec, potom aj tato postupnost n-arnych &iastoénych funkcii
Tlhl, T[A], TIf], - - -, TIfi], - -

Jje retazec.



Kleeneho prva veta o rekurzii

Lema (Spojitost)
Pre [ubovolny retazec n-érnych Ciastocnych funkcii

fo,fi,fo, ... fiy...

plati vztah

o

iU fl = UrIfl-
i=0

i=0



Kleeneho prva veta o rekurzii
Lema (Spojitost)
Pre lubovolny retazec n-arnych Eiastocnych funkcii
fo, A, fo, ... fiy...
plati vztah

VWy(T[U i X] ~ y <> Ji7[f;; X] :y),
i=0

Doékaz
Implikacia (+) je priamociary désledok monoténosti. Opacna
implikacia sa dokazuje indukciou na Struktaru termu 7.
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Kleeneho prva veta o rekurzii
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Kleeneho prva veta o rekurzii

Doékaz vety o pevnom bode

» Postupnost fy, 1, f, ... je retazec, t.].
Vi C fipy.
> Limita retazca | J72, f; je rieSenie funkcionalnej rovnice, t.j.
o o0
fi = f].
Ui:o ! T[UI:O ]

> Limita retazca | J°, fi je najmensie rieSenie, t. j. ak g je
riesenie funkcionélnej rovnice, potom

U ,fice

Tu staéi dokazat

Vifi Cg.



fo = Q)
fiy1 = T[fi]
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Kleeneho prva veta o rekurzii
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Rekurzivne definicie

Rekurzivne definicie Ciastocnych funkcii
Sa to definicie Ciastocnych funkcii v tvare

f(X1yeoyXn) = T[fix1,. .., Xn)-

Ciastoénou funkciou, ktora je definovana uvedenym vztahom,
rozumieme najmensie rieSenie tejto funkcionalnej rovnice v triede
n-arnych Ciastoénych funkcii. Existencia takého riesenia plynie z
Kleeneho prvej vety o rekurzii.

Poznamka
Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

f(Xty...,xn) =T[fix1,...,Xn]

st Specidlnym pripadom rekurzivnych definicii ¢iastocnych funkcii.
Tento fakt je to dosledok nasledujtcich dvoch viet.






Rekurzivne definicie

Veta
Predpokladajme, Ze

F(X1, - s Xn) = TIFi X1, -+ Xn]

Je reguldrna rekurzivna definicia n-arnej funkcie f. Potom
funkciondlna rovnica v triede n-arnych Ciastocnych funkcii

f(Xty.. o Xn) = T[fix1,. .., Xn]

Jje rekurzivna definicia tej istej funkcie f.



Rekurzivne definicie

Dékaz.
Predpokladajme, Ze rekurzivna definicia je regularna v dobre
zalozenej relacie <. Nech g je riesenie funkcionalnej rovnice

g(xiy...,xn) = T[g: X1, ..., Xn]. (1)
<-indukciou podla xi, ..., x, dokdzeme tvrdenie
(X1, .oy xn) >~ g(x1,. .., Xn)-
V induktivnom kroku pre xi,..., x, dokdZzeme pomocné tvrdenie
Tolfixt, .o xn] = plfixa, ..o, xa] = plgixa, ... s Xn] (2)

pre kazdy podterm p termu 7 strazeny podmienkou '] v 7. Odtial

(2) (1)
F(X1y oy Xn) =T[Fix1, 0y xn] = Tlg X1, xn] = g0, ..., Xn)-



Rekurzivne definicie

Veta
Predpokladajme, Ze

F(X1yeeeyXn) =TI X0, e vy Xn)

Jje rekurzivna definicia n-arnej Ciastocnej funkcie f. Predpokladajme
dalej, Ze f a vietky pomocné Ciastocné funkcie v terme T sii
totdlne. Potom funkciondlna rovnica v triede n-drnych funkcii

F(Xt,. - Xn) =TI X15 -+ oy Xn)]

Je regularna rekurzivna definicia tej istej funkcie f.



Rekurzivne definicie

Dékaz.
Podl'a prvej vety o rekurzii funkcia f sa da vyjadrit v tvare
f =2, fi, kde fy, fi, fo,... je retazec definovany predpisom

fo = (M fiv1(Xt, .oy xn) = T[f X1, X
Definicia dobre zalozenej relacie <:

m(xi,...,X,) = najmensie i také, ze fi(x1,...,%n) )

(X1y ey Xn) < (V1y--os¥n) & mxt, ..., xn) < m(yi,...,¥n)
Potom funkcionalna rovnica
f(Xty...,xn) =T[fix1,...,Xn]

je regularna rekurzivna definicia do dobre zalozenej relacie <. Jej
(jedinym) riesenim je funkcia f.



Vypoctovy model

Uvod

Uvazujme rekurzivnu definiciu n-arnej Ciastoénej funkcie f v tvare
f(x1, .. xn) = T[f; X1, .., Xn]

Chceme ukazat, ze f je vypocitatelnd vo vypoctovom modeli, ktory
je zalozeny na vyhodnocovani vyrazov.
Oznacenie a predpoklady

> g1,...,8k st vietky pomocné Ciastoéné funkcie v 7.
» Kazda nenulova kon3tanta c v terme 7 je nahradend
odpovedajicim monadickym numeralom:

c-krat

S...5(0).



Vypoctovy model

Monadické numeraly

Vypocet prebiecha na monadickych numeraloch:

0 S(0) SS(0) SSS(0) SSSS(0)

Oznacenie;

» Ak x je prirodzené Cislo, potom x je monadicky numeral,

ktorého hodnota je Cislo x:

x-krat
—~N=
x=5...5(0)
» Ak x1,..., X, st prirodzené Cisla, potom
x1-krat
—

Xy s Xnp = X1y -3 Xn

S...5(00),...



Vypoctovy model

Jeden krok vypoctu

Ak uzavrety term p nie je numeral, tak musi obsahovat aspon jeden
podvyraz (redex) v tvare

D(K7p2ap3) gl(ﬂ7)m) gk(ﬂa"'aymk) f(X17"-7Xn)'

Jeden vypoctovy krok spociva v najdeni najlavejsieho redexu a jeho
nahradenim kontrakciou podl'a nasledujacich pravidiel

D(0, p2, p3) >1 p3
D(x +1,p2,p3) >1 p2
gy, ym) >1 81, Ym;) prei=1,...,k
f(xt,-..,Xn) >17[Fix1, .., X

Tak dostaneme novy uzavrety term o a piseme

p>1o.



Vypoctovy model

Viac krokov vypoctu
Oznacenie:

> 1 Dy p2, ak vyraz pp sa redukuje do vyrazu ps po k krokoch.
To znamenad, Ze existujl uzavreté rekurzivne termy
09,01, ...,0) také, Ze

p1 =09 D>101 D> D1 Ok = po2.

Umoznime tiez pripad k = 0. Vtedy p1 ¢ p2 <> p1 = po.
» p1 > p2, ak p1 >k po pre nejaké k.
Plati

p>orANp>op—o1>0o2Vorl> o
yboso=y.

Ak p 1> y, tak vravime, Ze vypocet skonil s vysledkom y.



Vypoctovy model

Lema (Korektnost)
Plati

f(xt,...,xn) >y = f(x1,...,xp) = y.

Dékaz.
Indukciou podla k dokazeme, ze pre kazdy uzavrety term p plati
PRy = py. (1)
Nech f(X) > y. Potom
fxt, s xn) 1 Tfix, . X0l iy

pre nejaké Cislo k. Odtial

f(X1y.eoyXn) 2 T[Fix1, .. Xn] (1':))/.



Vypoctovy model

Lema (Uplnost)
Plati

f(xt,....%n) 2y = f(x,..., X)) > y.

Dokaz.
Podla prvej vety o rekurzii Ciastoéna funkcia f sa da vyjadrit v tvare
f=U=,fi kde fo,f1, >, ... je retazec definovany predpisom

fo = 0 fioa(Xt, -y Xn) 2 T[f X1, - - -5 Xa)-
Indukciou podla i dokazeme, Ze plati

filxe, ., xn) =y = f(x1,..., %) D> y.

Odtial dostaneme

f(xl,...,x,,):y:>§|if,-(x1,...,x,,):y(:1>)f(ﬁ,...,ﬁ)by.



Vypoctovy model

Veta (Ekvivalentnost vypoctovej a definicnej sémantiky)
Plati

f(xi,...,xn) >y < f(x1,....,xp) > y.

Dékaz.
Priamy désledok predoslych dvoch pomocnych tvrdeni.

Poznamka
Toto je druha Cast originalnej Kleeneho prvej vety o rekurzii.






Zaver

7. cviCenie
» Vysledky s komentarom najdete v MS Teams.

8. cviCenie
» Zac&ina hned po prednaske.

» Semestralny test.

9. prednaska
» Ciastocne rekurzivne funkcie.
> Vypoétovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie.

» Aritmetizacia vypoctového modelu.






Koniec prednasky
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