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Distancna vyucba

Pokyny

>
>
>

vVvyYVvyyvyy

Vypnite si kameru a stlmte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celej prednasky.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonceni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku z prednasky najdete v tejto sekcii.

Slajdy z prednasky najdete pod polozkou Sabory/Files.






Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Struéna osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych Struktar.
» Regularne rekurzivne definicie s mierou.

» Obecne rekurzivne funkcie
» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
» Ackermannova funkcia (1928),
» univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
> Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.






Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Dobre zalozené relacie
Vravime, ze relacia X < y na N” je dobre zalozena (tiez

noetherianska), ak kazda klesajuca postupnost

X1 =30 = X3 > Xg = -+

-

je koneéna. Tu X =y < y < X.

Dobré usporiadania
Uplné dobre zalozené usporiadanie sa nazyva dobré usporiadanie.



Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Priklady

» Relacia X < y indukovana mierou p[X] do Standardného
usporiadania prirodzenych Cisel:

X <y < plx] < plyl.
> Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych Cisel:

(a,b) <jex (c,d) <> a<cVa=cAb<d.



Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Syntakticka forma rekurzie do dobre zalozenej relacie <
Si to definicie v tvare

f(x) = 7[lFIZ: %] (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; X] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikacie f(7) vyrazom

[f15(p) = if o< X then () else 0.
Rekurzivna aplikacia f(p) v (1) je tak strazena podmienkou § < X.

Veta
Funkcionalna rovnica (1) ma prave jedno riesenie.

Dékaz
Existencia riesenia je dosledok Kleeneho vety o pevnom bode.
(Tato vetu dokdzeme az na nasledujicej prednaske.)x



Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

Regularna rekurzia do dobre zalozenej relacie <

Si to definicie v tvare
f(x) = 7[f: x], (1)

pre ktoré s splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity maja tvar:

Mrolfi ] = Alfi <] < X

pre kazdi rekurzivnu aplikaciu f(p) funkcie f, ktorad je strazena
podmienkou F;(ﬁ) v terme 7.
Splnenie podmienok pre funkciu definovanou pridruzenou rovnostou

F(%) = 7lflz: 5. (2)

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionalnej rovnice (1).



Obecne rekurzivne funkcie

Definicia triedy obecne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu x = 1.

> Explicitné definicie:
f(x1,...,%n) = T[X1,..., Xn).
» Reguléarne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
f(X1y. o Xn) =T[fi X1, Xn)-

Predikat je obecne rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka
funkcia.



Obecne rekurzivne funkcie

Priklady obecne rekurzivnych funkcii
> Ackermannova funkcia.
» Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.

Ani jedna z tychto funkcii nie je primitivne rekurzivna.



Obecne rekurzivne funkcie

Veta
Trieda obecne rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne

uzavreta.

Désledok
» Kazda primitivne rekurzivna funkcia je obecne rekurzivna.
» Kazdy primitivne rekurzivny predikat je obecne rekurzivny.

» Obecne rekurzivne predikity si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohranicenymi formulami.

Dokaz vety

» Funkcia nasledovnika S je zakladna obecne rekurzivna funkcia.
» Obecna rekurzivnost Z plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.
» Obecna rekurzivnost |7 plynie z vyjadrenia 17(x1, ..., xn) = x;.



Obecne rekurzivne funkcie
» Obecne rekurzivne funkcie st uzavreté na kompoziciu funkcii:
f(X1y... Xn) = h(gl(xl,...,X,,),...,gm(xl,...,x,,)).

Je to totiz Specialny pripad explicitnej definicie.

» Obecne rekurzivne funkcie s uzavreté na primitivnu rekurziu:
f0.79)=g(y)  flx+1.5)=h(xf(x7)5).
Je to Specialny pripad regularnej rekurzie
f(x,y) =if x #0 then h(x = 1,f(x = 1,5),y) else g(¥)

do dobre zalozenej relacie . . )
(x1,51) < (x2,%2) < x1 < x2



Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(x1,...,xn) = najmensie Cislo y také, ze plati ¢[x1,...,Xn,y],
kde ¢ je ohranicena formula spliajica podmienku regularity
Vx1- - Vxpdye[xi, ...y Xn, y].
Skrateny zapis
(X1, ., xn) = p.y[gp[xl, e ,x,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
regularnou minimalizaciou.



Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(X1y. s Xn) =Y < @[X1, oy Xy Y] AVZ < y=[x1, ..., Xn, 2],
kde ¢ je ohranicena formula spliajica podmienku regularity
Vx1- - Vxpdye[xi, ...y Xn, y].
Skrateny zapis
(X1, ., xn) = py[gp[xl,...,x,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
regularnou minimalizaciou.



Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(x1,...,xn) = najmensie Cislo y také, ze plati ¢[x1,...,Xn,y],
kde ¢ je ohranicena formula spliajica podmienku regularity
Vx1- - Vxpdye[xi, ...y Xn, y].
Skrateny zapis
(X1, ., xn) = p.y[gp[xl, e ,x,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
regularnou minimalizaciou.






Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(x1,...,xn) = najmensie Cislo y také, ze plati ¢[x1,...,Xn,y],
kde ¢ je ohranicena formula spliajica podmienku regularity
Vx1- - Vxpdye[xi, ...y Xn, y].
Skrateny zapis
(X1, ., xn) = p.y[gp[xl, e ,x,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
regularnou minimalizaciou.






Obecne rekurzivne funkcie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(x1,...,xn) = najmensie Cislo y také, ze plati ¢[x1,...,Xn,y],
kde ¢ je ohranicena formula spliajica podmienku regularity
Vx1- - Vxpdye[xi, ...y Xn, y].
Skrateny zapis
(X1, ., xn) = p.y[gp[xl, e ,x,,,y]].
Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
regularnou minimalizaciou.



Obecne rekurzivne funkcie

Dékaz.

Uvazujme regularnu minimalizaciu v tvare

F(X) = ny[¢l% ¥1].
Obecna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia:
. ak 3z <y o[x, z], tj. y > f(X);
gly,x) = . . . .
gly +1,x) akVz<y-p[X, z], tj. y < f(X).
f(x) = g(0,X).

Obecne rekurzivna funkcia g(y, X) je definovana regularnou
rekurziou do dobrého usporiadania
(y1,%1) < (y2, %) < f(x1) = y1 < F(52) = ya.

—

Je to (nepredikativna) spatna rekurzia s hornou zavorou f(X)



Obecne rekurzivne funkcie

Veta

Funkcia je obecne rekurzivna prave vtedy, ked' jej graf je obecne
rekurzivny predikat.

Dokaz.
Nech G(Xx,y) je graf funkcie f(x). Plati:

Veta je tak jednoduchy désledok predoslych tvrdeni.






u-Rekurzivne funkcie

Definicia triedy p-rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) = 0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie) 17(xy,...,x,) = x; pre kazdé 1 <7 < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:
F(xt,...oxn) = h(gi(xt, .. . Xn), -, 8m(X15 -, Xn)-
» Primitivna rekurzia:

f(oa}/h'uu}/n) :g()/lw--a)/n)
f(S(x),yl,...,y,,) = h(x, f(x,yl,...,y,,),yl,...,y,,).

» Regularna minimalizacia:

f(x1,.. . xn) = wylg(y,x1,- .-, %)) =1].

Predikat je p-rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.






u-Rekurzivne funkcie

Veta
Trieda u-rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.

Désledok

» Kazda primitivne rekurzivna funkcia je u-rekurzivna.

» Kazdy primitivne rekurzivny predikat je u-rekurzivny.
» u-rekurzivne funkcie sii uzavreté na explicitné definicie.
>

u-rekurzivne predikaty si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohranicenymi formulami.

v

u-rekurzivne funkcie sii uzavreté na vnoreni jednoduchi
rekurziu.



u-Rekurzivne funkcie

Veta

Trieda u-rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie funkcii
reguldarnou minimalizéciou.

Dékaz.

Uvazujme regularnu minimalizaciu v tvare
FOx, ) = wy[elxa, o X0, ¥]]-
p-rekurzivnost funkcie £ plynie z tohoto vyjadrenia:

P(y)le"'vxn) e QD[le"')me]
f(x1y. . xn) = wy[Pely, x1,...,xn) = 1].



u-Rekurzivne funkcie

Veta
Trieda w-rekurzivnych funkcii je uzavreta na regularne rekurzivne
definicie do dobre zaloZenych relacii.

Dékaz

Regularna rekurzia do dobre zalozenej relacie <:
f(X) = 7[f; x].
Specifikacia p-rekurzivnej aproximacnej funkcie:
VX3Az (2, X+ 1) = f(X)+1
z] §Z2Af+(217)?+1) =y+1— f+(22,)?+1) =y+ 1
u-rekurzivnost funkcie f plynie potom z tohoto vyjadrenia:
d(X) = pz[f*(z,Xx+1)#0] f(xX)=Ff"(d(X),Xx+1)=1.

Oznacenie: X +1=x; +1,...,x, + 1.






u-Rekurzivne funkcie

Konstrukcia aproximacnej funkcie, Cast prva
Aproximacna funkcia D* diskriminacnej funkcie D:

D*(x,y,z) = D(x,D(x - 1,y, z),0).
Pre p.r. funkciu D platia vztahy

D'(0,y,2) =0  D'(x+1,y,2) = D(x,y,2)
D(x+1,y+1,z+1)=D(x,y,z)+ 1.

Aproximacna funkcia g* pomocnej m-arnej funkcie g:

o g(2)+1 ak y=2Z+1 pre nejaké Z,
g'(y)= -
0 inac.

Pre p-rekurzivnu funkciu g* platia vztahy

m
Vyi=0-g(=0 gF+1)=g+1
i=1



u-Rekurzivne funkcie

Konstrukcia aproximacnej funkcie, ast druha

Aproximacny term p*[f*(z,-); X] pre podterm p termu 7:

X =x+1
ct=c+1
D(p1,p2,p3)" = D*(p1,p3,p3)
glp1,-- s om) =g (P15 Pm)
Flor,--- on)" = (2,01, o)

Definicia aproximacnej funkcie ma tvar vnorenej jednoduche;j
rekurzie:

f7(0,x)=0
f(z+1,X)=7"[f"(z,-);X].

Aproximacna funkcia je preto p-rekurzivna.



u-Rekurzivne funkcie

Lema
Trieda obecne rekurzivnych funkcii je u-rekurzivne uzavreta.
Désledok: kazda w-rekurzivna funkcia je obecne rekurzivna.

Dékaz

» Trieda obecne rekurz. funkcii je primitivne rekurz. uzavreta:

» S, Z, 17 st obecne rekurzivne funkcie.
> Trieda je uzavretd na operator kompozicie funkcii:

f(x) = h(gl()?)v e 7gm()?))
a na operator primitivnej rekurzie:
£(0,y) = &(y) f(x +1,5) = h(x, f(x,¥), 7).

» Trieda obecne rekurzivnych funkcii je uzavretd na operator
regularnej minimalizacie:

f(X) = nylgly,x) = 1].



u-Rekurzivne funkcie

Lema
Trieda w-rekurzivnych funkcii je obecne rekurzivne uzavreta.
Désledok: kazda obecne rekurzivna funkcia je w-rekurzivna.

Dékaz

» Trieda p-rekurzivnych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.
Désledok:

» Funkcia nasledovnika S(x) = x + 1 a funkcia predchodcu x = 1
st p-rekurzivne funkcie.
> Trieda je uzavretd na explicitné definicie funkcii:

(X1, s Xn) = T[X1, -+ Xn]-

» Trieda p-rekurzivnych funkcii je uzavreta na regularne
rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:

f(x1,...,%xn) =7[Fix1,..., %]



u-Rekurzivne funkcie

Veta
Trieda obecne rekurzivnych funkcii je totozna s triedou
w-rekurzivnych funkcii.

Dékaz.

Priamy désledok predoslych tvrdeni.

Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Modely vypoéitatelnych funkcii (do roku 1935)

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Gaodel, 1931, 1934],
» \-definovatelné funkcie [Church, 1932],
» p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952].






Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Specifikacia interpretra
Interpreter programovacieho jazyka p.r. odvodeni je binarna funkcia
e ® x, ktord ma tieto dve zakladné vlastnosti:

» Pre kazdy n-arny p.r. funkény symbol f a n-ticu Cisel
X1,...,Xn plati rovnost:

Tl e (x1,...,Xp) = fN(X17~-~7Xn)~

Tu"f7eNjekéd a FV : N” 5 N interpretacia symbolu f.
» Pre kazdé ¢islo e, unarna funkcia f definovana vztahom

f(x)=eex

je primitivne rekurzivna funkcia.

Primitivne rekurzivne odvodenia s reprezentované p.r. funkénymi
symbolmi.






Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Implementacia interpretra
Diskriminacia podla konstruktorov p.r. funkénych symbolov:

e e x = case
e=272=0
e=S=x+1
e= I =[x}
e=(g,85) = <gox,gsox>
e = Comp/ (h,gs) = he(gsex)
e = Recy(g, h) =
case
x=(0,y) =gey
x=(z+1,y) = he(z, Recn(g,h) e (z,y),y)
otherwise = 0
end
otherwise = 0
end.



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Implementacia interpretra
Definicia interpretra pomocou vnorenej dvojitej rekurzie:

Zex=20
Sex=x+1
17 ex = X
(g:85) e x=(gox,gsex)
Comp; (h,gs)ex =he(gsex)
Recn(g,h)e(0,y) =gey
Recp(g,h) e (x +1,y) = he(x, Recy(g,h) ® (x,y),y).

Podmienky regularity pre funkciu e @ x si trivialne splnené, napr.

(Rec,,(g, h), <x,y>) <lex (Rec,,(g, h), (x + 1,y>)
(h, <x, Recp(g,h) e <x,y>,y>) <lex (Rec,,(g, h), (x + 1,y>).



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Primitivne rekurzivne indexy
Prirodzené &islo e také, ze

Vxg .. Vxp F(x1, ..., %) = € (x1,...,Xn),

sa nazyva primitivne rekurzivny index funkcie f.

Veta
Funkcia je primitivne rekurzivna préve vtedy, ked ma primitivne
rekurzivny index.

Dobre vytvorené primitivne rekurzivne indexy

Predikat Prf(n, e) plati, ak €islo e je dobre vytvoreny primitivne
rekurzivny index nejakej n-arnej p.r. funkcie, t.j. e =" pre nejaké
f € PR".



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operécie scitania

h(x,z,y) =S Ig(x, z,y)

0O+y=y 0+y=I(y)
x+1l+y=x+y+1 S(x)+y =h(x,x+y,y)
Primitivne rekurzivny funkény symbol @
Reco(I%, Comp3(S, 13))

a jeho aritmetizacia (p.r. index) @

Recs (I}, Comp}(S, I3)). & (»)



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Konstantné funkcie
Specifikacia unérnej p.r. funkcie Cpy:

Prf(1, Cp) AVx Cry @ x = m.
Specifikacia binarnej p.r. funkcie C”: pre kazdé n > 1 plati

Prf(n, C2)Y AVx1 ... V%, Cp@ (x1,...,xp) = m.






Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Iteracia unarnej funkcie
Specifikacia unarnej p.r. funkcie Iter(e):

Prf(1,e) — Prf (2, Iter(e))

Iter(e) e (0,x) = x
Iter(e) e (n+1,x) = e o (Iter(e) o (n,x)).






Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Bezparametricka primitivna rekurzia
Specifikacia binarnej p.r. funkcie RecO(m, e):

Prf(2,e) — Prf(1, RecO(m,e))

RecO(m,e)e0=m
RecO(m,e) o (x +1) = e e (x, RecO(m, e) o x).






Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Parametricka funkcia
Specifikacia binarnej p.r. funkcie e/x:

Prf(2,e) — Prf(1,e/x)
(e/x) ey =ee(x,y).






Zaver

6. cviCenie
» Vysledky s komentarom najdete v MS Teams.

7. cviCenie
» Zacina hned po prednaske.

» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu
tento tyzden.

8. prednaska

» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

» Ciastocne rekurzivne funkcie.

8. cvicenie

» Semestralny test.












Koniec prednasky
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