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Distan£ná výu£ba

Pokyny

◮
Vypnite si kameru a stlmte si mikrofón.

◮
Komunikova´ je moºné po£as elej predná²ky.

◮
Ak máte otázku alebo hete nie£o poveda´, tak zdvihnite

ruku.

◮
Po vyzvaní zapnite si mikrofón.

◮
Po skon£ení ruku zloºte a stlmte si mikrofón.

◮
Prezentáia je nahrávaná.

◮
Nahrávku z predná²ky nájdete v tejto sekii.

◮
Slajdy z predná²ky nájdete pod poloºkou Súbory/Files.





Zopakovanie

Cie© predmetu

◮
Vybudova´ matematiké základy deklaratívnyh

programovaíh jazykov.

Stru£ná osnova predmetu

◮
Primitívne rekurzívne funkie

◮
Aritmetizáia dátovýh ²truktúr.

◮
Regulárne rekurzívne de�níie s mierou.

◮
Obene rekurzívne funkie

◮
Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií:

◮
Akermannova funkia (1928),

◮
univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie.

◮
�iasto£ne rekurzívne funkie

◮
Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

◮
Kleeneho veta o normálnej forme.

◮
Churhova téza a algoritmiky nerozhodnute©né problémy.





Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií

Dobre zaloºené reláie

Vravíme, ºe reláia
~x ≺ ~y na N

n
je dobre zaloºená (tieº

noetherianská), ak kaºdá klesajúa postupnos´

~x
1

≻ ~x
2

≻ ~x
3

≻ ~x
4

≻ · · ·

je kone£ná. Tu
~x ≻ ~y ↔ ~y ≺ ~x .

Dobré usporiadania

Úplné dobre zaloºené usporiadanie sa nazýva dobré usporiadanie.



Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií

Príklady

◮
Reláia

~x ≺ ~y indukovaná mierou µ[~x ] do ²tandardného

usporiadania prirodzenýh £ísel:

~x ≺ ~y ↔ µ[~x ] < µ[~y ].

◮
Lexikogra�ké usporiadanie dvojí prirodzenýh £ísel:

(a, b) <
lex

(c , d) ↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .



Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií

Syntaktiká forma rekurzie do dobre zaloºenej reláie ≺

Sú to de�níie v tvare

f (~x) = τ
[

[f ]≺~x ; ~x
]

. (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu τ [f ; ~x ] nahradením
kaºdej rekurzívnej aplikáie f (~ρ) výrazom

[f ]≺x (~ρ) ≡ if ~ρ ≺ ~x then f (~ρ) else 0.

Rekurzívna aplikáia f (~ρ) v (1) je tak stráºená podmienkou ~ρ ≺ ~x .

Veta

Funkionálna rovnia (1) má práve jedno rie²enie.

D�kaz

Existenia rie²enia je d�sledok Kleeneho vety o pevnom bode.

(Túto vetu dokáºeme aº na nasledujúej predná²ke.)x



Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií

Regulárna rekurzia do dobre zaloºenej reláie ≺

Sú to de�níie v tvare

f (~x) = τ [f ; ~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity.

Podmienky regularity majú tvar:

Γτ
f (~ρ)[f ; ~x ] → ~ρ[f ; ~x ] ≺ ~x

pre kaºdú rekurzívnu aplikáiu f (~ρ) funkie f , ktorá je stráºená

podmienkou Γτ
f (~ρ) v terme τ .

Splnenie podmienok pre funkiu de�novanou pridruºenou rovnos´ou

f (~x) = τ
[

[f ]≺~x ; ~x
]

. (2)

Táto funkia je potom jediným rie²ením funkionálnej rovnie (1).



Obene rekurzívne funkie

De�níia triedy obene rekurzívnyh funkií

◮
Základné funkie:

◮
funkia nasledovníka S(x) = x + 1,

◮
funkia predhodu x .− 1.

◮
Expliitné de�níie:

f (x
1

, . . . , xn) = τ [x
1

, . . . , xn].

◮
Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií:

f (x
1

, . . . , xn) = τ [f ; x
1

, . . . , xn].

Predikát je obene rekurzívny, ak taká je jeho harakteristiká

funkia.



Obene rekurzívne funkie

Príklady obene rekurzívnyh funkií

◮
Akermannova funkia.

◮
Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie.

Ani jedna z týhto funkií nie je primitívne rekurzívna.



Obene rekurzívne funkie

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je primitívne rekurzívne

uzavretá.

D�sledok

◮
Kaºdá primitívne rekurzívna funkia je obene rekurzívna.

◮
Kaºdý primitívne rekurzívny predikát je obene rekurzívny.

◮
Obene rekurzívne predikáty sú uzavreté na expliitné de�níie

predikátov s ohrani£enými formulami.

D�kaz vety

◮
Funkia nasledovníka S je základná obene rekurzívna funkia.

◮
Obená rekurzívnos´ Z plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.

◮
Obená rekurzívnos´ Ini plynie z vyjadrenia Ini (x1, . . . , xn) = xi .



Obene rekurzívne funkie

◮
Obene rekurzívne funkie sú uzavreté na kompozíiu funkií:

f (x
1

, . . . , xn) = h
(

g
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)
)

.

Je to totiº ²peiálny prípad expliitnej de�níie.

◮
Obene rekurzívne funkie sú uzavreté na primitívnu rekurziu:

f (0, ~y ) = g(~y ) f (x + 1, ~y) = h
(

x , f (x , ~y ), ~y
)

.

Je to ²peiálny prípad regulárnej rekurzie

f (x , ~y ) = if x 6= 0 then h
(

x .− 1, f (x .− 1, ~y), ~y
)

else g(~y)

do dobre zaloºenej reláie

(x
1

, ~y
1

) ≺ (x
2

, ~y
2

) ↔ x
1

< x
2

.



Obene rekurzívne funkie

Regulárna minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = najmen²ie £íslo y také, ºe platí ϕ[x
1

, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohrani£ená formula sp¨¬ajúa podmienku regularity

∀x
1

· · · ∀xn∃yϕ[x1, . . . , xn, y ].

Skrátený zápis

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je uzavretá na de�níie funkií

regulárnou minimalizáiou.



Obene rekurzívne funkie

Regulárna minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = y ↔ ϕ[x
1

, . . . , xn, y ] ∧ ∀z < y¬ϕ[x
1

, . . . , xn, z ],

kde ϕ je ohrani£ená formula sp¨¬ajúa podmienku regularity

∀x
1

· · · ∀xn∃yϕ[x1, . . . , xn, y ].

Skrátený zápis

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je uzavretá na de�níie funkií

regulárnou minimalizáiou.



Obene rekurzívne funkie

Regulárna minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = najmen²ie £íslo y také, ºe platí ϕ[x
1

, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohrani£ená formula sp¨¬ajúa podmienku regularity

∀x
1

· · · ∀xn∃yϕ[x1, . . . , xn, y ].

Skrátený zápis

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je uzavretá na de�níie funkií

regulárnou minimalizáiou.





Obene rekurzívne funkie

Regulárna minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = najmen²ie £íslo y také, ºe platí ϕ[x
1

, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohrani£ená formula sp¨¬ajúa podmienku regularity

∀x
1

· · · ∀xn∃yϕ[x1, . . . , xn, y ].

Skrátený zápis

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je uzavretá na de�níie funkií

regulárnou minimalizáiou.





Obene rekurzívne funkie

Regulárna minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = najmen²ie £íslo y také, ºe platí ϕ[x
1

, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohrani£ená formula sp¨¬ajúa podmienku regularity

∀x
1

· · · ∀xn∃yϕ[x1, . . . , xn, y ].

Skrátený zápis

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je uzavretá na de�níie funkií

regulárnou minimalizáiou.



Obene rekurzívne funkie

D�kaz.

Uvaºujme regulárnu minimalizáiu v tvare

f (~x) = µy
[

ϕ[~x , y ]
]

.

Obená rekurzívnos´ funkie f plynie z tohoto vyjadrenia:

g(y , ~x) =

{

y ak ∃z ≤ y ϕ[~x , z ], t.j. y ≥ f (~x);

g(y + 1, ~x) ak ∀z ≤ y ¬ϕ[~x , z ], t.j. y < f (~x).

f (~x) = g(0, ~x).

Obene rekurzívna funkia g(y , ~x) je de�novaná regulárnou

rekurziou do dobrého usporiadania

(y
1

, ~x
1

) ≺ (y
2

, ~x
2

) ↔ f (~x
1

) .− y
1

< f (~x
2

) .− y
2

.

Je to (nepredikatívna) spätná rekurzia s hornou závorou f (~x).



Obene rekurzívne funkie

Veta

Funkia je obene rekurzívna práve vtedy, ke¤ jej graf je obene

rekurzívny predikát.

D�kaz.

Neh G (~x , y) je graf funkie f (~x). Platí:

G (~x , y) ↔ f (~x) = y

f (~x) = µy
[

G (~x , y)
]

.

Veta je tak jednoduhý d�sledok predo²lýh tvrdení.





µ-Rekurzívne funkie

De�níia triedy µ-rekurzívnyh funkií

◮
Základné funkie:

◮
kon²tantná funkia Z(x) = 0,

◮
funkia nasledovníka S(x) = x + 1,

◮
identity (projekie) In

i
(x

1

, . . . , xn) = xi pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

◮
Kompozíia (skladanie) funkií:

f (x
1

, . . . , xn) = h
(

g
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)
)

.

◮
Primitívna rekurzia:

f (0, y
1

, . . . , yn) = g(y
1

, . . . , yn)

f
(

S(x), y
1

, . . . , yn
)

= h
(

x , f (x , y
1

, . . . , yn), y1, . . . , yn
)

.

◮
Regulárna minimalizáia:

f (x
1

, . . . , xn) = µy [g(y , x
1

, . . . , xn) = 1].

Predikát je µ-rekurzívny, ak taká je jeho harakteristiká funkia.





µ-Rekurzívne funkie

Veta

Trieda µ-rekurzívnyh funkií je primitívne rekurzívne uzavretá.

D�sledok

◮
Kaºdá primitívne rekurzívna funkia je µ-rekurzívna.

◮
Kaºdý primitívne rekurzívny predikát je µ-rekurzívny.

◮ µ-rekurzívne funkie sú uzavreté na expliitné de�níie.

◮ µ-rekurzívne predikáty sú uzavreté na expliitné de�níie

predikátov s ohrani£enými formulami.

◮ µ-rekurzívne funkie sú uzavreté na vnorenú jednoduhú

rekurziu.



µ-Rekurzívne funkie

Veta

Trieda µ-rekurzívnyh funkií je uzavretá na de�níie funkií

regulárnou minimalizáiou.

D�kaz.

Uvaºujme regulárnu minimalizáiu v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

µ-rekurzívnos´ funkie f plynie z tohoto vyjadrenia:

P(y , x
1

, . . . , xn) ↔ ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]

f (x
1

, . . . , xn) = µy [P∗(y , x1, . . . , xn) = 1].



µ-Rekurzívne funkie

Veta

Trieda µ-rekurzívnyh funkií je uzavretá na regulárne rekurzívne

de�níie do dobre zaloºenýh reláií.

D�kaz

Regulárna rekurzia do dobre zaloºenej reláie ≺:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

�pei�káia µ-rekurzívnej aproxima£nej funkie:

∀~x∃z f +(z , ~x + 1) = f (~x) + 1

z
1

≤ z
2

∧ f +(z
1

, ~x + 1) = y + 1 → f +(z
2

, ~x + 1) = y + 1.

µ-rekurzívnos´ funkie f plynie potom z tohoto vyjadrenia:

d(~x) = µz [f +(z , ~x + 1) 6= 0] f (~x) = f +(d(~x), ~x + 1) .− 1.

Ozna£enie:
~x + 1 ≡ x

1

+ 1, . . . , xn + 1.





µ-Rekurzívne funkie

Kon²trukia aproxima£nej funkie, £as´ prvá

Aproxima£ná funkia D+
diskrimina£nej funkie D:

D+(x , y , z) = D(x ,D(x .− 1, y , z), 0).

Pre p.r. funkiu D+
platia vz´ahy

D+(0, y , z) = 0 D+(x + 1, y , z) = D(x , y , z)

D+(x + 1, y + 1, z + 1) = D(x , y , z) + 1.

Aproxima£ná funkia g+
pomonej m-árnej funkie g :

g+(~y ) =

{

g(~z) + 1 ak
~y = ~z + 1 pre nejaké

~z ,

0 iná£.

Pre µ-rekurzívnu funkiu g+
platia vz´ahy

m
∨

i=1

yi = 0 → g+(~y ) = 0 g+(~y + 1) = g(~y) + 1.



µ-Rekurzívne funkie

Kon²trukia aproxima£nej funkie, £as´ druhá

Aproxima£ný term ρ+[f +(z , ·); ~x ] pre podterm ρ termu τ :

x+

i
≡ xi + 1

c+ ≡ c + 1

D(ρ
1

, ρ
2

, ρ
3

)+ ≡ D+(ρ+

1

, ρ+

2

, ρ+

3

)

g(ρ
1

, . . . , ρm)
+ ≡ g+(ρ+

1

, . . . , ρ+
m)

f (ρ
1

, . . . , ρn)
+ ≡ f +(z , ρ+

1

, . . . , ρ+
n).

De�níia aproxima£nej funkie má tvar vnorenej jednoduhej

rekurzie:

f +(0, ~x) = 0

f +(z + 1, ~x) = τ+[f +(z , ·); ~x ].

Aproxima£ná funkia je preto µ-rekurzívna.



µ-Rekurzívne funkie

Lema

Trieda obene rekurzívnyh funkií je µ-rekurzívne uzavretá.

D�sledok: kaºdá µ-rekurzívna funkia je obene rekurzívna.

D�kaz

◮
Trieda obene rekurz. funkií je primitívne rekurz. uzavretá:

◮ S, Z, In
i
sú obene rekurzívne funkie.

◮
Trieda je uzavretá na operátor kompozíie funkií:

f (~x) = h
(

g
1

(~x), . . . , gm(~x)
)

a na operátor primitívnej rekurzie:

f (0, ~y) = g(~y) f (x + 1, ~y) = h
(

x , f (x , ~y), ~y
)

.

◮
Trieda obene rekurzívnyh funkií je uzavretá na operátor

regulárnej minimalizáie:

f (~x) = µy [g(y , ~x) = 1].



µ-Rekurzívne funkie

Lema

Trieda µ-rekurzívnyh funkií je obene rekurzívne uzavretá.

D�sledok: kaºdá obene rekurzívna funkia je µ-rekurzívna.

D�kaz

◮
Trieda µ-rekurzívnyh funkií je primitívne rekurzívne uzavretá.

D�sledok:

◮
Funkia nasledovníka S(x) = x + 1 a funkia predhodu x .− 1

sú µ-rekurzívne funkie.

◮
Trieda je uzavretá na expliitné de�níie funkií:

f (x
1

, . . . , xn) = τ [x
1

, . . . , xn].

◮
Trieda µ-rekurzívnyh funkií je uzavretá na regulárne

rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií:

f (x
1

, . . . , xn) = τ [f ; x
1

, . . . , xn].



µ-Rekurzívne funkie

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je totoºná s triedou

µ-rekurzívnyh funkií.

D�kaz.

Priamy d�sledok predo²lýh tvrdení.

Churhova téza (1936)

Trieda intuitívne vypo£ítate©nýh funkií nad oborom prirodzenýh

£ísel je totoºná s triedou obene rekurzívnyh funkií.

Modely vypo£ítate©nýh funkií (do roku 1935)

◮
obene rekurzívne funkie [Herbrand-Gödel, 1931, 1934℄,

◮ λ-de�novate©né funkie [Churh, 1932℄,

◮ µ-rekurzívne funkie [Kleene, 1935, 1952℄.





Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

�pei�káia interpretra

Interpreter programovaieho jazyka p.r. odvodení je binárna funkia

e • x , ktorá má tieto dve základné vlastnosti:

◮
Pre kaºdý n-árny p.r. funk£ný symbol f a n-tiu £ísel

x
1

, . . . , xn platí rovnos´:

pf q • 〈x
1

, . . . , xn〉 = f N (x
1

, . . . , xn).

Tu pf q ∈ N je kód a f N : Nn → N interpretáia symbolu f .

◮
Pre kaºdé £íslo e, unárna funkia f de�novaná vz´ahom

f (x) = e • x

je primitívne rekurzívna funkia.

Primitívne rekurzívne odvodenia sú reprezentované p.r. funk£nými

symbolmi.





Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Implementáia interpretra

Diskrimináia pod©a kon²truktorov p.r. funk£nýh symbolov:

e • x = ase

e = Z ⇒ 0

e = S ⇒ x + 1

e = I

n

i
⇒ [x ]n

i

e = 〈〈〈g , gs〉〉〉 ⇒
〈

g • x , gs • x
〉

e = Comp

n

m(h, gs) ⇒ h • (gs • x)
e = Ren(g , h) ⇒

ase

x = 〈0, y 〉 ⇒ g • y
x = 〈z + 1, y 〉 ⇒ h •

〈

z ,Ren(g , h) • 〈z , y〉, y
〉

otherwise ⇒ 0

end

otherwise ⇒ 0

end.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Implementáia interpretra

De�níia interpretra pomoou vnorenej dvojitej rekurzie:

Z • x = 0

S • x = x + 1

I

n

i • x = [x ]n
i

〈〈〈g , gs〉〉〉 • x =
〈

g • x , gs • x
〉

Comp

n

m(h, gs) • x = h • (gs • x)

Ren(g , h) • 〈0, y 〉 = g • y

Ren(g , h) • 〈x + 1, y 〉 = h •
〈

x ,Ren(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉

.

Podmienky regularity pre funkiu e • x sú triviálne splnené, napr.

(

Ren(g , h), 〈x , y 〉
)

<
lex

(

Ren(g , h), 〈x + 1, y〉
)

(

h,
〈

x ,Ren(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉)

<
lex

(

Ren(g , h), 〈x + 1, y〉
)

.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Primitívne rekurzívne indexy

Prirodzené £íslo e také, ºe

∀x
1

. . . ∀xn f (x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉,

sa nazýva primitívne rekurzívny index funkie f .

Veta

Funkia je primitívne rekurzívna práve vtedy, ke¤ má primitívne

rekurzívny index.

Dobre vytvorené primitívne rekurzívne indexy

Predikát Prf (n, e) platí, ak £íslo e je dobre vytvorený primitívne

rekurzívny index nejakej n-árnej p.r. funkie, t.j. e = pf q pre nejaké

f ∈ PR

n
.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operáie s£ítania

h(x , z , y) = S I3
2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol

Re

2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

a jeho aritmetizáia (p.r. index)

Re

2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

)).

Re

2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Kon²tantné funkie

�pei�káia unárnej p.r. funkie Cm:

Prf (1,Cm) ∧ ∀x Cm • x = m.

�pei�káia binárnej p.r. funkie C

n
m: pre kaºdé n ≥ 1 platí

Prf (n,C n

m) ∧ ∀x
1

. . . ∀xnC
n

m • 〈x
1

, . . . , xn〉 = m.





Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Iteráia unárnej funkie

�pei�káia unárnej p.r. funkie Iter(e):

Prf (1, e) → Prf

(

2, Iter(e)
)

Iter(e) • 〈0, x〉 = x

Iter(e) • 〈n + 1, x〉 = e •
(

Iter(e) • 〈n, x〉
)

.





Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Bezparametriká primitívna rekurzia

�pei�káia binárnej p.r. funkie Re0 (m, e):

Prf (2, e) → Prf

(

1,Re0 (m, e)
)

Re0 (m, e) • 0 = m

Re0 (m, e) • (x + 1) = e •
〈

x ,Re0 (m, e) • x
〉

.





Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Parametriká funkia

�pei�káia binárnej p.r. funkie e/x :

Prf (2, e) → Prf (1, e/x)

(e/x) • y = e • 〈x , y 〉.





Záver

6. vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete v MS Teams.

7. vi£enie

◮
Za£ína hne¤ po predná²ke.

◮
Úlohy odovzda´ do MOODLE najnesk�r do 18:00 v sobotu

tento týºde¬.

8. predná²ka

◮
Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

◮
�iasto£ne rekurzívne funkie.

8. vi£enie

◮
Semestrálny test.









Konie predná²ky
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