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Distan£ná výu£ba

Pokyny

◮
Vypnite si kameru a stlmte si mikrofón.

◮
Komunikova´ je moºné po£as 
elej predná²ky.

◮
Ak máte otázku alebo 
h
ete nie£o poveda´, tak zdvihnite

ruku.

◮
Po vyzvaní zapnite si mikrofón.

◮
Po skon£ení ruku zloºte a stlmte si mikrofón.

◮
Prezentá
ia je nahrávaná.

◮
Nahrávku z predná²ky nájdete v tejto sek
ii.

◮
Slajdy z predná²ky nájdete pod poloºkou Súbory/Files.





Zopakovanie

Cie© predmetu

◮
Vybudova´ matemati
ké základy deklaratívny
h

programova
í
h jazykov.

Stru£ná osnova predmetu

◮
Primitívne rekurzívne funk
ie

◮
Aritmetizá
ia dátový
h ²truktúr.

◮
Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou.

◮
Obe
ne rekurzívne funk
ie

◮
Regulárne rekurzívne de�ní
ie do dobre zaloºený
h relá
ií:

◮
A
kermannova funk
ia (1928),

◮
univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie.

◮
�iasto£ne rekurzívne funk
ie

◮
Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

◮
Kleeneho veta o normálnej forme.

◮
Chur
hova téza a algoritmi
ky nerozhodnute©né problémy.





Zopakovanie

Syntakti
ká forma rekurzie s mierou µ[~x ]

Sú to de�ní
ie v tvare

f (~x) = τ
[

[f ]µ~x ; ~x
]

. (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu τ [f ; ~x ] nahradením
kaºdej rekurzívnej apliká
ie f (~ρ) výrazom

[f ]~x(~ρ) ≡ if µ[~ρ] < µ[~x ] then f (~ρ) else 0.

Kaºdá rekurzívna apliká
ia f (~ρ) v (1) je teda stráºená podmienkou

µ[~ρ] < µ[~x ].



Zopakovanie

Regulárna rekurzia s mierou µ[~x ]

Sú to de�ní
ie v tvare

f (~x) = τ [f ; ~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity. Tie majú tvar:

Γτf (~ρ)[f ; ~x ] → µ[~ρ
[

f ; ~x ]
]

< µ[~x ]

pre kaºdú rek. apliká
iu f (~ρ) stráºenú podmienkou Γτ
f (~ρ) v τ .

Splnenie podmienok sa overuje pre funk
iu de�novanú rovnos´ou:

f (~x) = τ
[

[f ]µ
~x
; ~x

]

. (2)

Táto funk
ia je potom jediným rie²ením funk
ionálnej rovni
e (1).



Zopakovanie

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na regulárnu rekurziu s

mierou.

Veta

Trieda primitívne rekurzívny
h funk
ií je najmen²ia trieda funk
ií,

ktorá obsahuje funk
iu nasledovníka S(x) = x + 1, funk
iu

pred
hod
u x .− 1 a je uzavretá na expli
itné de�ní
ie a regulárnu

rekurziu s mierou.





A
kermannova funk
ia

A
kermannova funk
ia (1928)

Postupnos´ binárny
h p.r. funk
ií Ax (x = 0, 1, 2, . . .):

A
0

(y , z) = y + z

A
1

(y , z) = y ·z

A
2

(y , z) = y z .

De�ní
ia λxyz .Ax(y , z) pomo
ou vnorenej dvojitej rekurzie

A
0

(y , z) = y + z

Ax+1

(y , 0) = (x =∗ 1) + (x ≥∗ 2)·y

Ax+1

(y , z + 1) = Ax

(

y ,Ax+1

(y , z)
)

.

Táto funk
ia nie je primitívne rekurzívna, pretoºe jej diagonalizá
ia

λx .Ax(x , x) majorizuje kaºdú unárnu p.r. funk
iu.
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A
kermannova funk
ia

A
kermann-Péterovej funk
ia

De�ní
ia pomo
ou vnorenej dvojitej rekurzie

A(0, y) = y + 1

A(x + 1, 0) = A(x , 1)

A(x + 1, y + 1) = A
(

x ,A(x + 1, y)
)

.

Napríklad:

A(1, y) = y + 2

A(2, y) = 2·y + 3 = 2·(y + 3) .− 3

A(3, y) = 8·2y .− 3 = 2

y+3 .− 3.

Funk
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ia
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A
kermannova funk
ia

Podmienky regularity pre A
kermann-Péterovej funk
iu

Lexikogra�
ké usporiadanie dvojí
 prirodzený
h £ísel

(a, b) <
lex

(c , d) ↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .

Je to dobré usporiadanie: kaºdá klesajú
a postupnos´ je kone£ná

(a
1

, b
1

) >
lex

(a
2

, b
2

) >
lex

(a
3

, b
3

) >
lex

(a
4

, b
4

) >
lex

· · · .

Podmienky regularity pre funk
iu A(x , y) sú triviálne splnené:

(x , 1) <
lex

(x + 1, 0)

(x + 1, y) <
lex

(x + 1, y + 1)
(

x ,A(x + 1, y)
)

<
lex

(x + 1, y + 1).

De�ní
ia trans�nitnou rekurziou do dobrého usporiadania <
lex

.
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A
kermannova funk
ia

Graf A
kermann-Péterovej funk
ie

Funk
ia A(x , y) nie je primitívne rekurzívna, ale jej graf

G (x , y , z) ↔ A(x , y) = z

je primitívne rekurzívny predikát.

Idea d�kazu: vyjadri´ graf v tvare

G (x , y , z) ↔ ∃s ≤ b(z)
(

Cvs(s) ∧ 〈x , y , z〉 ε s
)

,

kde

◮
Cvs(s) je p.r. predikát, ktorý platí, ak s je postupnos´ histórie

výpo£tu A
kermann-Péterovej funk
ie;

◮ b(z) je p.r. funk
ia, ktorá dáva odhad na ve©kos´ takejto

postupnosti pre výsledok výpo£tu z .







Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Primitívne rekurzívne funk
ie

◮
Základné funk
ie:

◮
kon²tantná funk
ia Z(x) = 0,

◮
funk
ia nasledovníka S(x) = x + 1,

◮
identity (projek
ie):

Ini (x1, . . . , xn) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

◮
Kompozí
ia (skladanie) funk
ií:

f (x
1

, . . . , xn) = h
(

g
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)
)

.

◮
Primitívna rekurzia:

f (0, y
1

, . . . , yn) = g(y
1

, . . . , yn)

f
(

S(x), y
1

, . . . , yn
)

= h
(

x , f (x , y
1

, . . . , yn), y1, . . . , yn
)

.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operá
ie s£ítania

h(x , z , y) = S I3
2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y).

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol a

jeho syntakti
ký strom:

Re


2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

Re


2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Primitívne rekurzívne funk£né symboly

Trieda PR

n
pozostáva z n-árny
h p.r. funk£ný
h symbolov:

◮ Z ∈ PR

1

, S ∈ PR

1

a I ni ∈ PR

n
pre 1 ≤ i ≤ n.

◮
Ak h ∈ PR

m
a g

1

, . . . , gm ∈ PR

n
, potom

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm) ∈ PR

n.

◮
Ak g ∈ PR

n
a h ∈ PR

n+2

, potom

Re
n+1

(g , h) ∈ PR

n+1.

I
h zjednotenie je mnoºina v²etký
h p.r. funk£ný
h symbolov

PR =
⋃

n≥1

PR

n.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Interpretá
ia primitívne rekurzívny
h funk£ný
h symbolov

Symbol f ∈ PR

n
interpretujeme ako n-árnu funk
iu f N nad N:

◮ ZN
je kon²tantná funk
ia Z(x) = 0.

◮ SN
je funk
ia nasledovníka S(x) = x + 1.

◮ (I ni )
N

je identita Ini (~x) = xi .

◮
(

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm)

)N
je funk
ia de�novaná kompozí
iou

(

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm)

)N
(~x) = hN

(

gN
1

(~x), . . . , gN
m (~x)

)

.

◮
(

Re
n(g , h)
)N

je funk
ia de�novaná primitívnou rekurziou

(

Re
n(g , h)
)N

(0, ~y ) = gN (~y)
(

Re
n(g , h)
)N

(x + 1, ~y) = hN
(

x ,
(

Re
n(g , h)
)N

(x , ~y ), ~y
)

.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h funk£ný
h symbolov

Pomo
ou párový
h kon²truktorov z r�znymi rozli²ova
ími

poloºkami:

Z = 〈1, 0〉 (kon²tantná funk
ia)

S = 〈2, 0〉 (funk
ia nasledovníka)

I

n
i = 〈3, n, i〉 (identity)

〈〈〈g , gs〉〉〉 = 〈4, g , gs〉 (kontrak
ia)

Comp

n
m(h, gs) = 〈5, n,m, h, gs〉 (kompozí
ia)

Re
n(g , h) = 〈6, n, g , h〉. (primitívna rekurzia)

Pre kon²truktor 〈〈〈g , gs〉〉〉 pouºívame podobné nota£né konven
ie ako

pre párova
iu funk
iu 〈x , y 〉.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h funk£ný
h symbolov

�íslo pf q ∈ N ozna£uje kód (aritmetizá
iu) primitívne rekurzívneho

funk£ného symbolu f ∈ PR. Induktívna de�ní
ia:

pZq = Z

pSq = S

pI ni q = I

n
i

pComp

n
m(h, g1, . . . , gm)q = Comp

n
m

(

phq, 〈〈〈pg
1

q, . . . , pgmq〉〉〉
)

pRe
n(g , h)q = Re
n(pgq, phq).



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

Príklad
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h(x , z , y) = S I3
2
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x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y).

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol

Re


2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

a jeho aritmetizá
ia

Re


2

(I 1

1

,Comp3

1

(S , I 3

2

)).

Re


2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia

De�ní
ia

Prirodzené £íslo e také, ºe

∀x
1

. . . ∀xn f (x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉,

sa nazýva primitívne rekurzívny index funk
ie f .

Veta

Funk
ia je primitívne rekurzívna práve vtedy, ke¤ má primitívne

rekurzívny index.

De�ní
ia

Predikát Prf (n, e) platí, ak £íslo e je dobre vytvorený primitívne

rekurzívny index nejakej n-árnej primitívne rekurzívnej funk
ie, t.j.

e = pf q pre nejaké f ∈ PR

n
.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Interpreter

�pe
i�ká
ia interpretra

Interpreter programova
ieho jazyka p.r. odvodení je binárna funk
ia

e • x , ktorá má tieto dve základné vlastnosti:

◮
Pre kaºdý n-árny p.r. funk£ný symbol f a n-ti
u £ísel

x
1

, . . . , xn platí rovnos´:

pf q • 〈x
1

, . . . , xn〉 = f N (x
1

, . . . , xn).

Tu pf q ∈ N je kód a f N : Nn → N interpretá
ia symbolu f .

◮
Pre kaºdé £íslo e, unárna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x) = e • x

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívne rekurzívne odvodenia sú reprezentované p.r. funk£nými

symbolmi.





Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Interpreter

Implementá
ia interpretra

Diskriminá
ia pod©a kon²truktorov p.r. funk£ný
h symbolov:

e • x = 
ase

e = Z ⇒ 0

e = S ⇒ x + 1

e = I

n
i ⇒ [x ]

n

i

e = 〈〈〈g , gs〉〉〉 ⇒
〈

g • x , gs • x
〉

e = Comp

n
m(h, gs) ⇒ h • (gs • x)

e = Re
n(g , h) ⇒

ase

x = 〈0, y〉 ⇒ g • y
x = 〈z + 1, y〉 ⇒ h •

〈

z ,Re
n(g , h) • 〈z , y 〉, y
〉

otherwise ⇒ 0

end

otherwise ⇒ 0

end.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Interpreter

Implementá
ia interpretra (klauzálna forma)

De�ní
ia interpretra pomo
ou vnorenej dvojitej rekurzie:

Z • x = 0

S • x = x + 1

I

n
i • x = [x ]ni

〈〈〈g , gs〉〉〉 • x =
〈

g • x , gs • x
〉

Comp

n
m(h, gs) • x = h • (gs • x)

Re
n(g , h) • 〈0, y 〉 = g • y

Re
n(g , h) • 〈x + 1, y 〉 = h •
〈

x ,Re
n(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉

.

Podmienky regularity pre funk
iu e • x sú triviálne splnené, napr.

(

Re
n(g , h), 〈x , y 〉
)

<
lex

(

Re
n(g , h), 〈x + 1, y〉
)

(

h,
〈

x ,Re
n(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉)

<
lex

(

Re
n(g , h), 〈x + 1, y〉
)

.







Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Univerzálna funk
ia

De�ní
ia univerzálnej funk
ie

Vravíme, ºe (n+1)-árna funk
ia Un je univerzálnou pre triedu

n-árny
h p.r. funk
ií, ak sú splnené tieto podmienky:

◮
Pre kaºdú n-árnu p.r. funk
iu f existuje £íslo e také, ºe pre

kaºdú n-ti
u £ísel x
1

, . . . , xn platí rovnos´

Un(e, x1, . . . , xn) = f (x
1

, . . . , xn).

◮
Pre kaºdé £íslo e je n-árna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x
1

, . . . , xn) = Un(e, x1, . . . , xn)

primitívne rekurzívna.

Funk
iu Un de�nujeme predpisom

Un(e, x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉.





Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Univerzálna funk
ia

De�ní
ia univerzálnej funk
ie

Vravíme, ºe (n+1)-árna funk
ia Un je univerzálnou pre triedu

n-árny
h p.r. funk
ií, ak sú splnené tieto podmienky:

◮
Pre kaºdú n-árnu p.r. funk
iu f existuje £íslo e také, ºe pre

kaºdú n-ti
u £ísel x
1

, . . . , xn platí rovnos´

Un(e, x1, . . . , xn) = f (x
1

, . . . , xn).

◮
Pre kaºdé £íslo e je n-árna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x
1

, . . . , xn) = Un(e, x1, . . . , xn)

primitívne rekurzívna.

Funk
iu Un de�nujeme predpisom

Un(e, x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉.





Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Univerzálna funk
ia

Univerzálna funk
ia U
1

nie je primitívne rekurzívna

D�kaz sporom: predpokladajme, ºe funk
ia U
1

je primitívne

rekurzívna. Potom aj unárna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x) = U
1

(x , x) + 1 (1)

je primitívne rekurzívna. Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé

£íslo x platí rovnos´

U
1

(e, x) = f (x). (2)

Postupnými úpravami teraz dostaneme

f (e)
(1)

= U
1

(e, e) + 1

(2)

= f (e) + 1.

Spor.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Univerzálna funk
ia

Univerzálna funk
ia Un nie je primitívne rekurzívna

D�kaz sporom: predpokladajme, ºe funk
ia Un je primitívne

rekurzívna. Potom aj n-árna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x
1

, . . . , xn) = Un(x1, x1, . . . , xn) + 1 (1)

je primitívne rekurzívna. Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdú

n-ti
u £ísel x
1

, . . . , xn platí rovnos´

Un(e, x1, . . . , xn) = f (x
1

, . . . , xn). (2)

Postupnými úpravami teraz dostaneme

f (e, . . . , e)
(1)

= Un(e, e, . . . , e) + 1

(2)

= f (e, . . . , e) + 1.

Spor.







Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Univerzálna funk
ia

Graf univerzálnej funk
ie U
1

nie je primitívne rekurzívny

D�kaz sporom: predpokladajme, ºe graf univerzálnej funk
ie

G
1

(e, x , y) ↔ U
1

(e, x) = y (1)

je p.r. predikát. Potom je primitívne rekurzívny aj unárny predikát

P(x) ↔ G
1

(x , x , 0). (2)

Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x platí rovnos´

U
1

(e, x) = P∗(x). (3)

Postupnými úpravami teraz dostaneme spor:

P(e)
(2)

⇔ G
1

(e, e, 0)
(1)

⇔ U
1

(e, e) = 0

(3)

⇔ P∗(e) = 0 ⇔ ¬P(e).



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Graf univerzálnej funk
ie Un nie je primitívne rekurzívny

D�kaz sporom: predpokladajme, ºe graf univerzálnej funk
ie

Gn(e, x1, . . . , xn, y) ↔ Un(e, x1, . . . , xn) = y (1)

je p.r. predikát. Potom je primitívne rekurzívny aj n-árny predikát

P(x
1

, . . . , xn) ↔ Gn(x1, x1, . . . , xn, 0). (2)

Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdú n-ti
u £ísel x
1

, . . . , xn platí

Un(e, x1, . . . , xn) = P∗(x1, . . . , xn). (3)

Postupnými úpravami teraz dostaneme spor:

P(e, . . . , e)
(2)

⇔ Gn(e, e, . . . , e, 0)
(1)

⇔ Un(e, e, . . . , e) = 0

(3)

⇔

⇔ P∗(e, . . . , e) = 0 ⇔ ¬P(e, . . . , e).











Záver

5. 
vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete v MS Teams.

6. 
vi£enie

◮
Za£ína hne¤ po predná²ke.

◮
Úlohy odovzda´ do MOODLE najnesk�r do 18:00 v sobotu

tento týºde¬.

7. predná²ka

◮
Obe
ne rekurzívne funk
ie.

◮ µ-Rekurzívne funk
ie.

◮
Efektívne operá
ie na primitívne rekurzívny
h indexo
h.





Konie
 predná²ky
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