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Distancna vyucba

Pokyny

>
>
>

vVvyYVvyyvyy

Vypnite si kameru a stlmte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celej prednasky.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonceni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku z prednasky najdete v tejto sekcii.

Slajdy z prednasky najdete pod polozkou Sabory/Files.






Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Struéna osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych Struktar.
» Regularne rekurzivne definicie s mierou.

» Obecne rekurzivne funkcie
» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
» Ackermannova funkcia (1928),
» univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie
> Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.






Zopakovanie

Syntakticka forma rekurzie s mierou pu[x]
Su to definicie v tvare

f(x) = 7[[flz %] (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; X] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikacie f(7) vyrazom

[flz(p) = if u[p] < u[x] then f(p) else 0.

Kazda rekurzivna aplikacia f(g) v (1) je teda strazena podmienkou
pulp] < plx].



Zopakovanie

Regularna rekurzia s mierou p[x]
Sa to definicie v tvare

f(x) = 7lf; X, (1)
pre ktoré sii splnené podmienky regularity. Tie majd tvar:
Crplf: X1 = plplfi x]] < ul]

pre kazdi rek. aplikaciu f(p) strazend podmienkou M v T
Splnenie podmienok sa overuje pre funkciu definovani rovnostou:

F(x) = 7[[fle %] (2)

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionalnej rovnice (1).



Zopakovanie

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na regularnu rekurziu s
mierou.

Veta

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcir,
ktora obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x =~ 1 a je uzavreta na explicitné definicie a reguldrnu
rekurziu s mierou.






Ackermannova funkcia

Ackermannova funkcia (1928)
Postupnost binarnych p.r. funkcii A, (x =0,1,2,...):

Aoly,z) =y +z
Aily,z) =yz

z

Az(y,z) = y*.
Definicia Axyz. Ax(y, z) pomocou vnorenej dvojitej rekurzie
Aoly,z) =y +z

Avi1(y,0) = (x =4 1)+ (x>, 2)y
AX+1(y’Z+ 1) = AX(y)AX-i-l(y)Z))'

Tato funkcia nie je primitivne rekurzivna, pretoze jej diagonalizacia
Ax. Ax(x, x) majorizuje kazdd unarnu p.r. funkciu.
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Ackermannova funkcia

Ackermann-Péterovej funkcia

Definicia pomocou vnorenej dvojitej rekurzie
A(,y) =y +1
A(x+1,0) = A(x, 1)
A(x+ 1,y +1) = A(x,A(x + 1,y)).

Napriklad:

All,y)=y+2
A2,y)=2y+3=2(y+3)=3
A(3,y) =82 =3 =213 -3

Funkcia nie je primitivne rekurzivna, pretoze jej diagonalizicia
Ax. A(x, x) majorizuje kazd unarnu p.r. funkciu.
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Ackermannova funkcia

Podmienky regularity pre Ackermann-Péterovej funkciu
Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych Cisel

(a,b) <jex (c,d) <> a<cVa=cAb<d.
Je to dobré usporiadanie: kazda klesajiica postupnost je konecna
(a1, b1) >1ex (a2, b2) >1ex (a3, b3) >lex (34, ba) >lex -+ -
Podmienky regularity pre funkciu A(x, y) si trivialne spinené:

(x,1) <lex (x +1,0)
(x+1,y) <tex (x+ 1,y +1)
(x, A(x + 1,y)) <iex (x + 1,y +1).

Definicia transfinitnou rekurziou do dobrého usporiadania <jey.
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Ackermannova funkcia

Graf Ackermann-Péterovej funkcie
Funkcia A(x, y) nie je primitivne rekurzivna, ale jej graf

G(x,y,2) < Alx,y) =z

je primitivne rekurzivny predikat.
Idea dékazu: vyjadrit graf v tvare

G(x,y,z) <> 3s < b(z) (Cvs(s) A (x,y,z) € s),

kde
» Cvs(s) je p.r. predikat, ktory plati, ak s je postupnost histérie
vypoctu Ackermann-Péterovej funkcie;
» b(z) je p.r. funkcia, ktord dava odhad na velkost takejto
postupnosti pre vysledok vypoctu z.









Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Primitivne rekurzivne funkcie
» Zakladné funkcie:

> konstantna funkcia Z(x) = 0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie):

pre kazdée 1 </ < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:
f(X1y.. . Xn) = h(gl(xl, U - A
» Primitivna rekurzia:

f(0,y1,-.-,yn) =81y, ¥n)

f(S(X)7.y17"' u}/n) = h(X7 f(Xu_ylu"' a}/n)7)/17~-~

e Xn)).

7)/n)'



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operécie scitania

h(x,z,y) =SB(x,z,y)
O+y=y 0+y=1(y)
x+1l4+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y).

Primitivne rekurzivny funkény symbol a
jeho syntakticky strom:

Recy(I{, Comp3(S, 13)) @ @



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Primitivne rekurzivne funkéné symboly

Trieda PR" pozostava z n-arnych p.r. funkénych symbolov:
> Zc PR, SePR'al"ePR prel <i<n.
> Ak he PR™ a g1,...,8m € PR", potom

Compp (h,g1,...,8m) € PR".
» Ak g € PR" a h € PR"2, potom
Recni1(g, h) € PR™L
Ich zjednotenie je mnozina v3etkych p.r. funkénych symbolov

PR = U PR".
n>1



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Interpretacia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov
Symbol f € PR” interpretujeme ako n-arnu funkciu Y nad N:

» ZV je konstantna funkcia Z(x) = 0.

SV je funkcia nasledovnika S(x) = x + 1.

>

AN o
> (I")" jeidentita I7(X) = x;.
> (Compj,(h, g1, ... ,gm))N je funkcia definovana kompoziciou

(Compl(h g gm)" (%) = PN (&V(R),.... &) (X))

> (Rec,,(g, h))N je funkcia definovana primitivnou rekurziou

(Reca(g. 1)) (0.7) = £V(7)
(Recn(g, M) (x +1,7) = KV (x, (Reca(g, )" (x,7), 7).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov
Pomocou parovych konstruktorov z r6znymi rozlisSovacimi

polozkami:
Z = (1,0) (kon3tantna funkcia)
S =(2,0) (funkcia nasledovnika)
I7 = (3,n,i) (identity)
(g:85) = (4.5,85) (kontrakcia)
Compy, (h,gs) = (5,n,m, h,gs) (kompozicia)
Recn(g,h) = (6,n,g,h). (primitivna rekurzia)

Pre konstruktor (g, gs) pouzivame podobné notacné konvencie ako
pre parovaciu funkciu (x, y).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov

Cislo "f7 € N oznacuje kéd (aritmetizaciu) primitivne rekurzivneho
funkéného symbolu f € PR. Induktivna definicia:

'Z'=2
rs7=8
R
"Compy,(h.g1,-..,8m)" = Compp,("h™.("g1", ..., gm )
"Recn(g,h)" = Rec,("g™,"h™).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operécie scitania

h(x,z,y) =SB(x,z,y)
O+y=y 0+y=1(y)
x+1l4+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y).

Primitivne rekurzivny funkény symbol @
Recy (I, Compi(S, 15))
a jeho aritmetizacia @
Recy (I, Comp3(S, I})). e @



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia

Definicia
Prirodzené &islo e také, ze

Vxg ... Vxp f(x1, ..., %) = €®(x1,...,Xn),

sa nazyva primitivne rekurzivny index funkcie f.

Veta
Funkcia je primitivne rekurzivna préve vtedy, ked ma primitivne
rekurzivny index.

Definicia

Predikat Prf(n, e) plati, ak Cislo e je dobre vytvoreny primitivne
rekurzivny index nejakej n-arnej primitivne rekurzivnej funkcie, t.].
e ="f" pre nejaké f € PR".



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter

Specifikacia interpretra
Interpreter programovacieho jazyka p.r. odvodeni je binarna funkcia
e @ x, ktord ma tieto dve zakladné vlastnosti:

» Pre kazdy n-arny p.r. funkény symbol f a n-ticu Cisel
X1,...,Xn plati rovnost:

Tfle(xi,...,xp) = fN(xl,...,x,,).

Tu"f1e N je kéd a FV : N” — N interpretacia symbolu f.
» Pre kazdé &islo e, unarna funkcia f definovana vztahom
f(x) =eex

je primitivne rekurzivna funkcia.

Primitivne rekurzivne odvodenia s reprezentované p.r. funk&nymi
symbolmi.






Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter

Implementacia interpretra
Diskriminacia podla konstruktorov p.r. funkénych symbolov:

€ @ X = Case

e=272=0
e=S=x+1
e=1I"= [x]]

e=(g,85) = (gox,g50x)
e = Comp) (h,gs) = he(gsex)
e = Rec,(g, h) =
case
x=(0,y)=gey
x=(z+1,y) = he(z, Reca(g. h)  (z.¥).)
otherwise = 0
end
otherwise = 0
end.



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter

Implementécia interpretra (klauzalna forma)

Definicia interpretra pomocou vnorenej dvojitej rekurzie:

Zex=0
Sex=x+1
I/ o x = [x]}
(g,85) e x = <gox,gsox>
Comp; (h,gs) e x = he(gsex)
Recy(g,h) e (0,y) =gey
Recn(g,h)e (x+1,y) = he (x, Recy(g,h) e (x,y),y).

Podmienky regularity pre funkciu e @ x si trivialne splnené, napr.

(Recn(g. h), (x,y)) <iex (Reca(g, h). (x +1,y))
(h, <X, Rec,,(g, h) L <X7y>7)/>) <lex (Recn(ga h)v <X + 17y>)'









Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia

Definicia univerzalnej funkcie

Vravime, ze (n+1)-arna funkcia U, je univerzalnou pre triedu
n-arnych p.r. funkcii, ak s splnené tieto podmienky:

» Pre kazdi n-arnu p.r. funkciu f existuje Cislo e také, ze pre
kazda n-ticu Cisel xq, ..., x, plati rovnost

Un(e,x1, ...y xn) = F(X1,. ., Xn).
» Pre kazdé Cislo e je n-arna funkcia f definovana vztahom
f(x1y...yxn) = Un(e,x1,...,%n)

primitivne rekurzivna.

Funkciu U, definujeme predpisom

Un(e,x1,...,xp) = €0 (x1,...,Xp).
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Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia

Univerzalna funkcia U; nie je primitivne rekurzivna

Dokaz sporom: predpokladajme, zZe funkcia U je primitivne
rekurzivna. Potom aj unarna funkcia f definovana vztahom

f(x) = Ui(x,x)+1 (1)

je primitivne rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé
Cislo x plati rovnost

Ui (e, x) = f(x). (2)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme

fle) Y Uy(ece) +1 2 fe) + 1.

Spor.



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia

Univerzalna funkcia U, nie je primitivne rekurzivna

Dokaz sporom: predpokladajme, zZe funkcia U, je primitivne
rekurzivna. Potom aj n-arna funkcia f definovana vztahom

f(x1y. . xn) = Un(x1,x1,...,xp) +1 (1)
je primitivne rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazda
n-ticu Cisel xq, ..., x, plati rovnost

Un(eyxt, ...y xn) = F(X1,- 0y Xn)- (2)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme

f(e,...,e)(lz)U,,(e,e,...,e)—l—l(i)f(e,...,e)—i—l.

Spor.









Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia

Graf univerzalnej funkcie U; nie je primitivne rekurzivny
Dokaz sporom: predpokladajme, Ze graf univerzalnej funkcie

Gi(e, x,y) <> Ui(e,x) =y (1)
je p.r. predikat. Potom je primitivne rekurzivny aj unarny predikat
P(x) + Gi(x, x,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati rovnost
Ui(e, x) = Py(x). (3)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e) 2 Gi(e,e,0) X Ui(e,e) =0 X P(e) = 0 & —P(e).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Graf univerzalnej funkcie U, nie je primitivne rekurzivny
Dokaz sporom: predpokladajme, Ze graf univerzalnej funkcie

Gn(e,x1, ..., xn,y) <> Un(e,x1,...,xn) =y (1)

je p.r. predikat. Potom je primitivne rekurzivny aj n-arny predikat

P(x1,...,xn) > Gu(x1,x1,...,%n,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazda n-ticu Cisel xq, ..., x, plati
Un(e, X1y, Xn) = Pul(x1, ..., Xn)- (3)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e,...,e)@G,,(e,e,...,e,O)gU,,(e,e,...,e):Og

< Pie,...,e) =0« —P(e,...,e).















Zaver

5. cvienie
» Vysledky s komentarom najdete v MS Teams.

6. cviCenie
» Zacina hned po prednaske.

» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu
tento tyzden.

7. prednaska
» Obecne rekurzivne funkcie.
» u-Rekurzivne funkcie.

> Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch.






Koniec prednasky
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