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Distan£ná výu£ba

Pokyny

I Vypnite si kameru a stlmte si mikrofón.
I Komunikova´ je moºné po£as celej predná²ky.
I Ak máte otázku alebo chcete nie£o poveda´, tak zdvihnite

ruku.
I Po vyzvaní zapnite si mikrofón.
I Po skon£ení ruku zloºte a stlmte si mikrofón.
I Prezentácia je nahrávaná.
I Nahrávku z predná²ky nájdete v tejto sekcii.
I Slajdy z predná²ky nájdete pod poloºkou Súbory/Files.





Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkcie
I Základný vývoj primitívne rekurzívnych funkcií.
I Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizácia.
I Párovacia funkcia a aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Vnorená jednoduchá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(
x , f
(
x , s1(x , y)

)
, f
(
x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))

)
, y
)
.

I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne
volanie f (~ρ) funkcie f v terme τ .



Zopakovanie

Vnorená jednoduchá rekurzia

Sú to de�nície v tvare

f (0, ~y) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y) = τ [f (x , ·); x , ~y ].

Alternatívna formulácia (toto je klauzálna forma de�nície):

f (0, ~y) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y) = θ[x , ~z , ~y ]←
k∧

i=1

f (x , ~σi [x , ~y , z1, . . . , zi−1]) = zi .

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na vnorenú jednoduchú

rekurziu.



Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Euklidov algoritmus pre výpo£et najvä£²ieho spolo£ného
delite©a
Rekurzívna de�nícia s mierou max(x , y):

gcd(x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then
case
x > y ⇒ gcd(x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ gcd(x , y .− x)

end
else

max(x , y).

Podmienky regularity zaru£ujú, ºe výpo£et vºdy skon£í:

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x > y → max(x .− y , y) < max(x , y)

x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ x < y → max(x , y .− x) < max(x , y).
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Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Aproxima£ná funkcia pre funkciu gcd

�peci�kácia aproxima£nej funkcie

z > max(x , y)→ f +(z , x , y) = gcd(x , y).

De�nícia aproxima£nej funkcie má tvar jednoduchej rekurzie

f +(0, x , y) = 0
f +(z + 1, x , y) = if x 6= 0 ∧ y 6= 0 then

case
x > y ⇒ f +(z , x .− y , y)
x = y ⇒ x
x < y ⇒ f +(z , x , y .− x)

end
else

max(x , y).

Primitívna rekurzívnos´ gcd(x , y) = f +
(
max(x , y) + 1, x , y

)
.







Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Zarovnanie binárneho stromu
Klauzálna forma rekurzívnej de�nície:

Flatten(0) = 0

Flatten 〈u, 0〉 =
〈
Flatten(u), 0

〉
Flatten

〈
u, 〈v ,w〉

〉
= Flatten

〈
〈u, v〉,w

〉
.





Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Zarovnanie binárneho stromu
Klauzálna forma rekurzívnej de�nície:

Flatten(0) = 0

Flatten 〈u, 0〉 =
〈
Flatten(u), 0

〉
Flatten

〈
u, 〈v ,w〉

〉
= Flatten

〈
〈u, v〉,w

〉
.





Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Zarovnanie binárneho stromu
Klauzálna forma rekurzívnej de�nície:

Flatten(0) = 0

Flatten 〈u, 0〉 =
〈
Flatten(u), 0

〉
Flatten

〈
u, 〈v ,w〉

〉
= Flatten

〈
〈u, v〉,w

〉
.

Je to rekurzia s mierou m(x):

m(0) = 0

m 〈v ,w〉 = m(v) + 2m(w) + 1.

Miera je primitívne rekurzívna funkcia (pre£o?).
Podmienky regularity majú tvar

m(u) < m 〈u, 0〉
m
〈
〈u, v〉,w

〉
< m

〈
u, 〈v ,w〉

〉
.



Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Aproxima£ná funkcia pre funkciu Flatten

�peci�kácia aproxima£nej funkcie

z > m(x)→ f +(z , x) = Flatten(x).

De�nícia aproxima£nej funkcie má tvar jednoduchej rekurzie

f +(0, x) = 0

f +(z + 1, 0) = 0

f +(z + 1, 〈u, 0〉) =
〈
f +(z , u), 0

〉
f +
(
z + 1,

〈
u, 〈v ,w〉

〉)
= f +

(
z ,
〈
〈u, v〉,w

〉)
.

Primitívna rekurzívnos´ funkcie Flatten plynie z tohoto vyjadrenia

Flatten(x) = f +(m(x) + 1, x).







Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

De�nícia:

f91(x) =

{
91 ak x ≤ 101,

x .− 10 ak x ≥ 101.

Alternatívne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie

f91(x) = if x < 101 then f91 f91(x + 11) else x .− 10.
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Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

De�nícia:

f91(x) =

{
91 ak x ≤ 101,

x .− 10 ak x ≥ 101.

Alternatívne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie

f91(x) = if x < 101 then f91 f91(x + 11) else x .− 10.

Je to korektná de�nícia?
Tvrdíme, ºe je to spätná rekurzia s mierou 101 .− x . Podmienky
regularity majú teda tvar

x < 101→ 101 .− (x + 11) < 101 .− x

x < 101→ 101 .− f91(x + 11) < 101 .− x .

Ako splni´ druhú podmienku?
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Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

De�nícia:

f91(x) =

{
91 ak x ≤ 101,

x .− 10 ak x ≥ 101.

Alternatívne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie

f91(x) = if x < 101 then f91 f91(x + 11) else x .− 10.

Je to korektná de�nícia?
Tvrdíme, ºe je to spätná rekurzia s mierou 101 .− x . Podmienky
regularity majú teda tvar

x < 101→ 101 .− (x + 11) < 101 .− x

x < 101→ 101 .− f91(x + 11) < 101 .− x .

Ako splni´ druhú podmienku?



Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Splnenie podmienok regularity pre McCarthyho 91 funkciu

Uvaºujme funkciu f de�novanou rekurzívnou rovnos´ou

f (x) = if x < 101 then [f ]x [f ]x(x + 11) else x .− 10. (1)

Tu [f ]x(y) je zúºenie f na vstupy y také, ºe 101 .− y < 101 .− x :

[f ]x(y) ≡ if 101 .− y < 101 .− x then f (y) else 0. (2)

Kaºdá rekurzívna aplikácia v (1) je stráºená kontextom v tvare (2).
Je to korektná de�nícia.
Funkcia f sp¨¬a podmienky regularity pôvodnej rekurzívnej rovnice:

x < 101→ 101 .− (x + 11) < 101 .− x

x < 101→ 101 .− f (x + 11) < 101 .− x .

Táto funkcia je tieº jediným rie²ením pôvodnej rekurzívnej rovnice.



Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

De�nícia:

f91(x) =

{
91 ak x ≤ 101,

x .− 10 ak x ≥ 101.

Alternatívne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie

f91(x) = if x < 101 then f91 f91(x + 11) else x .− 10.

Je to spätná rekurzia s mierou 101 .− x . Podmienky regularity majú
teda tvar

x < 101→ 101 .− (x + 11) < 101 .− x

x < 101→ 101 .− f91(x + 11) < 101 .− x .



Príklady rekurzívnych de�nícii s mierou

Aproxima£ná funkcia pre McCarthyho 91 funkciu

�peci�kácia aproxima£nej funkcie

z > 101 .− x → f +(z , x) = f91(x).

De�nícia aproxima£nej funkcie má tvar vnorenej jednoduchej
rekurzie

f +(0, x) = 0
f +(z + 1, x) = if x < 101 then

f +
(
z , f +(z , x + 11)

)
else
x .− 10.

Primitívna rekurzívnos´ McCarthyho 91 funkcie plynie z tohoto
vyjadrenia

f91(x) = f +(101 .− x + 1, x).







Syntaktická forma rekurzie s mierou

Rekurzia s mierou µ[~x ]

Sú to de�nície v tvare

f (~x) = τ
[
[f ]µ~x ; ~x

]
. (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu τ [f ; ~x ] nahradením
kaºdej rekurzívnej aplikácie f (~ρ) výrazom

[f ]~x(~ρ) ≡ if µ[~ρ] < µ[~x ] then f (~ρ) else 0.

Kaºdá rekurzívna aplikácia f (~ρ) v (1) je teda stráºená podmienkou
µ[~ρ] < µ[~x ].

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na rekurziu s mierou.



Syntaktická forma rekurzie s mierou

Dôkaz
�peci�kácia aproxima£nej funkcie

z > µ[~x ]→ f +(z , ~x) = f (~x).

De�nícia aprox. funkcie má tvar vnorenej jednoduchej rekurzie

f +(0, ~x) = 0

f +(z + 1, ~x) = τ
[
[f +]µz,~x ; z , ~x

]
.

Term na pravej strane druhej rovnosti vznikol s termu τ [f ; ~x ]
nahradením kaºdej rekurzívnej aplikácie f (~ρ) výrazom

[f +]µz,~x(~ρ) ≡ if µ[~ρ] < µ[~x ] then f +(z , ~ρ) else 0.

Primitívna rekurzívnos´ funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (~x) = f +(µ[~x ] + 1, ~x).



Regulárne rekurzívne de�nície s mierou

Regulárna rekurzia s mierou µ[~x ]

Sú to de�nície v tvare

f (~x) = τ [f ; ~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity majú tvar:

Γτf (~ρ)[f ; ~x ]→ µ[~ρ
[
f ; ~x ]

]
< µ[~x ]

pre kaºdú rekurzívnu aplikáciu f (~ρ) funkcie f , ktorá je stráºená
podmienkou Γτf (~ρ) v terme τ .
Splnenie podmienok regularity sa overuje pre funkciu, ktorá je
de�novaná pridruºenou rovnos´ou:

f (~x) = τ
[
[f ]µ~x ; ~x

]
.

Táto funkcia je potom jediným rie²ením funkcionálnej rovnice (1).



Regulárne rekurzívne de�nície s mierou

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na regulárnu rekurziu s

mierou.

Dôkaz
Pridruºená rovnos´ má tvar syntaktickej formy rekurzie s mierou:

f (~x) = τ
[
[f ]µ~x ; ~x

]
.

Funkcia f de�novaná týmto vz´ahom je preto primitívne rekurzívna.

Poznámka
�íslo µ[~x ] + 1 predstavuje horný odhad na h¨bku výpo£tového
stromu pre výpo£et aplikácie f (~x) pomocou programu

f (~x) = τ [f ; ~x ].







Charakteriza£ný problém

Veta
Trieda primitívne rekurzívnych funkcií je najmen²ia trieda funkcií,

ktorá obsahuje funkciu nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x .− 1 a je uzavretá na explicitné de�nície a regulárnu

rekurziu s mierou.

Dôkaz.
Ozna£enie:
I PRIM = trieda primitívne rekurzívnych funkcií.
I REG = najmen²ia trieda funkcií, ktorá obsahuje funkciu

nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu predchodcu x .− 1 a je
uzavretá na explicitné de�nície a regulárnu rekurziu s mierou.

Cie©om je dokáza´ rovnos´

PRIM = REG.



Charakteriza£ný problém

Dôkaz inklúzie PRIM ⊆ REG

I S ∈ REG, pretoºe S je základná funkcia triedy REG.
I Z ∈ REG plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.
I Ini ∈ REG plynie z tohoto vyjadrenia Ini (x1, . . . , xn) = xi .
I Trieda REG je uzavretá na operátor kompozície funkcií:

f (x1, . . . , xn) = h
(
g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)

)
.

Je to totiº ²peciálny prípad explicitnej de�nície.
I Trieda REG je uzavretá na operátor primitívnej rekurzie:

f (0, ~y) = g(~y) f (x + 1, ~y) = h
(
x , f (x , ~y), ~y

)
.

Je to ²peciálny prípad regulárnej rekurzie s mierou µ[x , ~y ] ≡ x :

f (x , ~y) = if x 6= 0 then h
(
x .− 1, f (x .− 1, ~y), ~y

)
else g(~y).



Charakteriza£ný problém

Veta
Trieda primitívne rekurzívnych funkcií je najmen²ia trieda funkcií,

ktorá obsahuje funkciu nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x .− 1 a je uzavretá na explicitné de�nície a regulárnu

rekurziu s mierou.

Dôkaz.
Ozna£enie:
I PRIM = trieda primitívne rekurzívnych funkcií.
I REG = najmen²ia trieda funkcií, ktorá obsahuje funkciu

nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu predchodcu x .− 1 a je
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PRIM = REG.



Charakteriza£ný problém

Dôkaz inklúzie REG ⊆ PRIM

I S ∈ PRIM, pretoºe S je základná funkcia triedy PRIM.
I λx .x .− 1 ∈ PRIM plynie z tohoto vyjadrenia

0 .− 1 = 0 x + 1 .− 1 = x .

I Trieda PRIM je uzavretá na explicitné de�nície funskcií:

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn].

Dôkaz tvrdenia na 2. predná²ke.
I Trieda PRIM je uzavretá na regulárnu rekurziu s mierou:

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn].

Dôkaz tvrdenia na tejto predná²ke.











Deklaratívne programovanie

Programy deklaratívnej paradigmy

Regulárne rekurzívne de�nície s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Základné kon²trukcie pri tvorbe programov

I Premenné a kon²tanty.
I Funk£né aplikácie.
I Podmienkové výrazy.

I Jednoduché podmienkové výrazy:

D(τ1, τ2, τ3) ≡ if τ1 6= 0 then τ2 else τ3.

I Obecné podmienkové výrazy:

case ϕ1 ⇒ ρ1 . . . ϕm ⇒ ρm end.





Deklaratívne programovanie

Diskriminácia na kon²tantách
Rekurzívna de�nícia Fibonacciho postupnosti:

fn = case

n = 0 ⇒ 0

n = 1 ⇒ 1

n 6= 0 ∧ n 6= 1 ⇒ fn .−1 + fn .−2
end.

Program:

fn = case

(n =∗ 0) = 1 ⇒ 0

(n =∗ 1) = 1 ⇒ 1

(n 6=∗ 0 ∧∗ n 6=∗ 1) = 1 ⇒ fn .−1 + fn .−2
end.

Preklad do de�nície s jednoduchými podmienkovými výrazmi:

fn = if (n =∗ 0) 6= 0 then 0 else if (n =∗ 1) 6= 0 then 1 else fn .−1 + fn .−2.



Deklaratívne programovanie

Diskriminácia na kon²tantách
Rekurzívna de�nícia Fibonacciho postupnosti:

fn = case

n = 0 ⇒ 0

n = 1 ⇒ 1

otherwise ⇒ fn .−1 + fn .−2
end.

Program:

fn = case

(n =∗ 0) = 1 ⇒ 0

(n =∗ 1) = 1 ⇒ 1

(n ≥∗ 2) = 1 ⇒ fn .−1 + fn .−2
end.

Preklad do de�nície s jednoduchými podmienkovými výrazmi:

fn = if (n =∗ 0) 6= 0 then 0 else if (n =∗ 1) 6= 0 then 1 else fn .−1 + fn .−2.



Deklaratívne programovanie

Dichotomická diskriminácia
Explicitná de�nícia funkcie max(x , y):

max(x , y) = case
x ≥ y ⇒ x
x < y ⇒ y

end.

Program:

max(x , y) = case
(x ≥∗ y) = 1 ⇒ x
(x <∗ y) = 1 ⇒ y

end.

Preklad do de�nície s jednoduchým podmienkovým výrazom:

max(x , y) = if (x ≥∗ y) 6= 0 then x else y .



Deklaratívne programovanie

Dichotomická diskriminácia
Explicitná de�nícia funkcie max(x , y):

max(x , y) = case
x ≥ y ⇒ x
x ≤ y ⇒ y

end.

Program:

max(x , y) = case
(x ≥∗ y) = 1 ⇒ x
(x ≤∗ y) = 1 ⇒ y

end.

Preklad do de�nície s jednoduchým podmienkovým výrazom:

max(x , y) = if (x ≥∗ y) 6= 0 then x else y .



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

case
ϕ1[~x ] ⇒ ρ1[~x ]
...
ϕm[~x ] ⇒ ρm[~x ]

end

case
χ1[~x ] = 1 ⇒ ρ1[~x ]
...
χm[~x ] = 1 ⇒ ρm[~x ]

end.

Podmienka úplnosti a jednozna£nosti (výlu£nosti):

m∨
i=1

ϕi [~x ] ∧
∧
i ,j=1

(
ϕi [~x ] ∧ ϕj [~x ]→ ρi [~x ] = ρj [~x ]

)
m∨
i=1

ϕi [~x ] ∧
m∧

i ,j=1

i 6=j

¬
(
ϕi [~x ] ∧ ϕj [~x ]

)
.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

case
ϕ1[~x ] ⇒ ρ1[~x ]
...
ϕm[~x ] ⇒ ρm[~x ]

end

case
χ1[~x ] = 1 ⇒ ρ1[~x ]
...
χm[~x ] = 1 ⇒ ρm[~x ]

end.

Tu χi [~x ] je charakteristický term pre ϕi [~x ]:

χi [~x ] = 1 ∨ χi [~x ] = 0 ϕi [~x ]↔ χi [~x ] = 1.

Sémantika:

D
(
χ1[~x ], ρ1[~x ], . . . ,D

(
χm[~x ], ρm[~x ], 0

)
. . .
)
.











Deklaratívne programovanie

Monadická diskriminácia
Rekurzívna de�nícia umoc¬ovania:

xy = case
y = 0 ⇒ 1
y = z + 1 ⇒ x ·xz

end.

Program:

xy = case
(y =∗ 0) = 1 ⇒ 1
(y 6=∗ 0) = 1 ∧ y .− 1 = z ⇒ x ·xz

end.

Preklad do de�nície s jednoduchým podmienkovým výrazom:

xy = if (y =∗ 0) 6= 0 then 1 else x ·xy
.−1.



Deklaratívne programovanie

Monadická diskriminácia
Rekurzívna de�nícia umoc¬ovania:

xy = case
y = 0 ⇒ 1
y = z + 1 ⇒ x ·xz

end.

Program:

xy = case
(y =∗ 0) = 1 ⇒ 1
(y 6=∗ 0) = 1 ⇒ let z = y .− 1 in x ·xz

end.

Preklad do de�nície s jednoduchým podmienkovým výrazom:

xy = if y 6= 0 then x ·xy
.−1 else 1.



Deklaratívne programovanie

Párová diskriminácia
Rekurzívna de�nícia párovej ve©kosti prirodzeného £ísla:

|x |
p

= case
x = 0 ⇒ 0
x = 〈v ,w〉⇒ |v |

p
+ |w |

p
+ 1

end.

Program:

|x |
p

= case
(x =∗ 0) = 1 ⇒ 0
(x 6=∗ 0) = 1 ⇒ let v = π1(x) ∧ w = π2(x) in
|v |

p
+ |w |

p
+ 1

end.

Preklad do de�nície s jednoduchým podmienkovým výrazom:

|x |
p

= if x 6= 0 then |π1(x)|
p

+ |π2(x)|
p

+ 1 else 0.





Deklaratívne programovanie

Porovnávanie so vzorom ('pattern matching')
Formula ϕ[~x ; ~y ] sp¨¬a podmienku jednozna£nosti

ϕ[~x ; ~y ] ∧ ϕ[~x ; ~z ]→
m∧
i=1

yi = zi .

Tu ~x resp. ~y sú vstúpne resp. výstupné premenné ϕ.
Charakteristický term χ[~x ] pre porovnávanie so vzorom:

χ[~x ] = 1 ∨ χ[~x ] = 0 ∃~y ϕ[~x ; ~y ]↔ χ[~x ] = 1.

Sved£iace termy ~ω[~x ] pre výstupné premenné:

∃~y ϕ[~x ; ~y ]↔ ϕ
[
~x ; ~ω[~x ]

]
.

Platí

ϕ[~x ; ~y ]↔ χ[~x ] = 1 ∧
m∧
i=1

ωi [~x ] = yi .





Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

case
ϕ1[~x ; ~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
...
ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]

end

case
χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x , ~y1]
...
χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]

end.

Podmienka úplnosti a jednozna£nosti (výlu£nosti):

m∨
i=1

∃~yiϕi [~x ; ~y1] ∧
m∧

i,j=1

∀~yi∀~yj
(
ϕi [~x ; ~yi ] ∧ ϕj [~x ; ~yj ]→ ρi [~x , ~yi ] = ρj [~x , ~yj ]

)
m∨
i=1

∃~yiϕi [~x ; ~y1] ∧
m∧

i,j=1

i 6=j

¬
(
∃~yiϕi [~x ; ~yi ] ∧ ∃~yjϕj [~x ; ~yj ]

)
.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

case
ϕ1[~x ; ~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
...
ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]

end

case
χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x , ~y1]
...
χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]

end.

χi [~x ] je charakteristický term pre porovnávanie so vzorom ϕi [~x ; ~yi ]:

χi [~x ] = 1 ∨ χi [~x ] = 0 ∃~yiϕi [~x ; ~yi ]↔ χi [~x ] = 1.

Sémantika:

D
(
χ1[~x ], ρ1[~x , ~ω1[~x ]], . . . ,D

(
χm[~x ], ρm[~x , ~ωm[~x ]], 0

)
. . .
)
.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

case
ϕ1[~x ; ~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
...
ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]

end

case
χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x , ~y1]
...
χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]

end.

Matematická notácia:

D~ω1,...,~ωm
χ1,...,χm

(
ϕ1[~x ; ~y1], ρ1[~x , ~y1], . . . , ϕm[~x ; ~ym], ρm[~x , ~ym]

)
.

























Záver

4. cvi£enie
I Výsledky s komentárom nájdete v MS Teams.

5. cvi£enie
I Za£ína hne¤ po predná²ke.
I Úlohy odovzda´ do MOODLE najneskôr do 18:00 v sobotu

tento týºde¬.

6. predná²ka

I Poza primitívnu rekurziu:
I Ackermann-Péterovej funkcia,
I univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.





Koniec predná²ky


	Distančná výučba
	Zopakovanie
	Rekurzívne definície s mierou
	Príklady rekurzívnych definícii s mierou
	Syntaktická forma rekurzie s mierou
	Regulárne rekurzívne definície s mierou
	Charakterizačný problém

	Deklaratívne programovanie
	Záver

