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Distan¢na vyucba

Pokyny

>
| 2
>

vVvyYyyvyy

Vypnite si kameru a stimte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celej prednasky.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonéeni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku z prednasky najdete v tejto sekcii.

Slajdy z prednasky najdete pod polozkou Sabory/Files.






Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

»
>
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Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢end minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) = &(y)
f(x+1,y)= h(x, f(x7 sl(x,y)), f(x, sa(x, y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie

Vnorena jednoducha rekurzia
Si to definicie v tvare

f(x+1,¥)=7[f(x,); x,¥]

Alternativna formulacia (toto je klauzalna forma definicie):

£(0,y) = oyl
k
f(x+1,y)=0[x,2,y] < /\ f(x,di[x,y,z1,...,zi-1]) = z.
i=1

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na vnorend jednoduchii
rekurziu.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Euklidov algoritmus pre vypocet najvécsieho spolo¢ného
delitela
Rekurzivna definicia s mierou max(x, y):

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y =gcd(x=y,y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y = x)

end

else
max(x, y).

Podmienky regularity zaru€ujd, ze vypocet vzdy skondi:

XxZO0ANy #0A x>y — max(x =~ y,y) < max(x, y)
xZ0ANy #0Ax <y — max(x,y = x) < max(x, y).






Priklady rekurzivnych definicii s mierou
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Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Aproximacna funkcia pre funkciu ged
Specifikacia aproximaénej funkcie

z>max(x,y) = f(z,x,y) = ged(x, y).

Definicia aproximacnej funkcie ma tvar jednoduchej rekurzie

f*(0,x,y) =0
ff(z+1,x,y) =if x#0Ay #0 then
case
x>y=Tf(z,x=y,y)
X=y =X
x<y=f"(z,x,y = x)
end
else
max(x, y).

Primitivna rekurzivnost ged(x, y) = f*(max(x,y) + 1,x,y).









Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Zarovnanie binarneho stromu
Klauzalna forma rekurzivnej definicie:

Flatten(0) = 0
Flatten (u,0) = (Flatten(u),0)
F/atten< u, (v, w > = Flatten <<u, v), W>.
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Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Zarovnanie binarneho stromu
Klauzalna forma rekurzivnej definicie:

Flatten(0) = 0
Flatten (u,0) = (Flatten(u),0)
Flatten (u, (v, w)) = Flatten ({u,v),w).

Je to rekurzia s mierou m(x):
m(0) =0
m(v,w) = m(v) +2m(w) + 1.

Miera je primitivne rekurzivna funkcia (preco?).
Podmienky regularity maja tvar

m(u) < m{(u,0)
m{(u,v),w) < m{u,(v,w)).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Aproximacna funkcia pre funkciu Flatten
Specifikacia aproximaénej funkcie
z > m(x) — f*(z,x) = Flatten(x).

Definicia aproximaénej funkcie ma tvar jednoduchej rekurzie

(0, x)
f'(z+1,0)
f(z+1,(u,0)) = (f*(z,u),0)
f (z4+1,{u,(v,w))) = (z,{{u,v),w)).

Primitivna rekurzivnost funkcie Flatten plynie z tohoto vyjadrenia

0
0
(

Flatten(x) = f*(m(x) + 1, x).









Priklady rekurzivnych definicii s mierou

McCarthyho 91 funkcia
Definicia:

010 01 ak x < 101,
X) =
o x =10 ak x> 101.

Alternativne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie

fgl(X) =if x < 101 then fg; fgl(X + 11) else x = 10.
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Priklady rekurzivnych definicii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

Definicia:

on ) 91 ak x < 101,
X) =
o x =10 ak x > 101.

Alternativne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie
fgl(X) =if x < 101 then fyy f91(X + 11) else x = 10.

Je to korektna definicia?
Tvrdime, Ze je to spdtna rekurzia s mierou 101 = x. Podmienky
regularity maja teda tvar

x <101 = 101 = (x + 11) < 101 = x
x < 101 — 101 = fo (x + 11) < 101 = x.

Ako splnit druhi podmienku?
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Priklady rekurzivnych definicii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

Definicia:

on ) 91 ak x < 101,
X) =
o x =10 ak x > 101.

Alternativne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie
fgl(X) =if x < 101 then fyy f91(X + 11) else x = 10.

Je to korektna definicia?
Tvrdime, Ze je to spdtna rekurzia s mierou 101 = x. Podmienky
regularity maja teda tvar

x <101 = 101 = (x + 11) < 101 = x
x < 101 — 101 = fo (x + 11) < 101 = x.

Ako splnit druhi podmienku?



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Splnenie podmienok regularity pre McCarthyho 91 funkciu
Uvazujme funkciu f definovanou rekurzivnou rovnostou

f(x) =if x < 101 then [f]«[f]x(x + 11) else x = 10. (1)
Tu [f]x(y) je zidZenie f na vstupy y také, ze 101 ~ y < 101 - x:
[flx(y) =if 101 = y < 101 = x then f(y) else 0. (2)

Kazda rekurzivna aplikicia v (1) je strazend kontextom v tvare (2).
Je to korektna definicia.

Funkcia f spina podmienky regularity pévodne] rekurzivne] rovnice:

x <101 — 101 = (x + 11) < 101 = x
x <101 = 101 = f(x 4 11) < 101 = x.

Tato funkcia je tiez jedinym rieSenim pdvodne] rekurzivnej rovnice.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

McCarthyho 91 funkcia
Definicia:

010 01 ak x < 101,
X) =
o x =10 ak x> 101.

Alternativne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie
fgl(X) =if x < 101 then fg; fgl(X + 11) else x = 10.

Je to spdtna rekurzia s mierou 101 = x. Podmienky regularity maju
teda tvar

x <101 — 101 = (x + 11) < 101 = x
x < 101 — 101 = fgy (x + 11) < 101 = x.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Aproximacna funkcia pre McCarthyho 91 funkciu
Specifikacia aproximaénej funkcie

z > 101 = x — f*(z,x) = fo1(x).

Definicia aproximacnej funkcie ma tvar vnorenej jednoduche;j
rekurzie

f(0,x) =0
f(z+1,x) =if x <101 then
f(z,f*(z,x + 11))
else
x = 10.

Primitivna rekurzivnost McCarthyho 91 funkcie plynie z tohoto
vyjadrenia

fo1(x) = (101 -~ x + 1, x).









Syntaktickd forma rekurzie s mierou

Rekurzia s mierou fi[x]
Su to definicie v tvare

f(%) = 7[[flz x]. (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; X] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[f1z(p) = if u[p] < wu[X] then f(p) else 0.

Kazda rekurzivna aplikacia f(g) v (1) je teda strazend podmienkou
pulpl < plx].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na rekurziu s mierou.



Syntaktickd forma rekurzie s mierou

Dékaz

Specifikacia aproximaénej funkcie
z > p[x] = fH(z,X) = f(X).
Definicia aprox. funkcie ma tvar vnorenej jednoduchej rekurzie

£4(0,%) = 0
f (z+1,X) =7[[f]) . z,%].

Term na pravej strane druhej rovnosti vznikol s termu 7[f; ]
nahradenim kazdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[f*]gj(p*) =if u[p] < p[X] then (2, p) else 0.

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

F(X) = £ (ulx] + 1,%).



Regularne rekurzivne definicie s mierou

Regularna rekurzia s mierou p[x]

Si to definicie v tvare
f(x) = 7[f; x], (1)

pre ktoré sa splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity majia tvar:

Crplfi X] = plplfi X)) < plx]

pre kazdd rekurzivnu aplikaciu f(p) funkcie f, ktora je strazena
podmienkou F}(m v terme 7.

Splnenie podmienok regularity sa overuje pre funkciu, ktora je
definovana pridruzenou rovnostou:

F(%) =7[[flz %]

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionalnej rovnice (1).



Regularne rekurzivne definicie s mierou

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie s uzavreté na regularnu rekurziu s
mierou.

Dékaz

Pridruzena rovnost ma tvar syntaktickej formy rekurzie s mierou:
>\ n, =
f(x) = T[[f])?,x}.
Funkcia f definovana tymto vztahom je preto primitivne rekurzivna.

Poznamka
Cislo pu[X] + 1 predstavuje horny odhad na hibku vypoctového
stromu pre vypocet aplikacie f(X) pomocou programu

F(%) = 71F; 5].









Charakterizacny problém

Veta

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktora obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x =~ 1 a je uzavreta na explicitné definicie a reguldrnu
rekurziu s mierou.

Dékaz.

Oznacenie:
» PRIM = trieda primitivne rekurzivnych funkcii.

» REG = najmensia trieda funkcii, ktora obsahuje funkciu
nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu predchodcu x =1 a je
uzavretd na explicitné definicie a regularnu rekurziu s mierou.

Cielom je dokazat rovnost

PRIM = REG.



Charakterizacny problém

Dékaz inklizie PRIM C REG
» S € REG, pretoze S je zakladna funkcia triedy REG.
» Z € REG plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.
» |7 € REG plynie z tohoto vyjadrenia 17(x1,...,xp) = x;.
> Trieda REG je uzavreta na operator kompozicie funkcii:

(X1, Xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...,x,,)).

Je to totiz Specialny pripad explicitnej definicie.

v

Trieda REG je uzavretd na operator primitivnej rekurzie:
£(0,y) = g(¥) f(x+1,5) = h(x,f(x,5),5)-
Je to 3pecialny pripad regularnej rekurzie s mierou u[x, y] = x:

f(x,y) =if x #0 then h(x =1, f(x~= 1,}7),)7) else g(y).



Charakterizacny problém

Veta

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktora obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x =~ 1 a je uzavreta na explicitné definicie a reguldrnu
rekurziu s mierou.

Dékaz.

Oznacenie:
» PRIM = trieda primitivne rekurzivnych funkcii.

» REG = najmensia trieda funkcii, ktora obsahuje funkciu
nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu predchodcu x =1 a je
uzavretd na explicitné definicie a regularnu rekurziu s mierou.

Cielom je dokazat rovnost

PRIM = REG.



Charakterizacny problém

Dékaz inklazie REG C PRIM

» S € PRIM, pretoze S je zdkladna funkcia triedy PRIM.
> Ax.x =1 &€ PRIM plynie z tohoto vyjadrenia

0-1=0 x+1+-1=x.
> Trieda PRIM je uzavretd na explicitné definicie funskcii:
f(x1,...,%n) = T[X1,..., Xn]-

Dékaz tvrdenia na 2. prednaske.

» Trieda PRIM je uzavreta na regularnu rekurziu s mierou:
f(x1,...,%xn) =7[fix1,..., %]

Dokaz tvrdenia na tejto prednaske.















Deklarativne programovanie

Programy deklarativnej paradigmy

Regularne rekurzivne definicie s mierou:

F(%) = 71F; 5].

Zakladné konstrukcie pri tvorbe programov

> Premenné a konstanty.
» Funkéné aplikacie.
» Podmienkové vyrazy.
» Jednoduché podmienkové vyrazy:

D(71,72,73) =if 71 # 0 then 75 else 73.
» Obecné podmienkové vyrazy:

case Y1 = pP1 ... Pm = pPm end.






Deklarativne programovanie

Diskriminacia na konstantach
Rekurzivna definicia Fibonacciho postupnosti:

f, = case
n=0=0
n=1=1
H#O/\n#:l:}fn;l‘i‘fn;g
end.
Program:
f, = case

(n=+0)=1=0

(n=,1)=1=1

(n#,0An#,1)=1=f9+ >
end.

Preklad do definicie s jednoduchymi podmienkovymi vyrazmi:

fo=1if (n=,0)#0 then 0 else if (n=,1) # 0 then 1 else f,-; + f,-».



Deklarativne programovanie

Diskriminacia na konstantach
Rekurzivna definicia Fibonacciho postupnosti:

f, = case
n=0=0
n=1=1
otherwise = f,-1 + f,-9
end.
Program:
f, = case

(n=+0)=1=0

(n=,1)=1=1

(n>.2)=1=froq +fen
end.

Preklad do definicie s jednoduchymi podmienkovymi vyrazmi:

fo=1if (n=,0)#0 then 0 else if (n=,1) # 0 then 1 else f,-; + f,-».



Deklarativne programovanie

Dichotomicka diskriminacia
Explicitna definicia funkcie max(x, y):

max(x, y) = case
X>y =X
xX<y=y

end.

Program:

max(x, y) = case
(x>,y)=1=>x
(x<,y)=1=y

end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

max(x, y) = if (x >, y) # 0 then x else y.



Deklarativne programovanie

Dichotomicka diskriminacia
Explicitna definicia funkcie max(x, y):

max(x, y) = case
X>y =X
XSy=y

end.

Program:

max(x, y) = case
(x>,y)=1=>x
(x<iy)=1=y

end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

max(x, y) = if (x >, y) # 0 then x else y.



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case
p1[X] = p1[X] x1[x] =1 = p1[x]
em[X] = pm(X] Xml[X] =1 = pm[X]
end end.

Podmienka aplnosti a jednoznacnosti (vylu¢nosti):

V@il N (0il8] A gil<] = pilx] = pj[X])
i=1

ij=1
\/ @ilX] A /\ =(ilX] A wj[x]).-
i=1 ij=1

i#j



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case
p1lx] = p1[x] xi[x] =1 = px]
©m[X] = pm[X] XmlX] =1 = pml[X]
end end.

Tu x;[X] je charakteristicky term pre o;[X]:

XilX] =1V Xxi[xX] =0  ¢i[x] < xi[X] = L.

Sémantika:

D(Xl[)?]apl[)?]a"'vD(Xm[)?]vpm[)?]vo) )















Deklarativne programovanie

Monadicka diskriminacia
Rekurzivna definicia umochovania:

xY = case
y=0=1
y=z+1= xx*
end.
Program:
xY = case

(y=+«0)=1=1
(y#.0)=1Ay=-1=z= xx*
end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

x¥ =if (y = 0) # 0 then 1 else x-x*".



Deklarativne programovanie

Monadicka diskriminacia
Rekurzivna definicia umochovania:

xY = case
y=0=1
y=z+1= xx*
end.
Program:
xY = case

(y=«0)=1=1
(y#.,0)=1=letz=y=1in x-x*
end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

x¥ =if y # 0 then x-x""! else 1.



Deklarativne programovanie

Parova diskriminacia
Rekurzivna definicia parovej velkosti prirodzeného &isla:

x|, = case
x=0=0
x=(v,w) = |v[, +|w[, +1
end.
Program:
x|, = case

(x=.0)=1=0
(x#,0)=1=let v =mi(x) A w = m(x) in
vl -+ wly 4 1
end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

x| = if x 0 then |m(x)]. + |ma(x)|. + 1 else 0.






Deklarativne programovanie

Porovnavanie so vzorom ('pattern matching’)
Formula ¢[x; y] splha podmienku jednoznaénosti

m
elANK D = Nyi= 2
i=1

Tu X resp. y si vstlpne resp. vystupné premenné .
Charakteristicky term x[x] pre porovnavanie so vzorom:

x[X]=1vx[x]=0  3yp[x;y] < x[x] =1.
Svedciace termy &[x] pre vystupné premenné:
37 ol 7] ¢ [ al]].
Plati

e[} y] < x[xX] = 1A /\w/[ﬂ = yi.






Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case
©1[X; il = p1[X, 7] xilxX] = LA dGi[X] = yi = m[X, y]

OmlX; Ym] = pmlX; Ym]  Xm[X] = LA Gm[X] = Ym = pm[X, Yin]
end end.

Podmienka aplnosti a jednoznacnosti (vylucnosti):

m m
\ il Al A N\ V5V (il 5 A gl 7] = pil%, 7] = pil%, 5])

i=1 ij=1
m m
V el Al A N\ =Ereils: 7] A 35515 51)-
i=1 ij=1

i#



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case

011X 1] = p1lX, %] xi1[X] = L AG1[X] = i = mX, yi]

‘Pm[)?;ym] :>Pm[)?;)7m] Xml[X] = LA Gm[X] = Yin = pml[X, Yim]
end end.

Xi[X] je charakteristicky term pre porovnavanie so vzorom ¢;[X; yil:
Xilx] =1V xilx] =0 3yjpilxiyi] < xilx] = 1.
Sémantika:

D(Xl[ﬂvpl[)?aﬁl[)z]]w s D(Xm[ﬂ7pm[%awm[)_<]]vo) - )



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case
11X 1] = p1lX, %] xi[X] = L AGi[X] = i = mX, yi]

me[)_{;ym] :>pm[)_(’;)7m] Xm[)?] = lAQm[)?] :ymipm[)?aym]
end end.

Matematickd notacia:

DI (01 [%5 71, pr[%, 7L, - - - s @l Timl, pml%, Fim])-




































Zaver

4. cvicenie
» Vysledky s komentarom najdete v MS Teams.

5. cviCenie
» Zac&ina hned po prednaske.

» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu
tento tyzden.

6. prednaska

» Poza primitivnu rekurziu:

» Ackermann-Péterovej funkcia,
» univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.






Koniec prednasky
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