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Distan£ná výu£ba

Pokyny

◮
Vypnite si kameru a stlmte si mikrofón.

◮
Komunikova´ je moºné po£as 
elého stretnutia.

◮
Ak máte otázku alebo 
h
ete nie£o poveda´, tak zdvihnite

ruku.

◮
Po vyzvaní zapnite si mikrofón.

◮
Po skon£ení ruku zloºte a stlmte si mikrofón.

◮
Prezentá
ia je nahrávaná.

◮
Nahrávku zo stretnutia nájdete v tejto sek
ii.

◮
Slajdy zo stretnutia nájdete pod poloºkou Súbory/Files.



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funk
ie

◮
Základný vývoj primitívne rekurzívny
h funk
ií.

◮
Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizá
ia.

◮
Párova
ia funk
ia a aritmetizá
ia dátový
h ²truktúr.

◮
Vnorená jednodu
há rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, f
(

x , s
2

(x , y , f (x , s
1

(x , y))
)

, y
)

.

◮
Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne

volanie f (~ρ) funk
ie f v terme τ .



Zopakovanie

Cantorova párova
ia funk
ia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·
1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·
2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·
3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·

4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·
5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·
6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
.
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.

.
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.

.

〈x , y〉 =

x+y
∑

i=0

i + 1+ x .



Zopakovanie

Vlastnosti párova
ej funk
ie

Modi�kovaná verzia Cantorovej párova
ej funk
ie má tieto základné

vlastnosti:

〈x
1

, x
2

〉 = 〈y
1

, y
2

〉 → x
1

= y
1

∧ x
2

= y
2

x < 〈x , y 〉 ∧ y < 〈x , y〉

x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉.

Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈

x
1

, 〈x
2

, . . . , xn〉
〉

skrátene 〈x
1

, x
2

, . . . , xn〉.

Projek
ie

Unárne projek
ie π
1

a π
2

sp¨¬ajú tieto identity:

π
1

〈x , y 〉 = x π
2

〈x , y 〉 = y π
1

(0) = 0 = π
2

(0).



Zopakovanie

Aritmetizá
ia karteziánskeho sú£inu

Kódom n-ti
e (x
1

, . . . , xn) ∈ N
n
je £íslo

〈x
1

, . . . , xn〉 ∈ N.

Binárny primitívne rekurzívny predikát Tuple(n, x) platí, ak £íslo x

je kódom nejakej n-ti
e prirodzený
h £ísel:

Tuple(n, x)↔ n = 0 ∧ x = 0 ∨ n = 1 ∨ n ≥ 2 ∧ πn .−2

2

(x) 6= 0.

Zobe
nením projek
ií π
1

, π
2

je ternárna funk
ia [x ]ni taká, ºe

[〈x
1

, . . . , xn〉]
n
i = xi pre 1 ≤ i ≤ n.

Primitívna rekurzívnos´ plynie z tohoto vyjadrenia

[x ]ni = if i 6= n then π
1

πi .−1

2

(x) else πn .−1

2

(x).



Zopakovanie

Aritmetizá
ia kone£ný
h postupností

Kódom kone£nej postupnosti (x
1

, x
2

, . . . , xn) ∈ N
n
je £íslo

〈x
1

, x
2

, . . . , xn, 0〉.

Kódom prázdnej postupnosti ∅ je £íslo 0.

Funk
ia L(x) vypo£íta d¨ºku postupnosti x :

L 〈x
1

, . . . , xn, 0〉 = n.

Binárna operá
ia (x)i vráti (i+1)-vý prvok postupnosti x :

(

〈x
0

, . . . , xi , . . . , xn−1

, 0〉
)

i
= xi pre i < n.

Primitívna rekurzívnos´ plynie z tohoto vyjadrenia

L(x) = µn ≤ x [πn
2

(x) = 0] (x)i = π
1

πi
2

(x).



Zopakovanie

'Course-of-values' rekurzia

Sú to de�ní
ie v tvare

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y) = τ
[

x , f
(

ξ
1

[x , ~y ], ~y
)

, . . . , f
(

ξk [x , ~y ], ~y
)

, ~y
]

,

kde

ξ
1

[x , ~y ] ≤ x ∧ · · · ∧ ξk [x , ~y ] ≤ x .

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na '
ourse-of-values'

rekurziu.



Zopakovanie

D�kaz

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0) = m f (x + 1) = h
(

x , f s(x)
)

.

kde s(x) ≤ x . Ne
h f je funk
ia histórie pre f :

f (x) =
〈

f (x), f (x − 1), . . . , f (2), f (1), f (0), 0
〉

.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (0) = 〈m, 0〉

f (x + 1) =

〈

h
(

x ,
(

f (x)
)

x .−s(x)

)

, f (x)

〉

f (x) =
(

f (x)
)

0

.







Spätná rekurzia

Spätná rekurzia

Sú to de�ní
ie v tvare

f (x , ~y ) =

{

ρ[~y ] ak x ≥ θ[~y ],

τ
[

x , f (x + 1, ~y), ~y
]

ak x < θ[~y ].

Je to ²pe
iálny prípad rekurzie s mierou θ[~y ] .− x .

Podmienka regularity:

x < θ[~y ]→ θ[~y ] .− (x + 1) < θ[~y ] .− x .

Zd�vodnenie: x < θ[~y ]→ x < x + 1 ≤ θ[~y ].

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na spätnú rekurziu.





Spätná rekurzia

D�kaz.

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (x , y) =

{

g(y) ak x ≥ b(y),

h
(

x , f (x + 1, y), y
)

ak x < b(y).

Tvrdíme, ºe existuje p.r. funk
ia f̂ taká, ºe

v + x = b(y)→ f̂ (v , y) = f (x , y).

D�kaz:

f̂ (0, y) = g(y)

f̂ (v + 1, y) = h
(

b(y) .− (v + 1), f̂ (v , y), y
)

.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = f̂
(

b(y) .− x , y
)

.









Rekurzia so substitú
iou v parametri

Príklad

Fibona

iho postupnos´

f
0

= 0 f
1

= 1 fn+2

= fn+1

+ fn.

Efektívna implementá
ia

g(0, a, b) = a

g(n + 1, a, b) = g(n, a + b, a)

f
0

= 0

fn+1

= g(n, 1, 0).

Pomo
ná funk
ia g(n, a, b) je de�novaná rekurziou pod©a n so

substitú
iou v parametri a a b.

Korektnos´ implementá
ie plynie z tejto vlastnosti

g
(

n, fk+1

, fk
)

= fn+1+k .





Rekurzia so substitú
iou v parametri

Rekurzia so substitú
iou v parametri

Sú to de�ní
ie v tvare

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y ) = τ
[

x , f (x , ~σ
1

[x , ~y ]), . . . , f (x , ~σk [x , ~y ]), ~y
]

.

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na rekurziu so

substitú
iou v parametri.

Poznámka

Vetu dokáºeme pre prípad k = 1.





Rekurzia so substitú
iou v parametri

D�kaz vety pre prípad k = 1 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s(x , y)
)

, y
)

.

Ukáºeme, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y), f
(

x , s(x , y)
)

〉

je primitívne rekurzívna.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).





Rekurzia so substitú
iou v parametri

D�kaz vety pre prípad k = 1 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s(x , y)
)

, y
)

.

Ukáºeme, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y), f
(

x , s(x , y)
)

〉

je primitívne rekurzívna.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).





Rekurzia so substitú
iou v parametri

D�kaz vety pre prípad k = 1 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s(x , y)
)

, y
)

.

Ukáºeme, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y), f
(

x , s(x , y)
)

〉

je primitívne rekurzívna.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).



Rekurzia so substitú
iou v parametri

D�kaz vety pre prípad k = 1 a jeden parameter, £as´ druhá

Selektor pre rekurzívne argumenty

xi (x) = x .− i .

Selektor pre parametre

y

0

(x , y) = y yi+1

(x , y) = s
(

xi (x)
.− 1, yi(x , y)

)

.

Funk
ia £iasto£nej histórie (spätná rekurzia)

f (x , y)[i ..) =



















〈

g
(

yx(x , y)
)

, 0
〉

ak i ≥ x ,
〈

h
(

xi (x)
.− 1, π

1

f (x , y)[i + 1 ..), yi(x , y)
)

,

f (x , y)[i + 1 ..)
〉

ak i < x .

Funk
ia histórie

f (x , y) = f (x , y)[0 ..).







Rekurzia so substitú
iou v parametri

Kontrak
ia parametrov

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y
1

, y
2

) = g(y
1

, y
2

)

f (x + 1, y
1

, y
2

) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y
1

, y
2

), s
2

(x , y
1

, y
2

)
)

, y
1

, y
2

)

.

Ukáºeme najprv, ºe binárna funk
ia 〈f 〉(x , 〈y
1

, y
2

〉) = f (x , y
1

, y
2

) je
primitívne rekurzívna:

〈f 〉(0, y) = g
(

[y ]2
1

, [y ]2
2

)

〈f 〉(x + 1, y) =

h
(

x , 〈f 〉
(

x ,
〈

s
1

(

x , [y ]2
1

, [y ]2
2

)

, s
2

(

x , [y ]2
1

, [y ]2
2

)

〉)

, [y ]2
1

, [y ]2
2

)

.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y
1

, y
2

) = 〈f 〉(x , 〈y
1

, y
2

〉).



Rekurzia so substitú
iou v parametri

Analýza prípadov

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) =







h
1

(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, y
)

ak R(x , y),

h
2

(

x , f
(

x , s
2

(x , y)
)

, y
)

ak ¬R(x , y).

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f plynie z tohoto vyjadrenia

h(x , z , y) = if R(x , y) then h
1

(x , z , y) else h
2

(x , z , y)

s(x , y) = if R(x , y) then s
1

(x , y) else s
2

(x , y)

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s(x , y)
)

, y
)

.







Vnorená jednodu
há rekurzia

Vnorená jednodu
há rekurzia

Sú to de�ní
ie v tvare

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y) = τ [f (x , ·); x , ~y ].

Alternatívna formulá
ia (toto je klauzálna forma de�ní
ie):

f (0, ~y ) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y ) = θ[x , ~z , ~y ]←
k
∧

i=1

f (x , ~σi [x , ~y , z1, . . . , zi−1

]) = zi .

Veta

Primitívne rekurzívne funk
ie sú uzavreté na vnorenú jednodu
hú

rekurziu.





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s
1

(x , y)), f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

, y
)

.

Ukáºeme najprv, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0, 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y),f (x , s
1

(x , y)),

f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

〉

.

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s
1

(x , y)), f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

, y
)

.

Ukáºeme najprv, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0, 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y),f (x , s
1

(x , y)),

f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

〉

.

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s
1

(x , y)), f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

, y
)

.

Ukáºeme najprv, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0, 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y),f (x , s
1

(x , y)),

f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

〉

.

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s
1

(x , y)), f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

, y
)

.

Ukáºeme najprv, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0, 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y),f (x , s
1

(x , y)),

f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

〉

.

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ prvá

Uvaºujme de�ní
iu v tvare

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s
1

(x , y)), f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

, y
)

.

Ukáºeme najprv, ºe funk
ia histórie f :

f (0, y) =
〈

f (0, y), 0, 0
〉

f (x + 1, y) =
〈

f (x + 1, y),f (x , s
1

(x , y)),

f
(

x , s
2

(

x , y , f (x , s
1

(x , y))
))

〉

.

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Primitívna rekurzívnos´ funk
ie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x , y) = π
1

f (x , y).



Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ druhá

Príklad výpo£tového stromu pre apliká
iu v tvare f (2, ·):

f (x
6

, y
6

)

f (x
2

, y
2

)

f (x
0

, y
0

) f (x
1

, y
1

)

f (x
5

, y
5

)

f (x
3

, y
3

) f (x
4

, y
4

)

Postupnos´ histórie pre apliká
iu f (x , y)

f (x
0

, y
0

), f (x
1

, y
1

), f (x
2

, y
2

), . . . , f (xj , yj), . . . , f (xi , yi ), . . .

odpovedá spätnému pre
hodu výpo£tového stromu f (x , y).



Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ tretia

Funk
ia U(x , y , t, i) modi�kuje £iasto£ný výpo£tový strom t pre

apliká
iu f (x , y) v pozí
ií i hodnotou f (xi , yi ):

U(0, y , t, i) =
〈

g(y), 0, 0
〉

U(x+1, y , t, i) =











































































〈

z ,U
(

x , s
1

(x , y), l , i
)

, r
〉

ak i < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

z , l ,U
(

x , s
2

(x , y , π
1

(l)), r , j
)

〉

ak i = 2

x+1

.−1+j

pre j < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

h
(

x , π
1

(l), π
1

(r), y
)

, l , r
〉

ak i = 2

x+2

.−2 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;

0 iná£.

Je to rekurzia so substitú
iou v parametri, funk
ia je preto

primitívne rekurzívna.





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ tretia

Funk
ia U(x , y , t, i) modi�kuje £iasto£ný výpo£tový strom t pre

apliká
iu f (x , y) v pozí
ií i hodnotou f (xi , yi ):

U(0, y , t, i) =
〈

g(y), 0, 0
〉

U(x+1, y , t, i) =











































































〈

z ,U
(

x , s
1

(x , y), l , i
)

, r
〉

ak i < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

z , l ,U
(

x , s
2

(x , y , π
1

(l)), r , j
)

〉

ak i = 2

x+1

.−1+j

pre j < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

h
(

x , π
1

(l), π
1

(r), y
)

, l , r
〉

ak i = 2

x+2

.−2 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;

0 iná£.

Je to rekurzia so substitú
iou v parametri, funk
ia je preto

primitívne rekurzívna.





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ tretia

Funk
ia U(x , y , t, i) modi�kuje £iasto£ný výpo£tový strom t pre

apliká
iu f (x , y) v pozí
ií i hodnotou f (xi , yi ):

U(0, y , t, i) =
〈

g(y), 0, 0
〉

U(x+1, y , t, i) =











































































〈

z ,U
(

x , s
1

(x , y), l , i
)

, r
〉

ak i < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

z , l ,U
(

x , s
2

(x , y , π
1

(l)), r , j
)

〉

ak i = 2

x+1

.−1+j

pre j < 2

x+1

.−1 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;
〈

h
(

x , π
1

(l), π
1

(r), y
)

, l , r
〉

ak i = 2

x+2

.−2 a

t = 〈z , l , r〉 pre ne-

jaké z , l , r ;

0 iná£.

Je to rekurzia so substitú
iou v parametri, funk
ia je preto

primitívne rekurzívna.





Vnorená jednodu
há rekurzia

D�kaz vety pre prípad k = 2 a jeden parameter, £as´ ²tvrtá

Funk
ia Mi(x , y , t) modi�kuje £iasto£ný výpo£tový strom t pre

apliká
iu f (x , y) v kaºdej pozí
ií j < i hodnotou f (xj , yj):

M

0

(x , y , t) = t

Mi+1

(x , y , t) = U

(

x , y ,Mi (x , y , t), i
)

.

Funk
ia Mkpbt(n) vytvorí perfektný binárny strom h¨bky n:

Mkpbt(0) = 0

Mkpbt(n + 1) =
〈

0,Mkpbt(n),Mkpbt(n)
〉

.

Funk
ia f (x,y) vytvorí úplný výpo£tový strom pre apliká
iu f (x , y):

f (x , y) = M

2

x+1 .
−1

(

x , y ,Mkpbt(x + 1)
)

.

V²etky funk
ie sú primitívne rekurzívne.









Záver

3. 
vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete v MS Teams.

4. 
vi£enie

◮
Za£ína hne¤ po predná²ke.

◮
Úlohy odovzda´ do MOODLE najnesk�r do 18:00 v sobotu

tento týºde¬.

5. predná²ka

◮
Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou.

◮
Návrh programova
ieho jazyka deklaratívnej paradigmy.





Konie
 predná²ky
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