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Distancna vyucba

Pokyny

>
>
>

vVvyYVvyyvyy

Vypnite si kameru a stimte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celého stretnutia.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonceni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku zo stretnutia najdete v tejto sekcii.

Slajdy zo stretnutia najdete pod polozkou Subory/Files.



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

>
>
>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢ena minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych Struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

f(0,y) = &(y)
fix+1,y)= h(x, f(x, s (X,y)), f(x, s2(x,y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(X) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)
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Zopakovanie

Vlastnosti parovacej funkcie

Modifikovana verzia Cantorovej parovacej funkcie ma tieto zakladné

vlastnosti:
(x1,%) = (y1,)2) > xa =y1 Axa = y2
x < (X, y) Ny <(xy)
x=0V3dydzx = (y, z).
Pre n > 3 zapisujeme <x1, (x2,... ,x,,>> skratene (x1,x2,...,Xp).
Projekcie

Unarne projekcie 7, a 7 spliiaji tieto identity:

m{,y)=x  mixy)=y  m(0)=0=m(0).



Zopakovanie

Aritmetizacia kartezianskeho sacinu
Kédom n-tice (xi, ..., X,) € N” je Cislo

(x1,...,%n) € N.

Binarny primitivne rekurzivny predikat Tuple(n, x) plati, ak Eislo x
je kédom nejakej n-tice prirodzenych Cisel:

Tuple(n,x) <+ n=0Ax=0Vn=1Vn>2A752(x)#0.
Zobecnenim projekcii 71, je ternarna funkcia [x]7 taka, ze
[(X1,...,xn)]7 =X prel </ <n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

[XH7 = if i # n then 7T17T£;1(X) else Wg;l(x)-



Zopakovanie

Aritmetizacia konecnych postupnosti

Kédom konecnej postupnosti (x1,x2,...,X,) € N” je Cislo
(X1, X2, ..., Xn,0).

Kédom prazdnej postupnosti ) je Cislo 0.
Funkcia L(x) vypocita dlzku postupnosti x:

L{(x1,...,xn,0) = n.
Binarna operacia (x); vrati (i+1)-vy prvok postupnosti x:
((xo,...,x,-,...,x,,_l,0>)l.:x,- pre i < n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

L(x) = un < x[m3(x) = 0] (x); = m m5(x).



Zopakovanie

"Course-of-values’ rekurzia
Si to definicie v tvare

£(0,5) = oly]
fx +1,5) =7[x, f(&lx,7.7), ... f(&x. 71.9). 7],

kde
alx, 7] < x A Ax, 7] < x.
Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na 'course-of-values’
rekurziu.



Zopakovanie

Dékaz

Uvazujme definiciu v tvare
f(0)=m f(x 4+ 1) = h(x, fs(x)).
kde s(x) < x. Nech f je funkcia histérie pre f:
f(x) = {f(x),f(x—1),...,f(2),f(1),£(0),0).

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia









Spatna rekurzia

Spatna rekurzia
Si to definicie v tvare

. 7) = {p[f] ak x 2 0171,

T[x, f(x+ 1,)7),)7] ak x < 6[y].

Je to 3pecialny pripad rekurzie s mierou 0[y] = x.
Podmienka regularity:

x < 0[y] = 0ly] - (x+1) < 0[y] - x.
Zddvodnenie: x < 0[y] — x < x+1 < 0[y].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na spatni rekurziu.






Spatna rekurzia

Dékaz.

Uvazujme definiciu v tvare

_Jely) ak x > b(y),
fley) = {h(x, f(x+1,y),y) akx < b(y).

Turdime, Ze existuje p.r. funkcia f taka, ze
vx=bly) = f(v.y) = f(x.y).

Dékaz:
f(0,y) = &(v)
flv+1,y)= h(b(y) = (v + 1), f(v,y),y).

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) = f(b(y) = x,y).












Rekurzia so substitiiciou v parametri

Priklad

Fibonacciho postupnost
fOZO flz]- fn+2: n+1+fn'

Efektivna implementacia

g(0,a,b) =a
g(n+1,ab)=g(na+b,a)
fo=0

for1 = g(n,1,0).

Pomocna funkcia g(n, a, b) je definovana rekurziou podla n so
substiticiou v parametri a a b.
Korektnost implementacie plynie z tejto vlastnosti

g(”a fit1s fk) = Tn4-14k-






Rekurzia so substitiiciou v parametri

Rekurzia so substitciou v parametri
Si to definicie v tvare

£(0,7) = ply]
f(x+1,y) = T[x, f(x,a1[x,¥]), .-, f(x, Ek[x,)?']),)?’].

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na rekurziu so
substiticiou v parametri.

Poznamka
Vetu dokazeme pre pripad k = 1.






Rekurzia so substitiiciou v parametri

Doékaz vety pre pripad kK = 1 a jeden parameter, Cast prva

Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
fix+1,y)= h(x7 f(x75(x,y)),y)-
Ukazeme, ze funkcia histérie f:

(0,y) = (f(0,y),0)
fix+1,y)= < (x+1,y), f(x, s(X7)/))>

je primitivne rekurzivna.
Primitivna rekurzivnost funkcie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(X7y) = 7T1?(X,y)-






Rekurzia so substitiiciou v parametri

Doékaz vety pre pripad kK = 1 a jeden parameter, Cast prva

Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
fix+1,y)= h(x7 f(x75(x,y)),y)-
Ukazeme, ze funkcia histérie f:

(0,y) = (f(0,y),0)
fix+1,y)= < (x+1,y), f(x, s(X7)/))>

je primitivne rekurzivna.
Primitivna rekurzivnost funkcie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(X7y) = 7T1?(X,y)-






Rekurzia so substitiiciou v parametri

Doékaz vety pre pripad kK = 1 a jeden parameter, Cast prva

Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
fix+1,y)= h(x7 f(x75(x,y)),y)-
Ukazeme, ze funkcia histérie f:

(0,y) = (f(0,y),0)
fix+1,y)= < (x+1,y), f(x, s(X7)/))>

je primitivne rekurzivna.
Primitivna rekurzivnost funkcie f potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(X7y) = 7T1?(X,y)-



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Doékaz vety pre pripad kK = 1 a jeden parameter, Cast druha
Selektor pre rekurzivne argumenty

xi(x) = x = i.
Selektor pre parametre
yo(x,y) =y yir1(x,y) = s(xi(x) = L,yi(x, y)).

Funkcia Ciastocnej histérie (spatna rekurzia)

g(yx(x,¥)), > ak i > x,
fx,y)[i.) h{x;i(x)=1,m (X,y)[i—i—1..),y,-(x,y))7
?(x,y)[l—i—l )> ak i < x.

Funkcia histérie

f(x,y) = f(x,y)[0..).









Rekurzia so substitiiciou v parametri

Kontrakcia parametrov
Uvazujme definiciu v tvare

f(ovylvyZ) :g(}/l,)@)
f(X+ 17}/17}/2) = h<X) f(X,Sl(X,YL}Q)a52(X7}/1,Y2)),Y1,Y2)-

Ukazeme najprv, ze binarna funkcia (f)(x, (y1,y2)) = f(x, y1,y2) je
primitivne rekurzivna:

)0,y) = g(lvli, 13)
(f>(X +1,y)=

. ) (x (s 00 L IBB) s R L OB) ) ) VIR B3

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(X7y17y2) = <f>(X7 <}/1,}/2>)'



Rekurzia so substitiiciou v parametri

Analyza pripadov

Uvazujme definiciu v tvare

£(0,y) = &(y)
_m(xf(xsixy).y) ak R(x.y),
ferty) = {h2§x,f(x,52(x,y)),y; ak =R(x,y).

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

h(x,z,y) =if R(x,y) then hi(x,z,y) else ha(x,z,y)
s(x,y) =if R(x,y) then si(x, y) else sy(x, y)
f(0,y) = &(v)

fix+1ly)= h(x,f(x,s(x,y)),y).









Vnorena jednoducha rekurzia

Vnorena jednoducha rekurzia
Si to definicie v tvare

f(0,¥) = ply]
f(x+1,¥) =7[f(x,"); x,¥].

Alternativna formulacia (toto je klauzdlna forma definicie):

£(0,5) = ply]
k
f(x+1,y)=0[x,2,y] < /\ f(x,di[x,¥,z1,...,zi-1]) = z.
i=1

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na vnoreni jednoduchi
rekurziu.






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast prva
Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
f(X + 1,}/) = h<X7 f(X’Sl(X’y))v f(Xa 52(X’Y) f(Xa Sl(Xv}/))))’y)'
Ukazeme najprv, ze funkcia histérie f:
£(0,y) = (£(0,y),0,0)
Flx+Ly) = (F(x + 1,y) Flxs1(x ),

f(x, S (X,y, f(x, s (X,y))))>

je primitivne rekurzivna funkcia.
Primitivna rekurzivnost funkcie ¥ potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) = m f(x,y).






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast prva
Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
f(X + 1,}/) = h<X7 f(X’Sl(X’y))v f(Xa 52(X’Y) f(Xa Sl(Xv}/))))’y)'
Ukazeme najprv, ze funkcia histérie f:
£(0,y) = (£(0,y),0,0)
Flx+Ly) = (F(x + 1,y) Flxs1(x ),

f(x, S (X,y, f(x, s (X,y))))>

je primitivne rekurzivna funkcia.
Primitivna rekurzivnost funkcie ¥ potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) = m f(x,y).






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast prva
Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
f(X + 1,}/) = h<X7 f(X’Sl(X’y))v f(Xa 52(X’Y) f(Xa Sl(Xv}/))))’y)'
Ukazeme najprv, ze funkcia histérie f:
£(0,y) = (£(0,y),0,0)
Flx+Ly) = (F(x + 1,y) Flxs1(x ),

f(x, S (X,y, f(x, s (X,y))))>

je primitivne rekurzivna funkcia.
Primitivna rekurzivnost funkcie ¥ potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) = m f(x,y).






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast prva
Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
f(X + 1,}/) = h<X7 f(X’Sl(X’y))v f(Xa 52(X’Y) f(Xa Sl(Xv}/))))’y)'
Ukazeme najprv, ze funkcia histérie f:
£(0,y) = (£(0,y),0,0)
Flx+Ly) = (F(x + 1,y) Flxs1(x ),

f(x, S (X,y, f(x, s (X,y))))>

je primitivne rekurzivna funkcia.
Primitivna rekurzivnost funkcie ¥ potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) = m f(x,y).






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast prva
Uvazujme definiciu v tvare

f(0,y) = g(y)
f(X + 1,}/) = h<X7 f(X’Sl(X’y))v f(Xa 52(X’Y) f(Xa Sl(Xv}/))))’y)'
Ukazeme najprv, ze funkcia histérie f:
£(0,y) = (£(0,y),0,0)
Flx+Ly) = (F(x + 1,y) Flxs1(x ),

f(x, S (X,y, f(x, s (X,y))))>

je primitivne rekurzivna funkcia.
Primitivna rekurzivnost funkcie ¥ potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x,y) = m f(x,y).



Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad kK = 2 a jeden parameter, Cast druha

Priklad vypoctového stromu pre aplikaciu v tvare (2, -):

f xe,ya)\
F(xa, y2) oo >f (x5, ¥5
f(X07y0) """" >f(X17y1) f(X37y3) ....... ’f(X47)/4)

Postupnost histérie pre aplikaciu f(x, y)
f(XO)yO)a f(Xl,Yl), f(X2,}/2), sy f(X_[vy_[)v cey f(Xi)yi)v s

odpovedé spitnému prechodu vypoctového stromu f(x, y).



Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast tretia
Funkcia U(x,y, t, i) modifikuje Ciastocny vypoctovy strom t pre
aplikaciu f(x, y) v pozicii i hodnotou f(x;, y;):

U, y,t,i) = (g(y),0,0)

<z,U(X,51(X,y),/, i),r> ak i < 2*t1-1 a3
t = (z,/,r) pre ne-
jaké z, I, r;

(21, salxym(D).rd)) ok @ = 2114
pre j < 2t1-1 3

U(x+1,y,t,i) = t = {(z,1,r) pre ne-
jaké z, I, r;
<h(x,7r1(/),7r1(r),y),/, r> ak i = 2¥t2:2 3
t = {(z,1,r) pre ne-
jaké z, I, r;
0 inac.

Je to rekurzia so substiticiou v parametri, funkcia je preto
primitivne rekurzivna.






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast tretia
Funkcia U(x,y, t, i) modifikuje Ciastocny vypoctovy strom t pre
aplikaciu f(x, y) v pozicii i hodnotou f(x;, y;):

U, y,t,i) = (g(y),0,0)

<z,U(X,51(X,y),/, i),r> ak i < 2*t1-1 a3
t = (z,/,r) pre ne-
jaké z, I, r;

(21, salxym(D).rd)) ok @ = 2114
pre j < 2t1-1 3

U(x+1,y,t,i) = t = {(z,1,r) pre ne-
jaké z, I, r;
<h(x,7r1(/),7r1(r),y),/, r> ak i = 2¥t2:2 3
t = {(z,1,r) pre ne-
jaké z, I, r;
0 inac.

Je to rekurzia so substiticiou v parametri, funkcia je preto
primitivne rekurzivna.






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast tretia
Funkcia U(x,y, t, i) modifikuje Ciastocny vypoctovy strom t pre
aplikaciu f(x, y) v pozicii i hodnotou f(x;, y;):

U, y,t,i) = (g(y),0,0)

<z,U(X,51(X,y),/, i),r> ak i < 2*t1-1 a3
t = (z,/,r) pre ne-
jaké z, I, r;

(21, salxym(D).rd)) ok @ = 2114
pre j < 2t1-1 3

U(x+1,y,t,i) = t = {(z,1,r) pre ne-
jaké z, I, r;
<h(x,7r1(/),7r1(r),y),/, r> ak i = 2¥t2:2 3
t = {(z,1,r) pre ne-
jaké z, I, r;
0 inac.

Je to rekurzia so substiticiou v parametri, funkcia je preto
primitivne rekurzivna.






Vnorena jednoducha rekurzia

Doékaz vety pre pripad k = 2 a jeden parameter, Cast Stvrta
Funkcia M;(x, y, t) modifikuje Ciasto€ny vypoctovy strom t pre
aplikaciu f(x, y) v kazdej pozicii j < i hodnotou f(x;, y;):

Mo(x,y,t) =t
Miti(x,y,t) = U(X,y, Mi(x,y,t), i).

Funkcia Mkpbt(n) vytvori perfektny binarny strom hlbky n:

Mkpbt(0 ) 0
Mkpbt(n + 1) = (0, Mkpbt(n), Mkpbt(n)).

Funkcia f(x,y) vytvori Gplny vypoctovy strom pre aplikaciu f(x, y):
f(x,y) = Myci1-1(x, y, Mkpbt(x + 1)).

Vsetky funkcie si primitivne rekurzivne.












Zaver

3. cvicenie
» Vysledky s komentarom najdete v MS Teams.

4. cviCenie
» Zacina hned po prednaske.

» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu
tento tyzden.

5. prednaska

» Reguléarne rekurzivne definicie s mierou.

» Navrh programovacieho jazyka deklarativnej paradigmy.






Koniec prednasky
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