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Distan£ná výu£ba

Pokyny

I Vypnite si kameru a stlmte si mikrofón.
I Komunikova´ je moºné po£as celého stretnutia.
I Ak máte otázku alebo chcete nie£o poveda´, tak zdvihnite

ruku.
I Po vyzvaní zapnite si mikrofón.
I Po skon£ení ruku zloºte a stlmte si mikrofón.
I Prezentácia je nahrávaná.
I Nahrávku zo stretnutia nájdete v tejto sekcii.
I Slajdy zo stretnutia nájdete pod poloºkou Súbory/Files.



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkcie
I Základný vývoj primitívne rekurzívnych funkcií.
I Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizácia.
I Párovacia funkcia a aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Vnorená jednoduchá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(
x , f
(
x , s1(x , y)

)
, f
(
x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))

)
, y
)
.

I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne
volanie f (~ρ) funkcie f v terme τ .



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkcie
I Základné funkcie:

I kon²tantná funkcia Z(x) = 0,
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I identity (projekcie):

Ini (x1, . . . , xn) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

I Kompozícia (skladanie) funkcií:

f (x1, . . . , xn) = h
(
g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)

)
.

I Primitívna rekurzia:

f (0, y1, . . . , yn) = g(y1, . . . , yn)

f
(
S(x), y1, . . . , yn

)
= h

(
x , f (x , y1, . . . , yn), y1, . . . , yn

)
.



Zopakovanie

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na operátor kompozície

funkcií a primitívnej rekurzie.

De�nícia
Trieda funkcií je primitívne rekurzívne uzavretá, ak obsahuje
základné primitívne rekurzívne funkcie a je uzavretá na operátor
kompozície funkcií a primitívnej rekurzie.

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú najmen²ia primitívne rekurzívne

uzavretá trieda funkcií:⋂
{F | F je p. r. uzavretá trieda funkcií}.



Zopakovanie

Explicitné de�nície
Sú to de�nície v tvare

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn].

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na explicitné de�nície.

Primitívne rekurzívne de�nície
Sú to de�nície v tvare

f (~y , 0, ~z) = ρ[~y , ~z ]

f (~y , x + 1, ~z) = τ [~y , x , f (~y , x , ~z), ~z ].

Veta
Prim. rek. funkcie sú uzavreté na primitívne rekurzívne de�nície.



Zopakovanie

Explicitné de�nície predikátov
Sú to de�nície v tvare

P(x1, . . . , xn)↔ ϕ[x1, . . . , xn].

Veta
Primitívne rekurzívne predikáty sú uzavreté na explicitné de�nície

predikátov s ohrani£enými formulami.

Ohrani£ená minimalizácia
Sú to de�nície funkcií v tvare (ϕ je ohrani£ená formula)

f (~x) = µy ≤ τ [~x ]
[
ϕ[~x , y ]

]
.

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na de�nície funkcií

ohrani£enou minimalizáciou.



Zopakovanie

Príklady primitívne rekurzívnych funkcií a predikátov

I S£ítanie x + y .
I Násobenie x ·y .
I Umoc¬ovanie xy .
I Suma£ná funkcia

n∑
i=0

i = 0 + 1 + 2 + · · ·+ n.

I Modi�kované od£ítanie

x .− y =

{
x − y ak x ≥ y ,

0 ak x ≤ y .



Zopakovanie

I Ternárna diskrimina£ná funkcia

D(x , y , z) = v ↔ x 6= 0 ∧ v = y ∨ x = 0 ∧ v = z .

Nota£ná konvencia

D(τ1, τ2, τ3) ≡ if τ1 6= 0 then τ2 else τ3
D
(
P∗(~τ1), τ2, τ3

)
≡ if P(~τ1) then τ2 else τ3.

I Rovnosti a nerovnosti

x = y x 6= y x ≤ y x < y x ≥ y x > y .

I Neúplný podiel

x ÷ y = q ↔ y = 0 ∧ q = 0 ∨ y 6= 0 ∧ ∃r(x = q·y + r ∧ r < y).



Párovacia funkcia

Cantorova párovacia funkcia

J(x , y) 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
0 0 1 3 6 10 15 21 · · ·
1 2 4 7 11 16 22 29 · · ·
2 5 8 12 17 23 30 38 · · ·
3 9 13 18 24 31 39 48 · · ·
4 14 19 25 32 40 49 59 · · ·
5 20 26 33 41 50 60 71 · · ·
6 27 34 42 51 61 72 84 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

J(x , y) =

x+y∑
i=0

i + x .





Párovacia funkcia

Cantorova párovacia funkcia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·
1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·
2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·
3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·
4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·
5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·
6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

〈x , y〉 =

x+y∑
i=0

i + x + 1



Párovacia funkcia

Vlastnosti párovacej funkcie
Modi�kovaná verzia Cantorovej párovacej funkcie má tieto základné
vlastnosti:

〈x1, x2〉 = 〈y1, y2〉 → x1 = y1 ∧ x2 = y2

x < 〈x , y〉 ∧ y < 〈x , y〉
x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉.

Dôsledok:

0 6= 〈x , y〉.

�íslo 0 je jediný atom.



Párovacia funkcia

Cantorova párovacia funkcia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·
1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·
2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·
3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·
4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·
5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·
6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

〈x , y〉 =

x+y∑
i=0

i + x + 1



Párovacia funkcia

Projekcie
Unárne projekcie π1 a π2 sp¨¬ajú tieto identity:

π1〈x , y〉 = x

π2〈x , y〉 = y

π1(0) = 0 = π2(0).

Primitívna rekurzívnos´ oboch funkcií plynie z tohoto vyjadrenia

π1(x) = µy < x [∃z < x x = 〈y , z〉]
π2(x) = µz < x [∃y < x x = 〈y , z〉].



Párovacia funkcia

Príklad
Fibonacciho postupnos´ je p.r. funkcia:

f0 = 0 f1 = 1 fn+2 = fn+1 + fn.

Uvaºujme totiº funkciu

g(n) = 〈fn, fn+1〉.

Platí teda

fn = π1 g(n).



Párovacia funkcia

Primitívna rekurzívnos´ funkcie g (a tým aj fn) plynie z

g(0) = 〈f0, f1〉 = 〈0, 1〉

g(n + 1) = 〈fn+1, fn+2〉 =
〈
π2 g(n), fn+1 + fn

〉
=
〈
π2 g(n), π2 g(n) + π1 g(n)

〉
.



Párovacia funkcia

Cantorova párovacia funkcia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·
1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·
2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·
3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·
4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·
5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·
6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

〈x , y〉 =

x+y∑
i=0

i + x + 1



Párovacia funkcia
Párová reprezentácia prirodzených £ísel

0r 1 = 〈0, 0〉r
�� @@

2 = 〈0, 1〉r
�� @@r
�� @@

3 = 〈1, 0〉r
�� @@r

�� @@

4 = 〈0, 2〉r
�� @@r
�� @@r
�� @@

5 = 〈1, 1〉r
�� @@r

�� @@
r

��@@

6 = 〈2, 0〉r
�� @@r

�� @@r
�� @@

7 = 〈0, 3〉r
�� @@r
�� @@r

�� @@

8 = 〈1, 2〉r
�� @@r

�� @@
r
��@@r
�� @@

9 = 〈2, 1〉r
�� @@r

�� @@r
�� @@

r
��@@

10 = 〈3, 0〉r
�� @@r

�� @@r
�� @@

11 = 〈0, 4〉r
�� @@r
�� @@r
�� @@r
�� @@

12 = 〈1, 3〉r
�� @@r

�� @@
r
�� @@r

�� @@

13 = 〈2, 2〉r
�� @@r

�� @@r
�� @@

r
��@@r
��@@

14 = 〈3, 1〉r
�� @@r

�� @@r
��@@

r
��@@

15 = 〈4, 0〉r
�� @@r

�� @@r
�� @@r
�� @@



Aritmetizácia karteziánskeho sú£inu

Aritmetizácia
Kódom n-tice (x1, . . . , xn) ∈ Nn je £íslo

p(x1, . . . , xn)qn ∈ N,

ktoré je de�nované induktívne takto:

p∅q0 = 0

pxq1 = x

p(x1, x2, . . . , xn)qn =
〈
x1, p(x2, . . . , xn)qn−1

〉
ak n ≥ 2.

Príklad
Kódovanie dvojíc a trojíc sa prekrýva:

p(0, 1)q2 = 〈0, 1〉 = 2

p(0, 0, 0)q3 =
〈
0, p(0, 0)q2

〉
=
〈
0, 〈0, 0〉

〉
= 〈0, 1〉 = 2.





Aritmetizácia karteziánskeho sú£inu

Notácia
Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈
x1, 〈x2, . . . , xn〉

〉
skrátene 〈x1, x2, . . . , xn〉:

p(x1, . . . , xn)qn = 〈x1, . . . , xn〉.

Vlastnos´ by´ kódom n-tice prirodzených £ísel
Binárny primitívne rekurzívny predikát Tuple(n, x) platí, ak £íslo x
je kódom nejakej n-tice prirodzených £ísel:

Tuple(n, x)↔ n = 0 ∧ x = 0 ∨ n = 1 ∨ n ≥ 2 ∧ πn
.−2

2 (x) 6= 0.

Zdôvodnenie pre n ≥ 2:

∃x1 . . . ∃xn x = 〈x1, . . . , xn〉 ↔ πn−2

2
(x) 6= 0.





Aritmetizácia karteziánskeho sú£inu

Projekcia
Zobecnením projekcií π1 a π2 je ternárna funkcia [x ]ni taká, ºe

[〈x1, . . . , xn〉]ni = xi pre 1 ≤ i ≤ n.

Primitívna rekurzívnos´ plynie z tohoto vyjadrenia

[x ]ni =


π1 π

i .−1

2
(x) ak 1 ≤ i < n,

πn
.−1

2
(x) ak i = n,

. . . iná£.

Zdôvodnenie pre n ≥ 2:

x = 〈x1, . . . , xn〉 →
n−1∧
i=1

xi = π1 π
i−1

2
(x) ∧ xn = πn−1

2
(x).





Aritmetizácia kone£ných postupností

Aritmetizácia
Kódom kone£nej postupnosti (x1, x2, . . . , xn) ∈ Nn je £íslo

〈x1, x2, . . . , xn, 0〉.

Kódom prázdnej postupnosti je £íslo 0.

〈x , 0〉 〈x , y , 0〉 〈x , y , z , 0〉 〈x1, x2, . . . , xn, 0〉

r
�� @@

x 0

r
�� @@r
�� @@x

y 0

r
�� @@r
�� @@r
�� @@

x
y

z 0

r
�� @@r
�� @@ p p p r

�� @@

x1
x2

xn 0

Kaºdé prirodzené £íslo je kódom nejakej kone£nej postupnosti.





Aritmetizácia kone£ných postupností

D¨ºka postupnosti
Funkcia L(x) vypo£íta d¨ºku postupnosti x :

L 〈x1, . . . , xn, 0〉 = n.

Primitívna rekurzívnos´ plynie z tohoto vyjadrenia

L(x) = µn ≤ x [πn2(x) = 0].

Indexovacia funkcia
Binárna operácia (x)i vráti (i+1)-vý prvok postupnosti x :(

〈x0, . . . , xi , . . . , xn−1, 0〉
)
i

= xi pre i < n.

Primitívna rekurzívnos´ plynie z tohoto vyjadrenia

(x)i = π1 π
i
2(x).





'Course-of-values' rekurzia

Príklad
Fibonacciho postupnos´

f0 = 0

f1 = 1

fn+2 = fn+1 + fn.

Alternatívna de�nícia

f0 = 0

fn+1 = D
(
n, fn + fn .−1, 1

)
.

Podmienky regularity

n < n + 1 ∧ n .− 1 < n + 1.





'Course-of-values' rekurzia

Príklad
D¨ºka zápisu £ísla v binárnej reprezentácií

|0|b = 0

|2x |b = |x |b + 1 ak x 6= 0

|2x + 1|b = |x |b + 1.

Alternatívna de�nícia

|0|b = 0

|x + 1|b = |(x + 1)÷ 2|b + 1.

Podmienka regularity

(x + 1)÷ 2 < x + 1.





'Course-of-values' rekurzia

'Course-of-values' rekurzia
Sú to de�nície v tvare

f (0, ~y) = ρ[~y ]

f (x + 1, ~y) = τ
[
x , f
(
ξ1[x , ~y ], ~y

)
, . . . , f

(
ξk [x , ~y ], ~y

)
, ~y
]
,

kde

ξ1[x , ~y ] ≤ x ∧ · · · ∧ ξk [x , ~y ] ≤ x .

Podmienky regularity:

ξ1[x , ~y ] < x + 1 ∧ · · · ∧ ξk [x , ~y ] < x + 1.

Veta
Primitívne rekurzívne funkcie sú uzavreté na 'course-of-values'

rekurziu.





'Course-of-values' rekurzia

Dôkaz vety
Uvaºujme de�níciu v tvare

f (0) = m

f (x + 1) = h
(
x , f s(x)

)
,

kde s(x) ≤ x .
Tvrdíme, ºe funkcia histórie f pre f :

f (x) =
〈
f (x), f (x − 1), . . . , f (2), f (1), f (0), 0

〉
L f (x) = x + 1 ∧ ∀z ≤ x f (z) =

(
f (x)

)
x .−z

je primitívne rekurzívna funkcia. Primitívna rekurzívnos´ funkcie f
potom plynie z tohoto vyjadrenia

f (x) =
(
f (x)

)
0
.



'Course-of-values' rekurzia

Primitívna rekurzívnos´ funkcie histórie
Potrebujeme, aby platilo

f (0) =
〈
f (0), 0

〉
= 〈m, 0〉

f (x + 1) =
〈
f (x + 1), f (x)

〉
=
〈
h
(
x , f s(x)

)
, f (x)

〉
=

〈
h
(
x ,
(
f (x)

)
x .−s(x)

)
, f (x)

〉
.

Funkcia histórie je primitívne rekurzívna z tohoto vyjadrenia

f (0) = 〈m, 0〉

f (x + 1) =

〈
h
(
x ,
(
f (x)

)
x .−s(x)

)
, f (x)

〉
.



Záver

2. cvi£enie
I Výsledky s komentárom nájdete v MS Teams.

3. cvi£enie
I Za£ína hne¤ po predná²ke.
I Úlohy odovzda´ do MOODLE najneskôr do 18:00 v sobotu

tento týºde¬.

4. predná²ka

I Spätná rekurzia.
I Rekurzia so substitúciou v parametri.
I Vnorená jednoduchá rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(
x , f
(
x , s1(x , y)

)
, f
(
x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))

)
, y
)
.





Koniec predná²ky
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