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Distan¢na vyucba

Pokyny

>
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vVvyYyyvyy

Vypnite si kameru a stimte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celého stretnutia.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonéeni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku zo stretnutia najdete v tejto sekcii.

Slajdy zo stretnutia najdete pod polozkou Sabory/Files.



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie
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Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢end minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) = &(y)
f(x+1,y)= h(x, f(x7 sl(x,y)), f(x, sa(x, y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie
» Zaikladné funkcie:

> konstantn4 funkcia Z(x) = 0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie):

II'I

Txa, . Xn) = X

pre kazdé 1 </ < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:

f(x1,...,xn) = h(gl(xl,...,xn),...,gm(xl,...

» Primitivna rekurzia:

f(07y1a"'ayn) :g(ylw"a)/n)

f(S(X),yl,...,yn) = h(x, F(Xs Y15y Yn)y Vis---

. Yn)-



Zopakovanie

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator kompozicie
funkcii a primitivnej rekurzie.

Definicia

Trieda funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta, ak obsahuje

zakladné primitivne rekurzivne funkcie a je uzavreta na operator
kompozicie funkcii a primitivnej rekurzie.

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii najmensia primitivne rekurzivne
uzavreta trieda funkcii:

m{}" | F je p. r. uzavreta trieda funkcii}.



Zopakovanie

Explicitné definicie
S0 to definicie v tvare

f(xt,...,%n) = T[x1,. .., Xn]-

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na explicitné definicie.

Primitivne rekurzivne definicie
S to definicie v tvare

f(y,0,2) = ply, 7]
f(Y7X+17Z) :T[y7x7 f(y7x7z)72]'

Veta
Prim. rek. funkcie st uzavreté na primitivne rekurzivne definicie.



Zopakovanie

Explicitné definicie predikatov
Sa to definicie v tvare

P(xi,...,%n) <> @[x1,. .., Xn].

Veta

Primitivne rekurzivne predikaty si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohranicenymi formulami.

Ohranicena minimalizacia

St to definicie funkcii v tvare (¢ je ohrani¢ena formula)

f(X) = ny < 7[<[l%, ¥]]-

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na definicie funkcii
ohrani¢enou minimalizaciou.



Zopakovanie

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii a predikatov
> Scitanie x + y.
» Nasobenie x-y.
» Umochovanie x”.
>

Sumacéna funkcia
i=0+1+24 - +n.
i=0

» Modifikované od¢&itanie

x—y akx>y,
X-y=
4 0 ak x < y.



Zopakovanie
» Ternarna diskriminaéna funkcia
D(x,y,z2) =v< x#0Av=yVx=0Av=z.
Notacéna konvencia

D(71,7m2,713) =if 71 # 0 then 7 else 13
D(P*(Fl),7'2,7'3) = if P(71) then 7 else 73.

P> Rovnosti a nerovnosti
X=y x#y x<y x<y xZy x>y.
» Nedplny podiel

X+y=q+y=0Aq=0Vy#0A3Ir(x=qy+rAr<y).



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia
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Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)
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Parovacia funkcia

Vlastnosti parovacej funkcie
Modifikovana verzia Cantorovej parovacej funkcie ma tieto zakladné

vlastnosti:
(x1,%2) = (y1,02) = X1 =y1 AX2a = yo
X <{x,y) Ny <(x,y)
x=0V3dydzx = (y, z).
Désledok:

0# (x,y).

Cislo 0 je jediny atom.



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)
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OO N =
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xX+y

(oy) =) i+x+1

i=0



Parovacia funkcia

Projekcie
Unérne projekcie m; a 7 spliiaji tieto identity:

Primitivna rekurzivnost oboch funkcii plynie z tohoto vyjadrenia

m(x) = pny < x[Fz <xx = (y, z)]
mo(x) = pz < x[Ty < xx = (y, z)].



Parovacia funkcia

Priklad

Fibonacciho postupnost je p.r. funkcia:
=0 A=1 foo=Fu1+Fn
Uvazujme totiz funkciu
g(n) = (fa, fas1).
Plati teda

fn =T g(n)



Parovacia funkcia

Primitivna rekurzivnost funkcie g (a tym aj f,) plynie z

g(O) - <f07 f1> = <07 1>
g(n+1) = (foj1, fry2) = <7T2 g(n), fot1 + fn>

= <71'2 g(n), T g(n) + m g(n)>.



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)

() 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6] -
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W =[O
OO N =
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21 | 27| 34 | 42 | b1 | 61 | 72

o|lu|lslw N Rlo

28 | 35 | 43 | 52| 62|73 |85

xX+y

(oy) =) i+x+1

i=0



Parovacia funkcia

Parova reprezentacia prirodzenych Cisel

0 1=1(0,0) 2=1(0,1) 3=(1,0)
5=(1,1) 6=1(2,0) 7=1(0,3)

10 = (3,0) 11=(0,4)

12= 13=(2,2) 14=(3,1) 15 = (4,0)



Aritmetizacia kartezianskeho stcinu

Aritmetizacia
Kédom n-tice (x1,...,x,) € N” je &islo

"(x1,...,%x2) " €N,

ktoré je definované induktivne takto:

r@—|0 =0
rX—|1 — x
“(x1, %2, xn) = (O, T (2, X)) akn > 2,

Priklad
Kédovanie dvojic a trojic sa prekryva:
"(0,1)?=(01)=
(0,0,0)™ <0F0012>_<0 (0,0)) = (0,1) = 2.






Aritmetizacia kartezianskeho stcinu

Notacia
Pre n > 3 zapisujeme <X17 (x2,... ,x,,>> skratene (x1,x2,...,Xp):

,_(X17' o aXn)—ln = <X17 s aXn>'

Vlastnost byt kédom n-tice prirodzenych Cisel

Binarny primitivne rekurzivny predikat Tuple(n, x) plati, ak €islo x
je kédom nejakej n-tice prirodzenych Eisel:

Tuple(n,x) &> n=0Ax=0Vn=1Vn>2A75 3(x) #0.
Zdévodnenie pre n > 2:

Ixg e Ixg X = (X1, Xn) <> TH 2 (x) # O,






Aritmetizacia kartezianskeho stcinu

Projekcia
Zobecnenim projekcii 71 a m je ternérna funkcia [x]7 taka, ze
[(x1, ... xn)]" = X pre 1 </ <n.

Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

mmhi(x) ak1<i<n,
X7 =< 75 (x)  aki=n,

inac.

Zddévodnenie pre n > 2:

n—1
X = (X1, ... Xp) = /\ x; = m 7r'2—1(x) A X, = Wg—l(x).
i=1






Aritmetizacia konecnych postupnosti

Aritmetizacia
Kédom konecnej postupnosti (xi, x2,...,x,) € N” je €islo

(X1,%2, ..., Xn, 0).

Kédom prazdnej postupnosti je islo 0.

y 0 y X2 .
z 0 VAN
Xn 0
<X’O> <X7.y70> <X7.y7z70> <X17X27""X’7’0>

Kazdé prirodzené Cislo je kédom nejake] koneénej postupnosti.






Aritmetizacia konecnych postupnosti

Dlzka postupnosti
Funkcia L(x) vypocita dizku postupnosti x:

L(x1,...,xn,0) =n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia
L(x) = un < x[75(x) = 0].
Indexovacia funkcia
Binarna operacia (x); vrati (i+1)-vy prvok postupnosti x:
(<x0,...,x,-,...,xn,1,0>)l.:x,- pre i < n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

(x); = m my(x).






'Course-of-values’ rekurzia

Priklad

Fibonacciho postupnost

fo =
fi =

fn+2 — In+1 + fn'
Alternativna definicia

fo =0
for1 = D(n, o+ freq, 1),

Podmienky regularity

n<n+lAn=-1<n+1.






'Course-of-values’ rekurzia

Priklad
Dizka zéapisu Cisla v binarne] reprezentacii
0, =0
|2x|p = |x|p + 1 ak x #0

|2x + 1|p = |x|p + 1.
Alternativna definicia

0], =0
]x+1\b:\(x+1)+2|b+1.

Podmienka regularity

(x+1)+2<x+1






'Course-of-values’ rekurzia

'Course-of-values’ rekurzia
Sa to definicie v tvare

£(0,5) = oly]
f(X+1)}7) :T[Xvf(fl[x’y]7Y)7"-’f(fk[xaﬂ7Y)7y]7

kde
gl[ny] SX/\"'/\gk[Xa.V] < x.
Podmienky regularity:
Glx, V] <x+1A--ANéklx,y] < x+1.
Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na ‘course-of-values’
rekurziu.






'Course-of-values’ rekurzia

Dékaz vety
Uvazujme definiciu v tvare
f(0)=m
f(x+1) = h(x,fs(x)),

kde s(x) < x.
Tvrdime, Ze funkcia histérie f pre f:

= (f(x),f(x—1),...,f(2),f(1),£(0),0)
L f(x) =x+1AVz< Xf(z) = (f(x)), -,

je primitivne rekurzivna funkcia. Primitivna rekurzivnost funkcie f
potom plynie z tohoto vyjadrenia



'Course-of-values’ rekurzia

Primitivna rekurzivnost funkcie histérie
Potrebujeme, aby platilo

£(0) = <f(0),0> = (m,0)
Flx+1) = (F(x+ 1), F(x)) = (h(x. f 5(x)), F(x))

flx+1) = <h(x, (F()) 200 ,f(x)>.



Zaver

2. cviCenie
» Vysledky s komentarom nijdete v MS Teams.
3. cviCenie

» Zacina hned po prednaske.
» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu

tento tyzden.
4. prednaska

» Spatna rekurzia.
» Rekurzia so substiticiou v parametri.

» Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) = &(y)
fix+1,y)= h(x, f(x, sl(x,y)), f(x, sa(x, y, (x, 51(X,y))),y).






Koniec prednasky
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