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Distan¢na vyucba

Pokyny

>
| 2
>

vVvyYyyvyy

Vypnite si kameru a stimte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celej prednasky.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonéeni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku z prednasky najdete v tejto sekcii.

Slajdy z prednasky najdete pod polozkou Sabory/Files.






Ciel a obsah predmetu

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Strucna osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

»  Aritmetizacia datovych struktar.
» Regularne rekurzivne definicie s mierou.

» Obecne rekurzivne funkcie
» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
» univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastoéne rekurzivne funkcie
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Ciel a obsah predmetu

Primitivne rekurzivne funkcie
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Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢end minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) = &(y)
f(x+1,y)= h(x, f(x7 sl(x,y)), f(x, sa(x, y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne funkcie
» Zaikladné funkcie:

> konstantn4 funkcia Z(x) = 0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie):

II'I

Txa, . Xn) = X

pre kazdé 1 </ < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:

f(x1,...,xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...

» Primitivna rekurzia:

f(07y1a"'ayn) :g(ylw"a)/n)

f(S(X),yl,...,yn) = h(x, F(Xs Y15y Yn)y Vis---

. Yn)-



Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne odvodenia
h(x,z,y) =SB(x,z,y)
O+y=y 0+y=1Iy)
x+l+y=x+y+1 Sx)+y=h(x,x+y,y)

h(x,2,y) = B3(x,2,y) + B(x, 2, y)
0y=0 0y =2(y)
(x+1)y=xy+y S(x)-y = ha(x, xy, y)
Ci(x) =SZ(x)
h3(y,z,x) = B3(y, z,x)-B3(y, z,x)
X0 = f(0,x) = C1( )
)

T = e FS(y),x) = haly F(y, x), %)

= f(13 ( y) (%))



Primitivne rekurzivne funkcie

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na operator kompozicie
funkcii a primitivnej rekurzie.

Dékaz.
Co treba dokazat?

> Ak h,g1,...,8m su p.r. funkcie, potom aj ich kompozicia
fxt,. - xn) = h(g1(xa,-- -, Xn), - - 8m(X1, - - -, Xn))

je p.r. funkcia.

> Ak g, h sa p.r. funkcie, potom aj ich primitivna rekurzia

f(Ovyla"'ayn) :g()/h"'a)/n)
f(S(X)ayla-“ayn) = h(X7 f(vala'"ayn)vylv'-"yn)-

je p.r. funkcia.



Primitivne rekurzivne funkcie

Doékaz ilustrovany na priklade.

h(x,z,y) = SB(x,z,y)

O+y=y 0+y=1I(y)
x+1l4+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y)

ho(x,z,y) = 3(x,z,y) + 3(x, 2, )

0y =0 0-y =Z(y)
(x+1)y=xy+y S(x)-y = ha(x, x-y,y).



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia

Trieda funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta, ak obsahuje
zakladné primitivne rekurzivne funkcie a je uzavreta na operator
kompozicie funkcii a primitivnej rekurzie.

Priklady

» Trieda vSetkych funkcii je primitivne rekurzivne uzavreta.
» Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je p. r. uzavreta.

» Trieda Turingovskych vypocitatelnych funkcii je p. r. uzavreta.

Lema
Primitivne rekurzivne funkcie sii podmnozinou kazdej primitivne
rekurzivne uzavretej triedy funkcii.

Dékaz.

Indukciou na dlzku primitivne rekurzivneho odvodenia.



Primitivne rekurzivne funkcie

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii najmensia primitivne rekurzivne
uzavreta trieda funkcir.

Dékaz.

Oznacenie;

PRIM = trieda primitivne rekurzivnych funkcii,

MIN = najmensia primitivne rekurzivne uzavreta trieda funkcii

= ﬂ{]: | F je p. r. uzavreta trieda funkcii}.

Cielom je dokazat rovnost PRIM = MIN.
» Inklizia PRIM C MIN je désledok lemy.

» Inklizia PRIM D MIN plynie s primitivne rekurzivnej
uzavretosti triedy PRIM.



Explicitné definicie
Konstantné funkcie si primitivne rekurzivne
» Unarne konstantné funkcie
Cm(x) =m.
Primitivna rekurzivnost C,, pomocou induktivneho argumentu

Co=1Z
Cm+1(x) = SCp(x).

» Konstantné funkcie z lubovolnym poétom argumentov
Ch(xty...,%xn) = m.
Primitivnu rekurzivnost C;, dostaneme z tohoto vyjadrenia

Co(xts- oy xn) = C I (X1, - - ., Xn).






Explicitné definicie

Explicitné definicie funkcii
Sa to definicie v tvare

(X1, ooy Xn) = T[x1, ..y Xn)
Veta
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na explicitné definicie.
Dokaz.

Prekladom explicitnej definicie do p.r. odvodenia funkcie f
induktivne podla struktary termu 7.



Explicitné definicie

Dékaz ilustrovany na priklade
Uvazujme takato explicitna definiciu z p.r. funckii:

f(x.y,2) = &(x.&(2.6.().2).

Primitivna rekurzivnost funkcie 7 plynie z tohoto vyjadrenia

hi(x,y,z ) g1 li(x,y,2)
g1(x)
ha(x,y, z gz(l x,y,2), hi(x,y,2))
g2(2 g1(x )
f(x,y,2) = g3(B(x,y,2), ha(x,y,2), C3(x, v, 2))

gs(x gz z,g1(x 2).



Explicitné definicie

Priklad
7 predchadzajicej vety plynie, ze ternarna funkcia h definovana
nasledujicim vztahom je primitivne rekurzivna funkcia:

h(x,z,y) = S(z).

Scitanie je preto tiez primitivne rekurzivna funkcia:

0+y=1(y)
S(x)+y=h(x,x+y,y).






Primitivne rekurzivne definicie

Primitivne rekurzivne definicie
S to definicie v tvare

f(¥.0,2) = ply, 7]
f(Y7X+ 172) = T[y7x7 f(y7x7z)72]'

Specialne pripady:

> lteracia unarnej funkcie

O(x) = x
Fr(x) = £ £7(x).

» Explicitna definicia s monadickou diskriminaciou

f(y70’2):p[y72]
f(Y7X+1’Z) :T[y7x72]'



Primitivne rekurzivne definicie

Lema
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na primitivne rekurzivne
definicie s aspon jednym parametrom.

Dékaz.

Primitivne rekurzivna definicia s aspon jednym parametrom y, Z:

f(y70’2):p[.)772] f(y?x+17z_'):T[y’X7f(Y7X7Z)7Z]'

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia



Primitivne rekurzivne definicie

Lema
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na bezparametrické
primitivne rekurzivne definicie.

Dékaz.

Bezparametricka primitivne rekurzivna definicia unarnej funkcie:

f(0)=p
f(x+1) =7[x, f(x)]

Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie podla predoslej lemy z
tohoto vyjadrenia

(0,w)=p

f(x+1,w) = 7[x, fi(x, w)]
f(x) = f(x,0).



Primitivne rekurzivne definicie

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na primitivne rekurzivne
definicie.

Désledok

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator iteracie
unarnych funkcii:

fO(x) = x FrHl(x) = f F(x).
Désledok

Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na explicitné definicie
funkcii s monadickou diskriminaciou:

f(v.0,2) = ply, 2] f(y,x+1,2) =7y, x,2].



Primitivne rekurzivne definicie

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii
Nasobenie

0y=0 (x+1)y=xy+y.
Umocnovanie
X0 =1 Xt = x.xV,

Sumaéné funkcia



Primitivne rekurzivne definicie

Modifikované odéitanie
Definicia

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii
Funkcia predchodcu

0-1=0 x+1=-1=x.
Modifikované od¢&itanie

x=0=x x=(y+1)=x=-y~=1.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Charakteristicka funkcia predikatu

Charakteristicka funkcia n-arneho predikatu P je n-arna funkcia P,
definovana predpisom

1 ak plati P(x1,...,xn),
0 ak neplati P(x1,...,xp).

Pi(x1,...,xp) = {

Notaéna konvencia x P, y pre binarne predikaty s infixovou
notaciou. Napr. x =, y, x <, y.

Primitivne rekurzivne predikaty

Predikat je primitivne rekurzivny, ak jeho charakteristicka funkcia je
primitivne rekurzivna funkcia.






Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Jazyk formal

Tvrdenia tvorime z atomickych formal pomocou logickych spojok a
kvantifikatorov:

P (negacia)
NP (konjunkcia)
VY (disjunkcia)

o= (implikacia)
P (ekvivalencia)
Vxe (univerzalny kvantifikator)
Ixep (existencny kvantifikator)

Vx <1 =Vx(x <1 =) (ohraniceny kvantifikator)
Ix<Te=3Ix(x<TAY) (ohraniceny kvantifikator)

Ohranicena formula obsahuje len ohranicené kvantifikatory.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Notaéné konvencie pri zapise formil
Od najvyssej priority k najmense;j:
» kvantifikatory,
> negicia,
» konjunkcia,
» disjunkcia,
» implikacia a ekvivalencia.

Priklad

Zadanie formuly v aplnej notacii
(1 = (02 < ((3) V (Fxpa) A 5))))-
Jej skrateny zapis

P1 = Y2 <> 3 V dxpg A ps.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Explicitné definicie predikatov
Sa to definicie v tvare

P(Xx1,. .. Xn) <> @[X1, .-, Xn]-

N&s zaujima hlavne pripad, ked ¢ je ohranicena formula.

Priklad

Explicitna definicia predikatu delitelnosti
x|y 3dzy=xz.
Ina definicia tentokrat s ohrani¢enou formulou

x|y 3Jz<yy=xz



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Ohranic¢ena minimalizacia
Sa to definicie v tvare (¢ je ohranicena formula)

najmensie €islo y < 7[x1,..., x,] také, ze plati

f(x1,...,%n) = olxt, .y xn, Yl
0, ak takeé cislo neexistuje.

Skrateny zapis f(x) = py < 7[x][¢[X, y]].

Priklad
Nedplny podiel

X+y=q<y=0Ag=0Vy#0AIr(x=qy+rAr<y).
Ina definicia tentokrat ohrani¢enou minimalizaciou

x+y=uqg<x[x<(qg+1)yl.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Diskriminacna funkcia je primitivne rekurzivna
Ternarna diskriminaéna funkcia D je definovana predpisom

D(x,y,z) =vex#0Av=yVx=0Av =z
Nota€na konvencia

D(71,72,73) =if 71 # 0 then 7, else 73
D(P*(ﬁ),v'g,rg,) = if P(71) then 7 else 73.

Primitivna rekurzivnost funkcie D plynie z tohoto vyjadrenia

D(0,y,2) =z
D(x+1,y,z)=y.

Je to explicitna definicia s monadickou diskriminaciou.



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Rovnost je primitivne rekurzivny predikat
Pretoze x = y <> x =y + (y = x) = 0, primitivna rekurzivnost
funkcie x =, y plynie z tohoto vyjadrenia

(x=2y)=D(x=y+(y =x),0,1).
Boolovské funkcie si primitivne rekurzivne
Zakladné boolovské funkcie

(X)) =y x#0Ay=0Vx=0Ay=1
(xANy) =z x#0ANy#0ANz=1V(x=0Vy=0)Az=0.

Primitivna rekurzivnost bool. funkcii plynie z tohoto vyjadrenia

(—«x) = D(x,0,1)
(x Avy) = D(x,D(y, 1,0),0).



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Operator ohranicenej minimalizacie
Je to definicia v tvare

f(va) = HZSX[g(Zay) = 1]'

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na operator ohranicenej
minimalizicie.

Dékaz.
Primitivna rekurzivnost funkcie 7 plynie z tohoto vyjadrenia

=0

ak g(f(X,Y),)?) =1,
f(x+1,¥)= x+1 ak g(f(x,y),7) #1lag(x+1,y)=1,
inac.






Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Veta

Primitivne rekurzivne predikaty si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohranicenymi formulami.

Dékaz.

Explicitna definicia predikatu s ohranienou formulou:
P(x1,...yXn) <> @[x1,. ., Xn]-

Primitivna rekurzivnost predikatu P, plynie z tohoto vyjadrenia
Pu(X1, .y Xn) = @ufX1s -0y Xn)-

Tu @, je charakteristicky term formuly ¢:

(¢ = P =1)A(mp — i = 0).



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Konstrukcia ¢, induktivne podla struktary formuly ¢

» Nekvantifikatorova formula

» Formula z ohrani¢enym kvantifikatorom

g()@)_(’) = 1/1*[>?aY]
f(2,%) = uy < z[g(y.x) = 1]

By < IR UIR ), = o [%. F(7191,9)]

Symbolicky (Jy < 79[y]), = v« [uy < Tguly] = 1}} :



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Désledok

Nerovnosti sii primitivne rekurzivne predikaty.

Dékaz.

Primitivna rekurzivnost predikatov plynie z tohoto vyjadrenia

x<y+dz<yx=z
x<y<ry£€x
X>y+y<x
x>y y < x

Poznamka
Pretoze plati ekvivalencia x < y +» x = y = 0, primitivna
rekurzivnost funkcie x <, y plynie tiez z tohoto vyjadrenia

(Xg*y):D(X;)@O’l)'



Primitivne rekurzivne predikaty a ohranicenad minimalizacia

Veta

Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na definicie funkcii
ohrani¢enou minimalizaciou.

Dékaz.

Definicia funkcie ohrani¢enou minimalizaciou:

f(X) = ny < 7[x][0l%, v]]-
Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia
P(y,X) < ¢[X,yl]

g(z,X) = py < z[Pu(y,x) = 1]
f(x) = g(7[x], X).



Zaver

1. cvicenie
» Vysledky s komentarom najdete v MS Teams.

2. cvicenie
» Zacne hned po prednaske.

» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu
tento tyzden.

3. prednaska

» Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.

» Rekurzia so substiticiou v parametri.






Koniec prednasky
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