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Distan¢na vyucba

Pokyny

>
| 2
>

vVvyYyyvyy

Vypnite si kameru a stimte si mikrofén.
Komunikovat je mozné pocas celého stretnutia.

Ak mate otazku alebo chcete nie€o povedat, tak zdvihnite
ruku.

Po vyzvani zapnite si mikrofén.

Po skonéeni ruku zlozte a stimte si mikrofén.
Prezentacia je nahravana.

Nahravku zo stretnutia najdete v tejto sekcii.

Slajdy zo stretnutia najdete pod polozkou Sabory/Files.



Ciel a obsah predmetu

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Kde hladame riesenie?
» V matematickej logike — v Casti, ktora sa vola Tedria
rekurzivnych funkcii.

Preco?
» Churchova téza: trieda intuitivne vypocitatel nych funkcii je
totozna s obecne rekurzivnymi funkciami (Herbrand-Gédel).

» Navrh prvého jazyka deklarativnej paradigmy jazyka Lisp bol
silne ovplyvneny formalizmom Ciastoéne rekurzivnych funkcii.



Deklarativne programovanie

Paradigma deklarativneho programovania

» Deklarativne programy su definicie matematickych objektov
(funkcie, relacie).
» Zhoda medzi defini¢nou a vypoctovou sémantikou umozhuje
analyzovat programy elementarnymi prostriedkami.
> V3etky Casti tvorby programu je mozné realizovat v tom istom
formalizme:
» 3pecifikacia,
» implementacia,
> verifikacia,
» vypocet.
» Jednoducha sémantika sa kombinuje s expresivnymi
programatorskymi konstrukciami.



Deklarativne programovanie

Vyucba deklarativneho programovania na fakulte

> Softvér pouzivany pri vyucbe tohto predmetu:
» programovaci jazyk a Specifikacno-verifikacny systém CL
(Clausal Language).
» Sdvisiace predmety:
> 1-AIN-470 Specifikacia a verifikacia programov,
» 2-AIN-285 Symbolické programovanie a LISP.
» Iné deklarativne progamovacie jazyky:
» funkcionalne programovacie jazyky — Lisp, Haskell;
> logické programovacie jazyky — Prolog.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela
Specifikacia
» Specifikacny predikat
x|y 3dzy =xz.
> Specifikicia programu

x#0Vy#0—=ged(x,y) | x Aged(x,y) |y A
Vz(z|x/\z]y—>z < gcd(x,y)).

Tu ged(x, y) oznacuje najvicsieho spolocného delitela
prirodzenych Cisel x a y.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Deklarativny program
Idea algoritmu je zaloZena na tejto vlastnosti

X>yNz|ly s z|xoz|x=y.

Implementacia

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y = gcd(x~y,y)
X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end
else

max(x, y).



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Deklarativny program

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x =y, y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y = x)
end
else

max(x, y).



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Vypocet

ged(12,9) = gcd(3,9) = gcd(3,6) = gecd(3,3) = 3.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Deklarativny program

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x =y, y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y = x)
end
else

max(x, y).



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Vypocet
Vypocet s argumentami klesajacimi v miere max(x, y):

ged(12,9) = gcd(3,9) = gcd(3,6) = gcd(3,3) = 3
12 > 9 > 6 > 3.

Terminacia programu
Podmienky regularity zaru€ujd, ze vypocet vzdy skondi:

x#Z0ANy #0A x>y — max(x =~ y,y) < max(x, y)
x#0Ay #0Ax <y — max(x,y = x) < max(x, y).

Je to regularny rekurzivny program s mierou max(x,y).



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Deklarativny program

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x =y, y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y = x)

end

else
max(x, y).

Definovatel nost

» Podmienky regularity zaru€uja, ze tento program citany ako
rovnost je korektna definicia binarnej funkcie ged(x, y).

> Je to regularna rekurzivna definicia s mierou max(x, y).



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Zhoda medzi definiénou a vypoctovou sémantikou

Pre kazdy program v tvare rovnosti, ktory je zaroven regularnou
definiciou s mierou, plati:
to, Co je pocitané tymto programom, je presne to, o je
touto rovnostou definované.

Verifikacia programu
Na dbékaz 3pecifikacného tvrdenia

x#0Vy#0—gcd(x,y)|xAged(x,y) |y A
Vz(z|x/\z\y—>ZSng(Xa)/))

staéi tak elementarna matematika! Netreba formalizovat koncept
vypoctu.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Deklarativny program

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x =y, y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y = x)

end

else
max(x, y)

Vypocet
Podmienka x # O A y # 0 sa zbytocne opakovane vyhodnocuje

gcd(12,9) = ged(3,9) = ged(3,6) = ged(3,3) = 3.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Alternativna implementacia

ged(x,y) = case
x>y = gcd(x=y,y)

X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end.

Vypocet
Podmienka x # 0 Ay # 0 sa uz zbyto€ne opakovane nevyhodnocuje

ged(12,9) = ged(3,9) = ged(3,6) = ged(3,3) = 3.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Alternativna implementacia

ged(x,y) = case
x>y = gcd(x=y,y)

X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end.

Vypocet
Ten nemusi skonéit:

ged(1,0) = ged(1 = 0,0) = ged(1,0) = - - -

Program pocita Ciastoént funkciu!



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Terminacia programu
Rozsirené podmienky regularity

XZOANYy#0AXx>y —

max(x = y,y) < max(x,y) Ax =y #0Ay #0
XZOANYy#0Ax <y —

max(x,y = x) < max(x,y) Ax #0Ay =x#0

zaru€ia, ze vypocet programu skonéi pre vietky vstupy spfﬁajﬂce
tito vstupna podmienku

x#0Ay #0.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Zoslabenie podmienky definovatelnosti
Ako sivisi nasledujica rekurzivna rovnost s funkciou ged(x, y)?

ged(x, y) = case
x>y =gd(x=y,y)

X=y=x
x <y = gcd(x,y =~ x)
end.

Pridanim vstupnej podmienky dostaneme vlastnost tejto funkcie:

x#0Ay #0— gcd(x,y) = case
x>y = ged(x =y, y)
X=y=X
x <y = gcd(x,y = x)
end.



Deklarativne programovanie

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spoloéného delitela

Totalna korektnost
Vyhodnocovanie programu skonci pre vsetky vstupy spliajice
vstupna podmienku

x£#0ANy #0

s vypocitanou korektnou hodnotou ged(x, y).



Deklarativne programovanie

Zhrnutie
» Univerzum je mnozina prirodzenych Cisel

N=1{0,1,2,3,4,5,...}.

» Datové Struktiry kédujeme do N v style jazyka Lisp s
pomocou vhodnej parovacej funkcie.

» Programy pocitaja (totélne) funkcie nad oborom N pre vstupy
splnajace urcité vstupné podmienky. Zaroven vyjadruja ich
vlastnosti pre argumenty spliajice tie vstupné podmienky.

» Formalny systém je druhoradova formalizacia aritmetiky.



Deklarativne programovanie

Metamatematika deklarativneho programovania
> Primitivne rekurzivne funkcie:
» aritmetizacia datovych Struktar, rekurzia s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie:
» Churchova téza.
» Algoritmicky nerozhodnutelné problémy (problém zastavenia).
» Ohranicenie forméalnych metéd (uniformny problém
zastavenia).



Primitivne rekurzivne funkcie
Druhy rekurzie

Primitivna rekurzia

» Umocnovanie:

x0=1

X = xxV.

(Course of values) rekurzia
» Fibonacciho postupnost:
fo=0
h=1
fn+2 = fn+1 + fn.



Primitivne rekurzivne funkcie
Druhy rekurzie

Rekurzia s mierou

» Euklidov algoritmus:
ged(x,y) =if x 20 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x =y, y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y =~ x)

end

else
max(x, y).

Obecna rekurzia
» Ackermannova funkcia (1928).

» Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia triedy primitivne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:
» konstantnd funkcia Z(x) =0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie):

I?(Xlr" ,X,,) = Xj

pre kazdé 1 < i < n.

» Komporzicia (skladanie) funkcii:

(X1, Xn) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,...

» Primitivna rekurzia:

F0,y1,---,yn) = 80¥1,-- -, ¥n)

f(S(x),yl,...,yn) = h(x, (X, Y1y s Yn)s Yy

1 Xn))-

7.yn)‘



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia triedy primitivne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» konstantnd funkcia Z(x) =0,

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie):

|n()—<») = Xj

1

pre kazdé 1 < i < n.

» Komporzicia (skladanie) funkcii:

f()?) = h(gl()?% s 7gm(>?))'

» Primitivna rekurzia:

f(S(X)7)7) = h(X7 f(X,Y)J7)



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., &m(X)).

» Primitivna rekurzia:

f(Ovy):g(y) f(S(X)>)7):h(X7 f(Xay)>)7)'

Scitanie

O+y=y
x+1l+y=x+y+1.






Primitivne rekurzivne funkcie
Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., &m(X)).

» Primitivna rekurzia:

f(Ovy):g(y) f(S(X)>)7):h(X7 f(Xay)>)7)'

Scitanie

h(x,z,y) =SI3(x,z,y)

0+y=1I(y)
S(x) +y=h(x,x+y,y).






Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., &m(X)).

» Primitivna rekurzia:

f(Ovy):g(y) f(S(X)>)7):h(X7 f(Xay)>)7)'

Nasobenie

0y =
(x+1)y=xy+y.






Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., &m(X)).

» Primitivna rekurzia:

f(Ovy):g(y) f(S(X)>)7):h(X7 f(Xay)>)7)'

Nasobenie

h2(Xa Z,_)/) = Ig(XvZJ/) + Ig(X,Z,y)

0-y =Z(y)
S(x)-y = ha(x,x-y,y).






Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., &m(X)).

» Primitivna rekurzia:

f(Ovy):g(y) f(S(X)>)7):h(X7 f(Xay)>)7)'

Umocnovanie

X =

XY= x.xV.






Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., &m(X)).

» Primitivna rekurzia:

f(Ovy):g(y) f(S(X)>)7):h(X7 f(Xay)>)7)'

Umocnovanie

f(0,x)=1
fly+1,x)=xf(y,x)

x¥ = f(y, x).






Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x+ 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., gm(X)).

» Primitivna rekurzia:

Umocnovanie

)
h3(y,z,x) = 13(y,z,x)- B(y, 2, x)
x) =

f(0, Ci(x)
f(S(y),x) = h3(y, f(y,x),x)

X’ = f(15(x,¥), 5(x,y))-






Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne funkcie a deklarativne programovanie

» Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.

» Primitivne rekurzivne predikity a ohrani€ena minimalizacia.
» Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.
>

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) =g(y)
fix+1y)= h(x, f(x, sl(x,y)), f(x, s2(x,y, f(x, sl(x,y))),y).

» Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.






Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne funkcie a deklarativne programovanie

» Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.

» Primitivne rekurzivne predikity a ohrani€ena minimalizacia.
» Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.
>

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) =g(y)
fix+1y)= h(x, f(x, sl(x,y)), f(x, s2(x,y, f(x, sl(x,y))),y).

» Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.






Zaver

Organizacia kurzu

» Prednasky: pondelok 10.40 2h, M-Il alebo online.
» Cvicenia: pondelok 12.10 2h, I-H6 alebo online.
» Konzulticie: po dohode.

» Web: http://ii.fmph.uniba.sk/cl/courses/

Hodnotenie
» Cvicenia 50% — max. 50 bodov.
> Testy, prémiové alohy 50% — max. 50 bodov.
» Znamky: E 50%, D 60%, C 70%, B 80%, A 90%.



Zaver

1. cviCenie
» Zacne hned po prednaske.

» Ulohy odovzdat do MOODLE najneskér do 18:00 v sobotu
tento tyzden.

2. prednaska

» Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii:
» explicitné definicie,
» primitivne rekurzivne definicie.



Koniec prednasky
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