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Zopakovanie

Cie© predmetu

◮
Vybudova´ matematiké základy deklaratívnyh

programovaíh jazykov.

Stru£ná osnova predmetu

◮
Primitívne rekurzívne funkie

◮
Aritmetizáia dátovýh ²truktúr.

◮
Regulárne rekurzívne de�níie s mierou.

◮
Obene rekurzívne funkie

◮
Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií:

◮
Akermannova funkia (1928),

◮
univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie.

◮
�iasto£ne rekurzívne funkie

◮
Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

◮
Kleeneho veta o normálnej forme.

◮
Churhova téza a algoritmiky nerozhodnute©né problémy.



Zopakovanie

Dobre zaloºené reláie

Vravíme, ºe reláia
~x ≺ ~y na N

n
je dobre zaloºená (tieº

noetherianská), ak kaºdá klesajúa postupnos´

~x
1

≻ ~x
2

≻ ~x
3

≻ ~x
4

≻ · · ·

je kone£ná. Tu
~x ≻ ~y ↔ ~y ≺ ~x .

Úplné dobre zaloºené usporiadanie sa nazýva dobré usporiadanie.

Príklady

◮
Reláia

~x ≺ ~y indukovaná mierou µ[~x ] do ²tandardného

usporiadania prirodzenýh £ísel:

~x ≺ ~y ↔ µ[~x ] < µ[~y ].

◮
Lexikogra�ké usporiadanie dvojí prirodzenýh £ísel:

(a, b) <
lex

(c , d) ↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .



Zopakovanie

Regulárna rekurzia do dobre zaloºenej reláie ≺

Sú to de�níie v tvare

f (~x) = τ [f ; ~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity.

Podmienky regularity majú tvar:

Γτf (~ρ)[f ; ~x ] → ~ρ[f ; ~x ] ≺ ~x

pre kaºdú rekurzívnu aplikáiu f (~ρ) funkie f , ktorá je stráºená

podmienkou Γτ
f (~ρ) v terme τ .

Splnenie podmienok pre funkiu de�novanou pridruºenou rovnos´ou

f (~x) = τ
[

[f ]≺~x ; ~x
]

.

Táto funkia je potom jediným rie²ením funkionálnej rovnie (1).



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkie (harakterizáia)

Trieda primitívne rekurzívnyh funkií je najmen²ia trieda funkií,

ktorá obsahuje funkiu nasledovníka S(x) = x + 1, funkiu

predhodu x .− 1 a je uzavretá na expliitné de�níie a regulárne

rekurzívne de�níie s mierou.

Obene rekurzívne funkie (de�níia)

Trieda obene rekurzívnyh funkií je najmen²ia trieda funkií, ktorá

obsahuje funkiu nasledovníka S(x) = x + 1, funkiu predhodu

x .− 1 a je uzavretá na expliitné de�níie a regulárne rekurzívne

de�níie do dobre zaloºenýh reláií.

Obene rekurzívne funkie, ktoré nie sú primitívne rekurzívne

◮
Akermannova funkia (1928).

◮
Univerzálna funkia pre primitívne rekurzívne funkie.



Zopakovanie

Regulárna minimalizáia

Sú to de�níie funkií v tvare

f (x
1

, . . . , xn) = najmen²ie £íslo y také, ºe platí ϕ[x
1

, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohrani£ená formula sp¨¬ajúa podmienku regularity

∀x
1

· · · ∀xn∃yϕ[x1, . . . , xn, y ].

Skrátený zápis

f (x
1

, . . . , xn) = µy
[

ϕ[x
1

, . . . , xn, y ]
]

.

V nasledujúej de�níii pod operátorom regulárnej minimalizáie

rozumieme regulárnu minimalizáiu v tomto ²peiálnom tvare:

f (x
1

, . . . , xn) = µy [g(y , x
1

, . . . , xn) = 1].



Zopakovanie

µ-rekurzívne funkie

Trieda µ-rekurzívnyh funkií je najmen²ia primitívne rekurzívne

uzavretá trieda funkií, ktorá je uzavretá na operátor regulárnej

minimalizáie.

Veta

Trieda obene rekurzívnyh funkií je totoºná s triedou

µ-rekurzívnyh funkií.

Churhova téza (1936)

Trieda intuitívne vypo£ítate©nýh funkií nad oborom prirodzenýh

£ísel je totoºná s triedou obene rekurzívnyh funkií.



Deklaratívne programovanie

Programy deklaratívnej paradigmy

Regulárne rekurzívne de�níie do dobre zaloºenýh reláií:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Základné kon²trukie pri tvorbe programov

◮
Premenné a kon²tanty.

◮
Funk£né aplikáie.

◮
Podmienkové výrazy.

◮
Jednoduhé podmienkové výrazy:

D(τ
1

, τ
2

, τ
3

) ≡ if τ
1

6= 0 then τ
2

else τ
3

.

◮
Obené podmienkové výrazy:

ase ϕ
1

⇒ ρ
1

. . . ϕm ⇒ ρm end.



Deklaratívne programovanie

Diskrimináia na kon²tantáh

Rekurzívna de�níia Fibonaiho postupnosti:

fn = ase

n = 0 ⇒ 0

n = 1 ⇒ 1

n 6= 0 ∧ n 6= 1 ⇒ fn .−1

+ fn .−2

end.

Program:

fn = ase

(n =∗ 0) = 1 ⇒ 0

(n =∗ 1) = 1 ⇒ 1

(n 6=∗ 0 ∧∗ n 6=∗ 1) = 1 ⇒ fn .−1

+ fn .−2

end.

Preklad do de�níie s jednoduhými podmienkovými výrazmi:

fn = if (n =∗ 0) 6= 0 then 0 else if (n =∗ 1) 6= 0 then 1 else fn .−1

+ fn .−2

.



Deklaratívne programovanie

Diskrimináia na kon²tantáh

Rekurzívna de�níia Fibonaiho postupnosti:

fn = ase

n = 0 ⇒ 0

n = 1 ⇒ 1

otherwise ⇒ fn .−1

+ fn .−2

end.

Program:

fn = ase

(n =∗ 0) = 1 ⇒ 0

(n =∗ 1) = 1 ⇒ 1

(n ≥∗ 2) = 1 ⇒ fn .−1

+ fn .−2

end.

Preklad do de�níie s jednoduhými podmienkovými výrazmi:

fn = if (n =∗ 0) 6= 0 then 0 else if (n =∗ 1) 6= 0 then 1 else fn .−1

+ fn .−2

.



Deklaratívne programovanie

Dihotomiká diskrimináia

Expliitná de�níia funkie max(x , y):

max(x , y) = ase

x ≥ y ⇒ x

x < y ⇒ y

end.

Program:

max(x , y) = ase

(x ≥∗ y) = 1 ⇒ x

(x <∗ y) = 1 ⇒ y

end.

Preklad do de�níie s jednoduhým podmienkovým výrazom:

max(x , y) = if (x ≥∗ y) 6= 0 then x else y .



Deklaratívne programovanie

Dihotomiká diskrimináia

Expliitná de�níia funkie max(x , y):

max(x , y) = ase

x ≥ y ⇒ x

x ≤ y ⇒ y

end.

Program:

max(x , y) = ase

(x ≥∗ y) = 1 ⇒ x

(x ≤∗ y) = 1 ⇒ y

end.

Preklad do de�níie s jednoduhým podmienkovým výrazom:

max(x , y) = if (x ≥∗ y) 6= 0 then x else y .



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

ase

ϕ
1

[~x ] ⇒ ρ
1

[~x ]
.

.

.

ϕm[~x ] ⇒ ρm[~x ]
end

ase

χ
1

[~x ] = 1 ⇒ ρ
1

[~x ]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ⇒ ρm[~x ]
end.

Tu χi [~x ] je harakteristiký term pre ϕi [~x ]:

χi [~x ] = 1 ∨ χi [~x ] = 0 ϕi [~x ] ↔ χi [~x ] = 1.

Sémantika:

D

(

χ
1

[~x ], ρ
1

[~x ], . . . ,D
(

χm[~x ], ρm[~x ], 0
)

. . .
)

.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

ase

ϕ
1

[~x ] ⇒ ρ
1

[~x ]
.

.

.

ϕm[~x ] ⇒ ρm[~x ]
end

ase

χ
1

[~x ] = 1 ⇒ ρ
1

[~x ]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ⇒ ρm[~x ]
end.

Podmienka úplnosti a jednozna£nosti:

m
∨

i=1

ϕi [~x ] ∧

m
∧

i ,j=1

(

ϕi [~x ] ∧ ϕj [~x ] → ρi [~x ] = ρj [~x ]
)

.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

ase

ϕ
1

[~x ] ⇒ ρ
1

[~x ]
.

.

.

ϕm[~x ] ⇒ ρm[~x ]
end

ase

χ
1

[~x ] = 1 ⇒ ρ
1

[~x ]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ⇒ ρm[~x ]
end.

Podmienka úplnosti a výlu£nosti:

m
∨

i=1

ϕi [~x] ∧

m
∧

i ,j=1

i 6=j

¬
(

ϕi [~x ] ∧ ϕj [~x ]
)

.



Deklaratívne programovanie

Monadiká diskrimináia

Rekurzívna de�níia umo¬ovania:

xy = ase

y = 0 ⇒ 1

y = z + 1 ⇒ x ·xz

end.

Program:

xy = ase

(y =∗ 0) = 1 ⇒ 1

(y 6=∗ 0) = 1 ∧ y .− 1 = z ⇒ x ·xz

end.

Preklad do de�níie s jednoduhým podmienkovým výrazom:

xy = if (y =∗ 0) 6= 0 then 1 else x ·xy
.
−1.



Deklaratívne programovanie

Monadiká diskrimináia

Rekurzívna de�níia umo¬ovania:

xy = ase

y = 0 ⇒ 1

y = z + 1 ⇒ x ·xz

end.

Program:

xy = ase

(y =∗ 0) = 1 ⇒ 1

(y 6=∗ 0) = 1 ⇒ let z = y .− 1 in x ·xz

end.

Preklad do de�níie s jednoduhým podmienkovým výrazom:

xy = if y 6= 0 then x ·xy
.
−1

else 1.



Deklaratívne programovanie

Párová diskrimináia

Rekurzívna de�níia párovej ve©kosti prirodzeného £ísla:

|x |
p

= ase

x = 0 ⇒ 0

x = 〈v ,w〉 ⇒ |v |
p

+ |w |
p

+ 1

end.

Program:

|x |
p

= ase

(x =∗ 0) = 1 ⇒ 0

(x 6=∗ 0) = 1 ⇒ let v = π
1

(x) ∧ w = π
2

(x) in

|v |
p

+ |w |
p

+ 1

end.

Preklad do de�níie s jednoduhým podmienkovým výrazom:

|x |
p

= if x 6= 0 then |π
1

(x)|
p

+ |π
2

(x)|
p

+ 1 else 0.



Deklaratívne programovanie

Porovnávanie so vzorom ('pattern mathing')

Formula ϕ[~x ; ~y ] sp¨¬a podmienku jednozna£nosti

ϕ[~x ; ~y ] ∧ ϕ[~x ; ~z] →

m
∧

i=1

yi = zi .

Tu
~x resp.

~y sú vstúpne resp. výstupné premenné ϕ.
Charakteristiký term χ[~x ] pre porovnávanie so vzorom:

χ[~x ] = 1 ∨ χ[~x ] = 0 ∃~y ϕ[~x ; ~y ] ↔ χ[~x ] = 1.

Sved£iae termy ~ω[~x ] pre výstupné premenné:

∃~y ϕ[~x ; ~y ] ↔ ϕ
[

~x ; ~ω[~x]
]

.

Platí

ϕ[~x ; ~y ] ↔ χ[~x ] = 1 ∧

m
∧

i=1

ωi [~x ] = yi .



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

ase

ϕ
1

[~x ; ~y
1

] ⇒ ρ
1

[~x , ~y
1

]
.

.

.

ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]
end

ase

χ
1

[~x ] = 1 ∧ ~ω
1

[~x ] = ~y
1

⇒ ρ
1

[~x , ~y
1

]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

χi [~x ] je harakteristiký term pre porovnávanie so vzorom ϕi [~x ; ~yi ]:

χi [~x ] = 1 ∨ χi [~x ] = 0 ∃~yiϕi [~x ; ~yi ] ↔ χi [~x ] = 1.

Sémantika:

D

(

χ
1

[~x ], ρ
1

[~x , ~ω
1

[~x ]], . . . ,D
(

χm[~x ], ρm[~x , ~ωm[~x ]], 0
)

. . .
)

.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

ase

ϕ
1

[~x ; ~y
1

] ⇒ ρ
1

[~x , ~y
1

]
.

.

.

ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]
end

ase

χ
1

[~x ] = 1 ∧ ~ω
1

[~x ] = ~y
1

⇒ ρ
1

[~x , ~y
1

]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

Podmienka úplnosti a jednozna£nosti:

m
∨

i=1

∃~yiϕi [~x ; ~y1] ∧

m
∧

i ,j=1

∀~yi∀~yj
(

ϕi [~x ; ~yi ] ∧ ϕj [~x; ~yj ] → ρi [~x , ~yi ] = ρj [~x , ~yj ]
)

.

Matematiká notáia:

D~ω
1

,...,~ωm
χ
1

,...,χm

(

ϕ
1

[~x ; ~y
1

], ρ
1

[~x , ~y
1

], . . . , ϕm[~x ; ~ym], ρm[~x , ~ym]
)

.



Deklaratívne programovanie

Podmienkové výrazy

Syntax:

ase

ϕ
1

[~x ; ~y
1

] ⇒ ρ
1

[~x , ~y
1

]
.

.

.

ϕm[~x ; ~ym] ⇒ ρm[~x ; ~ym]
end

ase

χ
1

[~x ] = 1 ∧ ~ω
1

[~x ] = ~y
1

⇒ ρ
1

[~x , ~y
1

]
.

.

.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

Podmienka úplnosti a výlu£nosti:

m
∨

i=1

∃~yiϕi [~x ; ~y1] ∧

m
∧

i ,j=1

i 6=j

¬
(

∃~yiϕi [~x ; ~yi ] ∧ ∃~yjϕj [~x ; ~yj ]
)

.

Matematiká notáia:

D~ω
1

,...,~ωm
χ
1

,...,χm

(

ϕ
1

[~x ; ~y
1

], ρ
1

[~x , ~y
1

], . . . , ϕm[~x ; ~ym], ρm[~x , ~ym]
)

.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

�pei�káia interpretra

Interpreter programovaieho jazyka p.r. odvodení je binárna funkia

e • x , ktorá má tieto dve základné vlastnosti:

◮
Pre kaºdý n-árny p.r. funk£ný symbol f a n-tiu £ísel

x
1

, . . . , xn platí rovnos´:

pf q • 〈x
1

, . . . , xn〉 = f N (x
1

, . . . , xn).

Tu pf q ∈ N je kód a f N : Nn → N interpretáia symbolu f .

◮
Pre kaºdé £íslo e, unárna funkia f de�novaná vz´ahom

f (x) = e • x

je primitívne rekurzívna funkia.

Primitívne rekurzívne odvodenia sú reprezentované p.r. funk£nými

symbolmi.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Implementáia interpretra

Diskrimináia pod©a kon²truktorov p.r. funk£nýh symbolov:

e • x = ase

e = Z ⇒ 0

e = S ⇒ x + 1

e = I

n
i ⇒ [x ]ni

e = 〈〈〈g , gs〉〉〉 ⇒
〈

g • x , gs • x
〉

e = Comp

n
m(h, gs) ⇒ h • (gs • x)

e = Ren(g , h) ⇒
ase

x = 〈0, y〉 ⇒ g • y
x = 〈z + 1, y〉 ⇒ h •

〈

z ,Ren(g , h) • 〈z , y〉, y
〉

otherwise ⇒ 0

end

otherwise ⇒ 0

end.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Implementáia interpretra

De�níia interpretra pomoou vnorenej dvojitej rekurzie:

Z • x = 0

S • x = x + 1

I

n
i • x = [x ]ni

〈〈〈g , gs〉〉〉 • x =
〈

g • x , gs • x
〉

Comp

n
m(h, gs) • x = h • (gs • x)

Ren(g , h) • 〈0, y 〉 = g • y

Ren(g , h) • 〈x + 1, y 〉 = h •
〈

x ,Ren(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉

.

Podmienky regularity pre funkiu e • x sú triviálne splnené, napr.

(

Ren(g , h), 〈x , y 〉
)

<
lex

(

Ren(g , h), 〈x + 1, y〉
)

(

h,
〈

x ,Ren(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉)

<
lex

(

Ren(g , h), 〈x + 1, y〉
)

.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Primitívne rekurzívne indexy

Prirodzené £íslo e také, ºe

∀x
1

. . . ∀xn f (x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉,

sa nazýva primitívne rekurzívny index funkie f .

Veta

Funkia je primitívne rekurzívna práve vtedy, ke¤ má primitívne

rekurzívny index.

Dobre vytvorené primitívne rekurzívne indexy

Predikát Prf (n, e) platí, ak £íslo e je dobre vytvorený primitívne

rekurzívny index nejakej n-árnej p.r. funkie, t.j. e = pf q pre nejaké

f ∈ PR

n
.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operáie s£ítania

h(x , z , y) = S I

3

2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol

Re

2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

a jeho aritmetizáia (p.r. index)

Re

2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

)).

Re

2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Kon²tantné funkie

�pei�káia unárnej p.r. funkie Cm:

Prf (1,Cm) ∧ ∀x Cm • x = m.

Návod na rie²enie:

C

0

= Z Cm+1

(x) = SCm(x).

�pei�káia binárnej p.r. funkie C

n
m:

Prf (n,C n
m) ∧ ∀x

1

. . . ∀xnC
n
m • 〈x

1

, . . . , xn〉 = m.

Návod na rie²enie:

C

n
m(x1, . . . , xn) = Cm I

n
1

(x
1

, . . . , xn).



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Kon²tantné funkie

�pei�káia unárnej p.r. funkie Cm:

Prf (1,Cm) ∧ ∀x Cm • x = m.

Rie²enie:

C

0

= Z Cm+1

= Comp

1

1

(S ,Cm).

�pei�káia binárnej p.r. funkie C

n
m:

Prf (n,C n
m) ∧ ∀x

1

. . . ∀xnC
n
m • 〈x

1

, . . . , xn〉 = m.

Rie²enie:

C

n
m = Comp

n
1

(Cm, I
n
1

).



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Iteráia unárnej funkie

�pei�káia unárnej p.r. funkie Iter(e):

Prf (1, e) → Prf

(

2, Iter(e)
)

Iter(e) • 〈0, x〉 = x

Iter(e) • 〈n + 1, x〉 = e •
(

Iter(e) • 〈n, x〉
)

.

Návod na rie²enie. Ak e je p.r. index unárnej funkie f , potom

Iter(e) je p.r. index jej iteráie f n(x):

f 0(x) = x

f n+1(x) = f f n(x).

Rie²enie:

Iter(e) = Re

2

(

I

1

1

,Comp

3

1

(e, I 3
2

)
)

.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Bezparametriká primitívna rekurzia

�pei�káia binárnej p.r. funkie Re0 (m, e):

Prf (2, e) → Prf

(

1,Re0 (m, e)
)

Re0 (m, e) • 0 = m

Re0 (m, e) • (x + 1) = e •
〈

x ,Re0 (m, e) • x
〉

.

Návod na rie²enie. Ak e je p.r. index binárnej funkie h, potom

Re0 (m, e) je p.r. index unárnej funkie f :

f (0) = m

f (x + 1) = h
(

x , f (x)
)

.

Rie²enie:

Re0 (m, e) = Comp

1

2

(

Re

2

(

Cm,Comp
3

2

(

e, 〈〈〈I 3
1

, I 3
2

〉〉〉
)

)

, 〈〈〈I 1
1

,C
0

〉〉〉

)

.



Efektívne operáie na primitívne rekurzívnyh indexoh

Parametriká funkia

�pei�káia binárnej p.r. funkie e/x :

Prf (2, e) → Prf (1, e/x)

(e/x) • y = e • 〈x , y 〉.

Návod na rie²enie. Ak e je p.r. index binárnej funkie f a x ∈ N,

potom e/x je p.r. index unárnej funkie g :

g(y) = f (x , y).

Platí teda

g(y) = f
(

Cx(y), I(y)
)

.

Rie²enie:

e/x = Comp

1

2

(

e, 〈〈〈Cx , I
1

1

〉〉〉
)

.



Záver

8. vi£enie

◮
Výsledky s komentárom nájdete na webe.

9. vi£enie

◮
Za£ína v stredu o 09:50 v miestnosti F1-248.

◮
Praujte samostatne.

◮
Úlohy odovzda´ najnesk�r do 12:00 v pondelok budúi týºde¬.

10. predná²ka

◮
Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

◮
�iasto£ne rekurzívne funkie.

10. vi£enie

◮
Semestrálny test.
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