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Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

>

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani€end minimalizicia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych Struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

£(0,y) =g(y)
fix+1,y)= h(x7 f(x7 sl(x,y)), f(x, sa(x, y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(x) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie

Vnorena jednoducha rekurzia
Sa to definicie v tvare

£(0,¥) = plyl
f(x+1,y)=7[f(x,-); x,y].

Alternativna formulacia (toto je klauzalna forma definicie):
k
f(X+ 17.)7) = Q[X,Z,y] — /\ f(X,&;[X,y,Zl, s 7Zi—1]) = Zj.

i=1

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na vnorend jednoduchii
rekurziu.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Euklidov algoritmus pre vypocet najvacsieho spolo¢ného
delitela
Rekurzivna definicia s mierou max(x, y):

ged(x,y) =if x #0 Ay # 0 then

case
x>y = ged(x = y,y)
X=y=x
x <y = gcd(x,y = x)
end
else
max(x, y).

Podmienky regularity zaru€ujd, ze vypocet vzdy skoni:

x#Z0Ay #0A x>y — max(x = y,y) < max(x,y)
x#Z0Ay #0Ax <y — max(x,y = x) < max(x,y).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Aproximacna funkcia pre funkciu ged
Specifikacia aproximacnej funkcie

z > max(x,y) = (z,x,y) = ged(x, y).

Definicia aproximacnej funkcie ma tvar jednoduchej rekurzie

f*(0,x,y) =0
ff(z+1,x,y)=if xA#0Ay # 0 then
case
x>y=Tf(z,x=y,y)
X=y =X
x<y=f"(z,x,y = x)
end
else
max(x, y).

Primitivna rekurzivnost ged(x,y) = f*(max(x,y) + 1,x,y).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Zarovnanie binarneho stromu
Klauzalna forma rekurzivnej definicie:

Flatten(0) = 0
Flatten (u,0) = (Flatten(u),0)
F/atten< u, (v,w > = Flatten <<u, v), W>.

Je to rekurzia s mierou m(x):

m{(v,w) =m(v)+2m(w) + 1.

Miera je primitivne rekurzivna funkcia (preco?).
Podmienky regularity maja tvar

m(u) < m{(u,0)
m <<u, v), W> <m <u, (v, W>>



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Aproximacna funkcia pre funkciu Flatten

Specifikacia aproximaénej funkcie
z > m(x) = f*(z,x) = Flatten(x).

Definicia aproximaénej funkcie ma tvar jednoduchej rekurzie

f7(0,x) =0
F(z+1,0)=0
FHz+1,(u,0)) = (F*(z,u),0)
(o4 o, (v, ) = (2. (0, ).

Primitivna rekurzivnost funkcie Flatten plynie z tohoto vyjadrenia

Flatten(x) = f*(m(x) + 1, x).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou
McCarthyho 91 funkcia

Definicia:

fo1 () 91 ak x <101,
X) =
ot x =10 ak x > 101.

Alternativne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie
fgl(X) = if x < 101 then fy; f91(X + 11) else x = 10.

Je to korektna definicia?
Tvrdime, Ze je to spdtna rekurzia s mierou 101 = x. Podmienky
regularity maja teda tvar

x <101 — 101 = (x + 11) < 101 = x
x < 101 — 101 = fg (x + 11) < 101 = x.

Ako splnit druhi podmienku?



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Splnenie podmienok regularity pre McCarthyho 91 funkciu
Uvazujme funkciu f definovanou rekurzivnou rovnostou

f(x) =if x < 101 then [f]x[f]x(x + 11) else x = 10. (1)
Tu [f]x(y) je zdZenie f na vstupy y také, ze 101 - y < 101 = x:
[flx(y) =if 101 = y < 101 = x then f(y) else 0. (2)

Kazda rekurzivna aplikacia v (1) je strazend kontextom v tvare (2).
Je to korektna definicia.

Funkcia f spina podmienky regularity pévodne] rekurzivnej rovnice:

x <101 — 101 = (x + 11) < 101 = x
x < 101 — 101 = f(x + 11) < 101 = x.

Tato funkcia je tiez jedinym rieSenim pdvodne] rekurzivnej rovnice.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou
Aproximacna funkcia pre McCarthyho 91 funkciu

Specifikacia aproximacnej funkcie
z > 101 = x — f*(z,x) = fo1(x).

Definicia aproximaénej funkcie ma tvar vnorenej jednoduchej
rekurzie

f7(0,x) =0
ft(z+1,x) =if x <101 then
f(z,f*(z,x + 11))
else
x = 10.

Primitivna rekurzivnost McCarthyho 91 funkcie plynie z tohoto
vyjadrenia

fo1(x) = F(101 -~ x + 1, x).



Syntaktickd forma rekurzie s mierou

Rekurzia s mierou pu[x]

Sa to definicie v tvare
f(x) = T[[f]ii)?] (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; x] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[f12(9) = if u[p] < u[X] then £(p) else 0.

Kazda rekurzivna aplikacia f(p) v (1) je teda strazenad podmienkou
ulp] < plx].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na rekurziu s mierou.



Syntaktickd forma rekurzie s mierou
Dokaz

Specifikacia aproximacnej funkcie
z > u[xX] = f(z,X) = f(X).
Definicia aprox. funkcie ma tvar vnorenej jednoduchej rekurzie
f7(0,x) =10
ff(z+1,x) = T[[f+]5,2; z,?].

Term na pravej strane druhej rovnosti vznikol s termu 7[f; X]
nahradenim kazdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[£1] 2(7) = if u[p] < u[x] then £*(z,5) else 0.
Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(X) = f(p[x] + 1, x).



Regularne rekurzivne definicie s mierou

Regularna rekurzia s mierou p[X]
Su to definicie v tvare

f(x) = 7lf: X], (1)

pre ktoré st splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity maja tvar:

Crplfi X] = ula[fi K] < ulx]

pre kazda rekurzivnu aplikaciu f(p) funkcie f, ktora je strazena
podmienkou '7 . v terme 7.

Splnenie podmienok regularity sa overuje pre funkciu, ktora je
definovanéa pridruzenou rovnostou:

f(x) =7[[f]% X].

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionalnej rovnice (1).



Regularne rekurzivne definicie s mierou

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie si uzavreté na regularnu rekurziu s
mierou.

Dékaz

Pridruzena rovnost ma tvar syntaktickej formy rekurzie s mierou:
2\ M_ —
f(x) = 7[[f]%: X].
Funkcia f definovana tymto vztahom je preto primitivne rekurzivna.

Poznamka
Cislo pu[X] + 1 predstavuje horny odhad na hibku vypoctového
stromu pre vypocet aplikacie f(X) pomocou programu

F(%) = 7[f; 2.



Charakterizacny problém

Veta

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktora obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x =~ 1 a je uzavreta na explicitné definicie a reguldrnu
rekurziu s mierou.

Dékaz.

Oznacenie:
» PRIM = trieda primitivne rekurzivnych funkcii.

» REG = najmensia trieda funkcii, ktora obsahuje funkciu
nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu predchodcu x =1 a je
uzavretd na explicitné definicie a regularnu rekurziu s mierou.

Cielom je dokazat rovnost

PRIM = REG.



Charakterizacny problém
Dékaz inklazie PRIM C REG

» S € REG, pretoze S je zakladna funkcia triedy REG.
Z € REG plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.

n
Ii

v

v

€ REG plynie z tohoto vyjadrenia I7(x, ..., x,) = X;.

v

Trieda REG je uzavretd na operator kompozicie funkcii:

F(x1,-.. xn) = h(gi(xt, - Xn)s - 8m(X1s - Xn)).

Je to totiz Specialny pripad explicitnej definicie.

v

Trieda REG je uzavretd na operator primitivnej rekurzie:

£(0,y) = g(v) f(x+1,5) = h(x,f(x,5),5)-
Je to Specialny pripad regularnej rekurzie s mierou pu[x, y] = x:

f(x,y) =if x # 0 then h(x = 1,f(x = 1,)7),)7) else g(y).



Charakterizacny problém

Dékaz inklizie REG C PRIM

» S € PRIM, pretoze S je zakladna funkcia triedy PRIM.
» Ax.x =1 € PRIM plynie z tohoto vyjadrenia

0-1=0 x+1=-1=x.
» Trieda PRIM je uzavreta na explicitné definicie funkcii:
f(x1,...,%n) = T[X1, ..., Xn]-

D6kaz tvrdenia na 3. prednaske.

» Trieda PRIM je uzavreta na regularnu rekurziu s mierou:
(X1, . xn) =T[fix1,. .., Xn]-

Dokaz tvrdenia na tejto prednaske.



Zaver
6. cvicenie

» Vysledky s komentarom néjdete na webe.

7. cvicenie
» Zadina v stredu o 09:50 v miestnosti F1-248.

> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v pondelok budici tyzden.

8. prednaska

» Poza primitivnu rekurziu:

» Ackermann-Péterovej funkcia,
» univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.

» Obecne rekurzivne funkcie.

» u-rekurzivne funkcie.
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