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Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

>

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢ena minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych Struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

f(0,y) = &(y)
fix+1y)= h(x, f(x,sl(x,y)), f(x, s(x,y, f(x, sl(x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(X) = 7[f; x].

Podmienka regularity ['¢(z — p[p] < p[x] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie
Explicitné definicie predikatov

S to definicie v tvare

P(xi,...,%n) ¢ @[x1,. .., Xn].

Veta

Primitivne rekurzivne predikaty si uzavreté na explicitné definicie
predikatov s ohranic¢enymi formulami.

Ohranicena minimalizacia

Sa to definicie funkcii v tvare (¢ je ohrani¢ena formula)

f(X) = wy < 7[x][lx, ¥]]-

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie st uzavreté na definicie funkcii
ohrani¢enou minimalizaciou.



Zopakovanie

Priklady primitivne rekurzivnych funkcii a predikatov

» Ternarna diskrimina¢na funkcia
D(x,y,z) =vex#0Av=yVx=0Av =z
Notaéna konvencia

D(m1,m2,713) = if 71 # 0 then 7, else 73
D(P*('?]_),7—2,7—3) =if P(7?1) then 7, else 73.

» Rovnosti a nerovnosti:

x=y x#y x<y x<y xZy x>y.



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia

[(J6o) [ 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6] -

0| 1| 3| 610|115 |21

2| 4| 7|11 |16|22]| 29

5| 8|12 |17 |23 |30 38

9| 13|18 |24 |31 3948

14 | 19 [ 25 [32] 40 | 49 | 59

20 | 26 | 33 |41 |50 | 60 | 71

ool wld~|o

27 | 34 | 42|51 |61 |72 | 84

xX+y

Ioy)=> i+ x.

i=0



Parovacia funkcia

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)

(o[ 0] 1] 2] 3] 4] 5] 6] -

0 11 2 4| 7|11]16 | 22

5| 8|12 |17 |23 |30

6| 9|13 (18|24 31|39

10 | 14 | 19 | 25 | 32| 40 | 49

15120 | 26|33 |41 |50 | 60

21 [27 | 34 |42 |51 | 61| 72

ol plwN| -

28 | 3543|5262 |73 |85

xX+y

(xy)=) i+1l+x

i=0



Parovacia funkcia

Vlastnosti parovacej funkcie
Modifikovana verzia Cantorovej parovacej funkcie ma tieto zakladné

vlastnosti:
(X1,%) = (y1,)2) > X1 =Y1 AXx2 =y
x < (%, y) Ny < (x,y)
x=0V3dydzx = (y,z).
Désledok:

0# (x,y).

Cislo 0 je jediny atom.



Parovacia funkcia

Projekcie

Unarne projekcie 7 a mo spliaji tieto identity:

mi(x,y) =
X7y> =Yy
7T1(0) =0= 7'('2(0).

—

™2

Primitivna rekurzivnost oboch funkcii plynie z tohoto vyjadrenia

m(x) = uy < x[Fz < xx = (y, z)]
m(x) = nz < x[Fy < xx = (y, z)].



Parovacia funkcia
Priklad

Fibonacciho postupnost je p.r. funkcia:

fo=0 h=1 foro = foy1 + fo.
Uvazujme totiz funkciu

g(n) = (fn, fot1)-
Plati teda
fo = m18(n).

Primitivna rekurzivnost funkcie g (a tym aj f,) plynie z

g(0) = (fo, ) = (0,1)

g(n+1) = (for1, for2) = (m2g(n), for1 + fo) =
— <7r2 g(n),mg(n) +m g(”)>’



Parovacia funkcia

Parova reprezentacia prirodzenych Cisel

0 1=1(0,0) 2=(0,1) 3=1(1,0)
5=(1,1) 6 = (2,0 7=1(0,3)

10 = (3,0) 11 =(0,4)

12 = (1,3) 13 = (2,2) 14 = (3,1) 15 = (4,0)

SN B i



Aritmetizacia kartezianskeho stc¢inu

Aritmetizacia
Kédom n-tice (x1,...,x,) € N” je Cislo

T(x1,...,%xn) " €N,

ktoré je definované induktivne takto:

I’@TO -0
1l —
(X1, %2, ...y xn) " = <x1,r(x2, e ,x,,)j"_1> ak n>2.

Priklad

Kédovanie dvojic a trojic sa prekryva:

7(0,1)™ = (0,1) =2
7(0,0,0)™ = (0,7(0,0)") = (0,(0,0)) = (0,1) = 2.



Aritmetizacia kartezianskeho sacinu
Notacia
Pre n > 3 zapisujeme <x1, (x2, ... ,x,,>> skratene (x1,x2,...,Xp):

(X1, ee s Xn) = (X1y. vy Xn)-

Vlastnost byt kédom n-tice prirodzenych Cisel
Binarny primitivne rekurzivny predikat Tuple(n, x) plati, ak Eislo x
je kédom nejakej n-tice prirodzenych Cisel:

Tuple(n,x) &> n=0Ax=0Vn=1Vn>2A75 2(x)#0.
Zdévodnenie pre n > 2:

Ixg . Ixg X = (X1, e Xn) <> T 2(x) # 0.



Aritmetizacia kartezianskeho stc¢inu

Projekcia
Zobecnenim projekcii 71 a m je ternarna funkcia [x]7 taka, ze

[(x1,. .., xn)]7 = X prel </ <n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

myH(x) ak1<i<n,
[X]! =< 737 (x)  aki=n,

inac.

Zdoévodnenie pre n > 2:

X ={(X1,...,Xn /\x,—7717r2 (X)/\Xn:ﬂ'g—l(x).



Aritmetizacia konecnych postupnosti

Aritmetizacia
Kédom konecnej postupnosti (x1, 2, ...,X,) € N” je Cislo

(X1, %2, ..., Xn, 0).

Kédom prazdnej postupnosti je Cislo 0.

NN ON

y 0 y X2 .
z 0 AN
Xn 0
<X70> <X7.y70> <X7.y7z70> <X17X27“‘7Xn70>

Kazdé prirodzené Cislo je kédom nejakej kone€nej postupnosti.



Aritmetizacia konecnych postupnosti

Dlzka postupnosti
Funkcia L(x) vypocita dlzku postupnosti x:

L(xg,...,xn,0) =n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia
L(x) = un < x[m3(x) = 0].
Indexovacia funkcia
Binarna operacia (x); vrati (i+1)-vy prvok postupnosti x:
((xo,...,x,-,...,x,,_l,0>)l.:x,- pre i < n.
Primitivna rekurzivnost plynie z tohoto vyjadrenia

(x); = m mh(x).



"Course-of-values' rekurzia

Priklad

Fibonacciho postupnost

=0
fi=1

fn+2 — I'n+1 + fn'
Alternativna definicia

fo=0
for1 = D(n, iy + freq, 1).

Podmienky regularity

n<n+lAn=-1<n+1.



"Course-of-values' rekurzia

Priklad
Dlzka zapisu Cisla v binarnej reprezentacii
0], =0
12x|p = |x|p +1 ak x #0

2x + 1] = [x|p + 1.
Alternativna definicia

|0 =0
X +1p = |(x +1) = 2J, + 1.

Podmienka regularity

(x+1)+2<x+1.



"Course-of-values' rekurzia

"Course-of-values’ rekurzia
Si to definicie v tvare

£(0,y) = ply]
f(X—l_l?y) :T[X7f(€1[xv}7]7)7)7”‘7f(£k[xv}7]7}7)7)7]7

kde
Gy < x A Aklx, Y] < x.
Podmienky regularity:
GGy < x4+ 1A Aékx, 7] < x+ 1.

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie sii uzavreté na 'course-of-values’

rekurziu.



"Course-of-values' rekurzia

Dokaz vety
Uvazujme definiciu v tvare

f(0)=m
f(x+1) = h(x, fs(x)),

kde s(x) < x.
Tvrdime, Ze funkcia histérie f pre f:

f(x) = (f(x),f(x —1),...,f(2),f(1),£(0),0)
Lf(x) =x+1AVz<xf(z) = (f(x)),.

je primitivne rekurzivna funkcia. Primitivna rekurzivnost funkcie f
potom plynie z tohoto vyjadrenia

f(x) = (?(x)) o



"Course-of-values’ rekurzia
Primitivna rekurzivnost funkcie histérie
Potrebujeme, aby platilo
£(0) = (£(0),0) = (m,0)
Flx+1) = (F(x+ 1), F(x)) = (h(x. F 5(x)),7(x))

= (1 (7)) 70 )
Funkcia histérie je primitivne rekurzivna z tohoto vyjadrenia
£(0) = (m,0)
flx+1)= <h(x, (F(X))X;S(X)),F(x)>.



Zaver
4. cvicenie

» Vysledky s komentarom najdete na webe.

5. cvicenie
» Zacina v stredu o 09:50 v miestnosti F1-248.

> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v pondelok budici tyzden.

6. prednaska
» Vnorena jednoducha rekurzia:

f(0,y) = &(y)
fix+1y)= h(x, f(x,sl(x,y)), f(x, s(x,y, f(x, sl(x,y))),y).
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