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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické zaklady deklarativnych
programovacich jazykov.

Strucna osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia datovych struktar.

» Regularne rekurzivne definicie s mierou.
» Obecne rekurzivne funkcie

» Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:
> Ackermannova funkcia (1928),
> univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.
» Ciastocne rekurzivne funkcie

» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
» Kleeneho veta o normalnej forme.
» Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutelné problémy.



Zopakovanie

Dobre zalozené relacie
Vravime, Ze relacia X < y na N” je dobre zalozena (tiez
noetherianska), ak kazda klesajica postupnost

Xp = Xo = Xz = Xg > -

je koneéna. Tu X =y < y < X.
Uplné dobre zalozené usporiadanie sa nazyva dobré usporiadanie.

Priklady

» Relacia X < y indukovana mierou p[x] do standardného
usporiadania prirodzenych Cisel:

-

X <y < plx] < plyl.
» Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych Cisel:

(a,b) <jlex (c,d) <> a<cVa=cAb<d.



Zopakovanie

Regularna rekurzia do dobre zalozenej relacie <

Si to definicie v tvare
f(x) = 7[f: x], (1)

pre ktoré sii splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity maja tvar:

Mholfi ] = Alfi < < %

pre kazdi rekurzivnu aplikaciu f(p) funkcie f, ktora je strazena
podmienkou 7 . v terme 7.
Splnenie podmienok pre funkciu definovanou pridruzenou rovnostou

f(%) = 7lflz: 5.

Tato funkcia je potom jedinym rieSenim funkcionalnej rovnice (1).



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie (charakterizacia)

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktora obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x = 1 a je uzavreta na explicitné definicie a regularne
rekurzivne definicie s mierou.

Obecne rekurzivne funkcie (definicia)

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii, ktora
obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu predchodcu

x =1 a je uzavretd na explicitné definicie a regularne rekurzivne
definicie do dobre zalozenych relacii.

Obecne rekurzivne funkcie, ktoré nie sa primitivne rekurzivne

» Ackermannova funkcia (1928).

» Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.



Zopakovanie

Regularna minimalizacia
Sa to definicie funkcii v tvare

f(x1,...,xn) = najmensie Cislo y také, ze plati ¢[x1,...,xn,y],
kde ¢ je ohranicena formula spliajica podmienku regularity
Vxy- - Vxpdye[xt, - oy Xn, Y]
Skrateny zapis
(X1, Xn) = py[go[xl, .. ,x,,,y]].

V nasledujicej definicii pod operatorom regularnej minimalizacie
rozumieme regularnu minimalizaciu v tomto Specidlnom tvare:

f(xt,...,xn) = wylgly,x1,...,xa) =1].



Zopakovanie

u-rekurzivne funkcie

Trieda p-rekurzivnych funkcii je najmensia primitivne rekurzivne
uzavreta trieda funkcii, ktora je uzavretd na operator regularnej
minimalizacie.

Veta

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je totozna s triedou
w-rekurzivnych funkcii.

Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.



Deklarativne programovanie

Programy deklarativnej paradigmy
Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii:

f(X) = 7[f; x].

Zakladné konstrukcie pri tvorbe programov

» Premenné a konstanty.
» Funkéné aplikacie.
» Podmienkové vyrazy.
» Jednoduché podmienkové vyrazy:

D(r1,72,73) = if 71 # 0 then 7, else 73.
» Obecné podmienkové vyrazy:

case Y1 = p1 ... Pm = pm end.



Deklarativne programovanie

Diskriminacia na konstantach
Rekurzivna definicia Fibonacciho postupnosti:

f, = case
n=0=0
n=1=1
n#OAn;é1:>fn;1+fn;2
end.
Program:
f, = case

(h=+0)=1=0

(n=+1)=1=1

(n;é*O/\* n;é* 1):1:>fn41+fn42
end.

Preklad do definicie s jednoduchymi podmienkovymi vyrazmi:

fp =if (n=,0) # 0 then O else if (n=,1) # 0 then 1 else f,.; + f,-,.



Deklarativne programovanie

Diskriminacia na konstantach
Rekurzivna definicia Fibonacciho postupnosti:

f, = case
n=0=0
n=1=1
otherwise = f,-; + f,-»
end.
Program:
f, = case

(h=+0)=1=0

(n=+1)=1=1

(n 2* 2): 1:> fn41+fni2
end.

Preklad do definicie s jednoduchymi podmienkovymi vyrazmi:

fp =if (n=,0) # 0 then O else if (n=,1) # 0 then 1 else f,.; + f,-,.



Deklarativne programovanie

Dichotomicka diskriminacia
Explicitna definicia funkcie max(x,y):

max(x, y) = case
XZy=x
X<y=y

end.

Program:

max(x, y) = case
(x>,y)=1=>x
(x<sy)=1=y

end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

max(x, y) = if (x >, y) # 0 then x else y.



Deklarativne programovanie

Dichotomicka diskriminacia
Explicitna definicia funkcie max(x,y):

max(x, y) = case
XZy=x
XSy=y

end.

Program:

max(x, y) = case
(x>,y)=1=>x
(x<.y)=1=y

end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

max(x, y) = if (x >, y) # 0 then x else y.



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case
@1[X] = p1[x] xi[x] =1 = pi[X]
©m[X] = pm[X] Xm[X] =1 = pm[X]
end end.

Tu x;[X] je charakteristicky term pre o;[X]:
W =1Vl =0 @il & il =1,
Sémantika:

D (vl palS1; -, D (A1, pml51,0) - . ).



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case
p1[X] = p1[x] xi[¥] =1 = m[X]
Pm[X] = pm|[X] Xml%] = 1 = pm[x]
end end.

Podmienka aplnosti a jednoznacnosti:

m

Vealn A (@il A gl = pild] = pil).

ij=1



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
Case case
p1[X] = plx] xi[X] = 1= p[x]
Som[)_(] = pm[)_(] Xm[)_ﬂ =1l= pm[)?]
end end.

Podmienka Gplnosti a vylu¢nosti:

m

Veldn A\ ~(eils] A ilsl).
i=1 i,’:i;il



Deklarativne programovanie

Monadicka diskriminacia
Rekurzivna definicia umochnovania:

x¥ = case
y=0=1
y=z+1= xx*
end.
Program:
x¥ = case

(y=4«0)=1=1
(y#£.0)=1Ay-1=z= xx*
end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

x¥ =if (y =, 0) # 0 then 1 else x-x"*.



Deklarativne programovanie

Monadicka diskriminacia
Rekurzivna definicia umochnovania:

x¥ = case
y=0=1
y=z+1= xx*
end.
Program:
x¥ = case

(y=4«0)=1=1
(y#,0)=1=letz=y = 1in x-x*
end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

x¥ =if y # 0 then x-x’"! else 1.



Deklarativne programovanie
Parova diskriminacia
Rekurzivna definicia parovej velkosti prirodzeného Cisla:

x|, = case
x=0=0
x=(v,w) = |v[, +|w[, +1
end.
Program:
x|, = case

(x=.0)=1=>0
(x#,0)=1=let v =mi(x) A w =m(x) in
vl + w], + 1
end.

Preklad do definicie s jednoduchym podmienkovym vyrazom:

x|, = if x # 0 then |m1(x)[, + |m2(x)[, + 1 else 0.



Deklarativne programovanie

Porovnavanie so vzorom ('pattern matching’)
Formula ¢[X; y] splha podmienku jednoznacnosti

m
el ANl 2l = Nyi =z
i=1

Tu X resp. y sl vstlipne resp. vystupné premenné .
Charakteristicky term x[x] pre porovnavanie so vzorom:

XK =1vx[x]=0  3Jye[y] < x[x] =1.
Svedc¢iace termy &[X] pre vystupné premenné:
37 ¢l%: 7] & o[x G[K].

Plati

plX:y] < XX =1A /\wi[ﬂ = Yi



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case

1[5 1] = p1[X, %] x1[X] = LA G1[X] = yi = ;X y1]

SDm[)?? ym] = Pm[;{? ym] Xm[;(] =1 /\‘Ijm[;(] = Ym = pm[f,ym]
end end.

Xi[X] je charakteristicky term pre porovnavanie so vzorom ¢;[X; yi]:
XilX=1Vvxi[x] =0 Fyipil% yi] < xilx] = 1.
Sémantika:

D(Xl[)?]vpl[)?vgl[)?]]’ SEEE) D(Xm[)?]’pm[)?a ‘D'm[)?]]vo) = )



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case

o1l ] = pilx 5l x1[¥] = LA G [X] = yi = pa[X, 5]
Pm[X: Yl = pml% Vm]  Xml[X] = LA Gn[X] = Y = pmlX, Y]
end end.
Podmienka Gplnosti a jednoznacnosti:
\ 3veil sl A N\ iy (@il% 7] A gl 73] — pil%, 7] = pil%, 51)-
i=1 ij=1
Matematicka notéacia:

DErEm (01 [%; 7], 1%, Al - - - s el Vil PmlX, im]).-



Deklarativne programovanie

Podmienkové vyrazy

Syntax:
case case

1[5 1] = p1[X, %] x1[X] = L AG1[X] = yi = ;X %]

omlX; Yl = pmlXiVm]  XmlX] = 1L AGm[X] = Vin = pmlX, Vim]
end end.

Podmienka Gplnosti a vylu€nosti:

m m
V el Al N\ ~Grieil% 7l A gl 7).
i=1 ij=1

i

Matematicka notacia:

Dii’j§:(@1[%v }71]7P1[>?a)71], ceey Spm[)?; ym],pm[)?, ym])



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Specifikacia interpretra
Interpreter programovacieho jazyka p.r. odvodeni je binarna funkcia
e @ x, ktord ma tieto dve zakladné vlastnosti:

» Pre kazdy n-arny p.r. funkény symbol f a n-ticu &isel
X1,...,Xn plati rovnost:

Tfle(x,...,xp) = fN(xl,...,x,,).

Tu"f7eNjekéd a FV : N” 5 N interpretacia symbolu f.
» Pre kazdeé Cislo e, unarna funkcia 7 definovana vztahom

f(x)=eex

je primitivne rekurzivna funkcia.

Primitivne rekurzivne odvodenia s reprezentované p.r. funkénymi
symbolmi.



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Implementacia interpretra
Diskriminacia podla konstruktorov p.r. funkénych symbolov:

e e x = case
e=272=0
e=8=>x+1
eI = ]
e=(g,85) = (gex,gsex)
e = Comp/ (h,gs) = he(gsex)
e = Recy(g, h) =
case
x=(0,y) =gey
x=(z+1,y) = he(z, Recy(g,h) e (z,y),y)
otherwise = 0
end
otherwise = 0
end.



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Implementacia interpretra
Definicia interpretra pomocou vnorenej dvojitej rekurzie:

Zex=0
Sex=x+1
I o x = [x]{
(g,85)ex=(gex,gsex)
Comp; (h,gs)ex = he(gsex)
Rec,(g,h)e(0,y) =gey
Recp(g,h) e (x+1,y) = he(x, Recy(g,h) ® (x,y),y).

Podmienky regularity pre funkciu e @ x si trivialne splnené, napr.

(Rec,,(g, h), <x,y>) <lex (Rec,,(g, h), (x + 1,y>)
(h, <x, Recp(g,h) e <x,y>,y>) <lex (Rec,,(g, h), (x + 1,y>).



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Primitivne rekurzivne indexy
Prirodzené Cislo e takeé, ze

Vx1...Vxpf(x1,...,xn) = €@ (x1,...,Xn),

sa nazyva primitivne rekurzivny index funkcie f.

Veta
Funkcia je primitivne rekurzivna prive vtedy, ked ma primitivne
rekurzivny index.

Dobre vytvorené primitivne rekurzivne indexy

Predikat Prf(n, e) plati, ak Cislo e je dobre vytvoreny primitivne
rekurzivny index nejakej n-arnej p.r. funkcie, t.j. e = "f ' pre nejaké
f € PR".



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operécie scitania

h(x,z,y) =SB(x,z,y)
O+y=y 0+y=1I(y)
x+1l+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y)

Primitivne rekurzivny funkény symbol @
Recy (I}, Comp3(S, 13))
a jeho aritmetizacia (p.r. index) @

Recy(I}, Comp}(S. I)). & (B



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Konstantné funkcie
Specifikacia unarnej p.r. funkcie Cpy:

Prf(1, Cp) AVx Cry @ x = m.
Néavod na rieSenie:
Co=Z Cm+1(x) = S C(x).
Specifikacia binarnej p.r. funkcie C”:
Prf(n, C2) AVx1 ... V%, Cpy @ (X1,...,Xp) = m.
Navod na rieSenie:

Co(xty. oy %n) = C 17 (x1, - -+ s Xn)-



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Konstantné funkcie
Specifikacia unarnej p.r. funkcie Cpy:

Prf(1, Cp) AVx Cry @ x = m.
RieSenie:
Co=2 Crmy1 = Compl(S, Cr).
Specifikacia binarnej p.r. funkcie C”:
Prf(n, C2) AVx1 ... V%, Cpy @ (X1,...,Xp) = m.
RieSenie:

C! = Comp{(Cp, I").



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Iteracia unarnej funkcie
Specifikacia unarnej p.r. funkcie Iter(e):

Prf(1,e) — Prf(2, Iter(e))
Iter(e) e (0,x) = x
Iter(e) o (n+1,x) = e e (Iter(e) o (n,x)).

Navod na riesenie. Ak e je p.r. index unarnej funkcie f, potom
Iter(e) je p.r. index jej iteracie f"(x):

Riesenie:

Iter(e) = Recy (I}, Compi(e, I})).



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch
Bezparametricka primitivna rekurzia
Specifikacia binarnej p.r. funkcie RecO(m, e):
Prf(2,e) — Prf(1, RecO(m,e))
RecO(m,e)e0=m
RecO(m,e) e (x+1) =ee(x,RecO(m,e)ex).
Navod na riesenie. Ak e je p.r. index binarnej funkcie h, potom
Rec0O(m, e) je p.r. index unarnej funkcie f:
f(0)
f(x +1) = h(x, f(x)).

m

Riesenie:

RecO(m,e) = Comp} (R662<Cm, Comp3 (e, (I7, 123))),(111, Co)>.



Efektivne operacie na primitivne rekurzivnych indexoch

Parametricka funkcia
Specifikacia binarnej p.r. funkcie e/x:

Prf(2,e) — Prf(1,e/x)
(e/x) ey =ee(x,y).

Navod na rieSenie. Ak e je p.r. index binarnej funkcie f a x € N,
potom e/x je p.r. index unarnej funkcie g:

gy) = f(xy).
Plati teda
gy) = f(C(), ().
RieSenie:

e/x = Comp}(e,(Cy. I1)).



Zaver
8. cvicenie

» Vysledky s komentarom najdete na webe.

9. cvicenie
» Zacina v stredu o 09:50 v miestnosti F1-248.

> Pracujte samostatne.

» Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v pondelok budici tyzden.

10. prednaska
» Kleeneho prva veta o rekurzii (veta o pevnom bode).

» Ciastocne rekurzivne funkcie.

10. cvicenie

» Semestralny test.
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