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Čiastočné funkcie
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Zopakovanie

Ciel’ predmetu

◮ Vybudovat’ matematické základy deklarat́ıvnych
programovaćıch jazykov.

Stručná osnova predmetu

◮ Primit́ıvne rekurźıvne funkcie
◮ Aritmetizácia dátových štruktúr (Gödelizácia).
◮ Regulárne rekurźıvne defińıcie s mierou.

◮ Obecne rekurźıvne funkcie

◮ Regulárne rekurźıvne defińıcie do dobre založených relácíı:
◮ Ackermannova funkcia (1928),
◮ univerzálna funkcia pre primit́ıvne rekurźıvne funkcie.

◮ Čiastočne rekurźıvne funkcie
◮ Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
◮ Kleeneho veta o normálnej forme.
◮ Churchova téza a algoritmicky nerozhodnutel’né problémy.



Zopakovanie

Dobre založené relácie
Vrav́ıme, že relácia ~x ≺ ~y na N

n je dobre založená (tiež
noetherianská), ak každá klesajúca postupnost’

~x1 ≻ ~x2 ≻ ~x3 ≻ ~x4 ≻ · · ·

je konečná. Tu ~x ≻ ~y ↔ ~y ≺ ~x .
Úplné dobre založené usporiadanie sa nazýva dobré usporiadanie.

Pŕıklady

◮ Relácia ~x ≺ ~y indukovaná mierou µ[~x ] do štandardného
usporiadania prirodzených č́ısel:

~x ≺ ~y ↔ µ[~x ] < µ[~y ].

◮ Lexikografické usporiadanie dvoj́ıc prirodzených č́ısel:

(a, b) <lex (c , d)↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .



Zopakovanie

Regulárna rekurzia do dobre založenej relácie ≺

Sú to defińıcie v tvare

f (~x) = τ [f ;~x ], (1)

pre ktoré sú splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity majú tvar:

Γτf (~ρ)[f ;~x ]→ ~ρ[f ;~x ] ≺ ~x

pre každú rekurźıvnu aplikáciu f (~ρ) funkcie f , ktorá je strážená
podmienkou Γτ

f (~ρ) v terme τ .

Splnenie podmienok pre funkciu definovanou pridruženou rovnost’ou

f (~x) = τ
[

[f ]≺~x ;~x
]

.

Táto funkcia je potom jediným riešeńım funkcionálnej rovnice (1).



Zopakovanie

Primit́ıvne rekurźıvne funkcie (charakterizácia)

Trieda primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı je najmenšia trieda funkcíı,
ktorá obsahuje funkciu nasledovńıka S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x .− 1 a je uzavretá na explicitné defińıcie a regulárne
rekurźıvne defińıcie s mierou.

Obecne rekurźıvne funkcie (defińıcia)

Trieda obecne rekurźıvnych funkcíı je najmenšia trieda funkcíı,
ktorá obsahuje funkciu nasledovńıka S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x .− 1 a je uzavretá na explicitné defińıcie a regulárne
rekurźıvne defińıcie do dobre založených relácíı.

Obecne rekurźıvne funkcie, ktoré nie sú primit́ıvne rekurźıvne

◮ Ackermannova funkcia (1928).

◮ Univerzálna funkcia pre primit́ıvne rekurźıvne funkcie.



Zopakovanie

Základné konštrukcie pri tvorbe deklarat́ıvnych programov

◮ Premenné, konštanty a funkčné aplikácie.

◮ Podmienkové výrazy:

case

ϕ1[~x ;~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
.
.
.

ϕm[~x;~ym] ⇒ ρm[~x ;~ym]
end

case

χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x, ~y1]
.
.
.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

χi [~x ] je charakt. term pre porovnávanie so vzorom ϕi [~x ;~yi ]:

χi [~x ] = 1 ∨ χi [~x ] = 0 ∃~yiϕi [~x ;~yi ]↔ χi [~x] = 1.

Sémantika:

D
(

χ1[~x ], ρ1[~x , ~ω1[~x ]], . . . ,D
(

χm[~x ], ρm[~x , ~ωm[~x ]], 0
)

. . .
)

.



Zopakovanie

Základné konštrukcie pri tvorbe deklarat́ıvnych programov

◮ Premenné, konštanty a funkčné aplikácie.

◮ Podmienkové výrazy:

case

ϕ1[~x ;~y1] ⇒ ρ1[~x , ~y1]
.
.
.

ϕm[~x;~ym] ⇒ ρm[~x ;~ym]
end

case

χ1[~x ] = 1 ∧ ~ω1[~x ] = ~y1 ⇒ ρ1[~x, ~y1]
.
.
.

χm[~x ] = 1 ∧ ~ωm[~x ] = ~ym ⇒ ρm[~x , ~ym]
end.

Podmienka úplnosti a jednoznačnosti:

m
∨

i=1

∃~yiϕi [~x ;~y1] ∧
m
∧

i ,j=1

∀~yi∀~yj
(

ϕi [~x ;~yi ] ∧ ϕj [~x;~yj ]→ ρi [~x , ~yi ] = ρj [~x , ~yj ]
)

.

Matematická notácia:

D~ω1,...,~ωm
χ1,...,χm

(

ϕ1[~x ;~y1], ρ1[~x , ~y1], . . . , ϕm[~x ;~ym], ρm[~x , ~ym]
)

.



Čiastočné funkcie

Čiastočné funkcie
n-árna čiastočná funkcia f je jednoznačná relácia z N

n do N:

(~x , y) ∈ f ∧ (~x , z) ∈ f → y = z .

Definičný obor čiastočnej funkcie f :

dom f = {~x ∈ N
n | ∃y (~x , y) ∈ f }.

Čiastočná funkcia f je totálna, ak dom f = N
n, t.j.

∀~x∃y(~x, y) ∈ f .

Pre každé n ≥ 1, symbolom ∅(n) označujeme n-árnu čiastočnú
funkciu, ktorá nie je nikde definovaná.



Čiastočné funkcie

Usporiadanie čiastočných funkcíı

Trieda n-árnych čiastočných funkcíı je usporiadaná reláciou
inklúzie:

f ⊆ g ↔ ∀~x∀y
(

(~x , y) ∈ f → (~x , y) ∈ g
)

.

Základné pojmy:

◮ f je rozš́ıreńım g , ak g ⊆ f .

◮ f je zúžeńım g , ak f ⊆ g .

◮ Rozš́ırenie f , ktoré je totálne, nazveme zúplneńım čiastočnej
funkcie f .

Niektoré základné vzt’ahy:

◮ ∅(n) ⊆ f pre každú čiastočnú n-árnu funkciu f .

◮ Ak f ⊆ g a f je totálna, potom f = g .



Čiastočné funkcie

Ret’azec
Nekonečná postupnost’ n-árnych čiastočných funkcíı

f0, f1, f2, . . . , fi , fi+1, . . .

je ret’azec, ak plat́ı

f0 ⊆ f1 ⊆ f2 ⊆ · · · ⊆ fi ⊆ fi+1 ⊆ · · · .

Množinové zjednotenie
⋃

∞

i=0 fi :

(~x , y) ∈
∞
⋃

i=0

fi ↔ ∃i (~x , y) ∈ fi ,

je jeho limita. Je to opät’ n-árna čiastočná funkcia.



Čiastočné funkcie

Čiastočná denotácia termov
Tvrdenie τ ≃ y , ktoré č́ıtame takto

hodnota výrazu τ existuje a je rovná č́ıslu y ,

je definované indukt́ıvne na štruktúru termu τ :

x ≃ y ≡ x = y

f (ρ1, . . . , ρn) ≃ y ≡ ∃z1 · · · ∃zn
(

n
∧

i=1

ρi ≃ zi ∧ (z1, . . . , zn, y) ∈ f
)

D(ρ1, ρ2, ρ3) ≃ y ≡ ∃z1
(

ρ1 ≃ z1 ∧ (z1 6= 0 ∧ ρ2 ≃ z ∨

z1 = 0 ∧ ρ3 ≃ z)
)

.

Ak hodnota termu existuje, potom je určená jednoznačne:

τ ≃ y ∧ τ ≃ z → y = z .

Ak τ obsahuje len funkcie, potom τ ≃ y ↔ τ = y .



Čiastočné funkcie

Silná rovnost’ (Kleene)

Označenie:

τ↓ ≡ ∃y τ ≃ y (τ je definovaný, má hodnotu, konverguje)

τ↑ ≡ ¬∃y τ ≃ y (τ nie je definovaný, nemá hodnotu, diverguje).

Silná rovnost’ τ ≃ ρ je definovaná predpisom

τ ≃ ρ ≡ ∃y∃z(τ ≃ y ∧ ρ ≃ z ∧ y = z) ∨ τ↑ ∧ ρ↑.

Plat́ı

τ ≃ ρ↔ ∀y(τ ≃ y ↔ ρ ≃ y)

τ ≃ τ τ ≃ ρ→ ρ ≃ τ

τ ≃ ρ ∧ ρ ≃ σ → τ ≃ σ.

Ak termy τ, ρ obsahujú len funkcie, potom τ ≃ ρ↔ τ = ρ.



Čiastočné funkcie

Explicitné defińıcie čiastočných funkcíı

Sú to defińıcie čiastočných funkcíı v tvare

f (x1, . . . , xn) ≃ τ [x1, . . . , xn].

Funkcionálna rovnica má jediné riešenie. Je to n-árna čiastočná
funkcia f definovaná vzt’ahom

∀x1· · · ∀xn∀y
(

f (x1, . . . , xn) ≃ y ↔ τ [x1, . . . , xn] ≃ y
)

.

Explicitné defińıcie (totálnych) funkcíı

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn]

sú špeciálnym pŕıpadom explicitných defińıcíı čiastočných funkcíı.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Veta
Funkcionálna rovnica v neznámej f :

f (x1, . . . , xn) ≃ τ [f ; x1, . . . , xn]

má najmenšie riešenie n-árnu čiastočnú funkciu
⋃

∞

i=0 fi , ktorá je

limitou ret’azca f0, f1, f2, . . . definovaného predpisom

f0 = ∅
(n)

fi+1(x1, . . . , xn) ≃ τ [fi ; x1, . . . , xn].

Poznámka
Toto je prvá čast’ Kleeneho prvej vety o rekurzii. V druhej časti sa
tvrd́ı, že najmenšie riešenie je vypoč́ıtatel’né.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Funkcionálna notácia
Symbolom τ [f ] označme n-árnu čiastočnú funkciu definovanú
predpisom:

τ [f ](x1, . . . , xn) ≃ τ [f ; x1, . . . , xn].

Kleeneho prvá veta o rekurzii charakterizuje pevné body
funkcionálu λf .τ [f ].

Veta o pevnom bode

Funkcionálna rovnica v neznámej f :

f = τ [f ]

má najmenšie riešenie n-árnu čiastočnú funkciu
⋃

∞

i=0 fi , ktorá je

limitou ret’azca f0, f1, f2, . . . definovaného predpisom

f0 = ∅
(n) fi+1 = τ [fi ].



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Monotónnost’)

Pre l’ubovolné n-árne čiastočné funkcie f a g plat́ı

f ⊆ g → τ [f ] ⊆ τ [g ].

Dôkaz
Indukciou na štruktúru termu τ .

Dôsledok
Ak postupnost’ n-árnych čiastočných funkcíı

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

je ret’azec, potom aj táto postupnost’ n-árnych čiastočných funkcíı

τ [f0], τ [f1], τ [f2], . . . , τ [fi ], . . .

je ret’azec.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Monotónnost’)

Pre l’ubovolné n-árne čiastočné funkcie f a g plat́ı

∀~x∀y
(

f (~x) ≃ y → g(~x) ≃ y
)

→ ∀~x∀y
(

τ [f ;~x ] ≃ y → τ [g ;~x ] ≃ y
)

.

Dôkaz
Indukciou na štruktúru termu τ .

Dôsledok
Ak postupnost’ n-árnych čiastočných funkcíı

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

je ret’azec, potom aj táto postupnost’ n-árnych čiastočných funkcíı

τ [f0], τ [f1], τ [f2], . . . , τ [fi ], . . .

je ret’azec.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Spojitost’)

Pre l’ubovolný ret’azec n-árnych čiastočných funkcíı

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

plat́ı vzt’ah

τ [

∞
⋃

i=0

fi ] =

∞
⋃

i=0

τ [fi ].



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Lema (Spojitost’)

Pre l’ubovolný ret’azec n-árnych čiastočných funkcíı

f0, f1, f2, . . . , fi , . . .

plat́ı vzt’ah

∀~x∀y
(

τ [

∞
⋃

i=0

fi ;~x ] ≃ y ↔ ∃i τ [fi ;~x ] ≃ y
)

.

Dôkaz
Implikácia (←) je priamočiary dôsledok monotónosti. Opačná
implikácia sa dokazuje indukciou na štruktúru termu τ .



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Dôkaz vety o pevnom bode

◮ Postupnost’ f0, f1, f2, . . . je ret’azec, t.j.

∀i fi ⊆ fi+1.

◮ Limita ret’azca
⋃

∞

i=0 fi je riešenie funkcionálnej rovnice, t.j.

⋃∞

i=0
fi = τ [

⋃∞

i=0
fi ].

◮ Limita ret’azca
⋃

∞

i=0 fi je najmenšie riešenie. Ak g je riešenie
funkcionálnej rovnice, potom

⋃∞

i=0
fi ⊆ g .

Tu stač́ı dokázat’

∀i fi ⊆ g .



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Dôkaz vety o pevnom bode

◮ Postupnost’ f0, f1, f2, . . . je ret’azec, t.j.

∀i∀~x∀y
(

fi(~x) ≃ y → fi+1(~x) ≃ y
)

.

◮ Limita ret’azca
⋃

∞

i=0 fi je riešenie funkcionálnej rovnice, t.j.

∀~x (
⋃∞

i=0
fi)(~x) ≃ τ [

⋃∞

i=0
fi ;~x ].

◮ Limita ret’azca
⋃

∞

i=0 fi je najmenšie riešenie. Ak g je riešenie
funkcionálnej rovnice, potom

∀~x∀y
(

(
⋃∞

i=0
fi)(~x) ≃ y → g(~x) ≃ y

)

.

Tu stač́ı dokázat’

∀i∀~x∀y
(

fi (~x) ≃ y → g(~x) ≃ y
)

.



Kleeneho prvá veta o rekurzii

Rekurźıvne defińıcie čiastočných funkcíı

Sú to defińıcie čiastočných funkcíı v tvare

f (x1, . . . , xn) ≃ τ [f ; x1, . . . , xn].

Čiastočnou funkciou, ktorá je definovaná uvedeným vzt’ahom,
rozumieme najmenšie riešenie tejto funkcionálnej rovnice v triede
n-árnych čiastočných funkcíı. Existencia takého riešenia plynie z
Kleeneho prvej vety o rekurzii.
Nasledujúcu vetu dokážeme až na budúcej prednáške.

Veta
Regulárne rekurźıvne defińıcie do dobre založených relácíı

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]

sú špeciálnym pŕıpadom rekurźıvnych defińıcíı čiastočných funkcíı.



Čiastočne rekurźıvne funkcie

Defińıcia triedy čiastočne rekurźıvnych funkcíı

◮ Základné funkcie:
◮ funkcia nasledovńıka S(x) = x + 1,
◮ funkcia predchodcu x .− 1.

◮ Explicitné defińıcie čiastočných funkcíı:

f (x1, . . . , xn) ≃ τ [x1, . . . , xn].

◮ Rekurźıvne defińıcie čiastočných funkcíı:

f (x1, . . . , xn) ≃ τ [f ; x1, . . . , xn].

Funkcia je rekurźıvna, ak je to totálna čiastočne rekurźıvna funkcia.
Predikát je rekurźıvny, ak taká je jeho charakteristická funkcia.



Čiastočne rekurźıvne funkcie

Veta
Trieda rekurźıvnych funkcíı je obecne rekurźıvne uzavretá.

Dôsledok

◮ Každá obecne rekurźıvna funkcia je rekurźıvna.

◮ Každý obecne rekurźıvny predikát je rekurźıvny.

◮ Trieda rekurźıvnych funkcíı je primit́ıvne rekurźıvne uzavretá.

◮ Rekurźıvne predikáty sú uzavreté na explicitné defińıcie

predikátov s ohraničenými formulami.

◮ Rekurźıvne funkcie sú uzavreté na defińıcie funkcíı

ohraničenou minimalizáciou.

◮ Rekurźıvne funkcie sú uzavreté na defińıcie funkcíı regulárnou

minimalizáciou.



Čiastočne rekurźıvne funkcie

Neohraničená minimalizácia
Sú to defińıcie čiastočných funkcíı v tvare

f (x1, . . . , xn) ≃ najmenšie č́ıslo y také, že plat́ı ϕ[x1, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohraničená formula. Skrátený zápis:

f (x1, . . . , xn) ≃ µy
[

ϕ[x1, . . . , xn, y ]
]

.

Regulárna minimalizácia:

f (~x) = µy
[

ϕ[~x , y ]
]

ak ∀~x∃yϕ[~x , y ],

je špeciálny pŕıpad neohraničenej minimalizácie.

Veta
Trieda čiastočných rekurźıvnych funkcíı je uzavretá na defińıcie

čiastočných funkcíı neohraničenou minimalizáciou.



Čiastočne rekurźıvne funkcie

Neohraničená minimalizácia
Sú to defińıcie čiastočných funkcíı v tvare

f (x1, . . . , xn) ≃ y ↔ ϕ[x1, . . . , xn, y ] ∧ ∀z < y ¬ϕ[x1, . . . , xn, z ],

kde ϕ je ohraničená formula. Skrátený zápis:

f (x1, . . . , xn) ≃ µy
[

ϕ[x1, . . . , xn, y ]
]

.

Regulárna minimalizácia:

f (~x) = µy
[

ϕ[~x , y ]
]

ak ∀~x∃yϕ[~x , y ],

je špeciálny pŕıpad neohraničenej minimalizácie.

Veta
Trieda čiastočných rekurźıvnych funkcíı je uzavretá na defińıcie

čiastočných funkcíı neohraničenou minimalizáciou.



Čiastočne rekurźıvne funkcie

Dôkaz.
V odvodeńı f použijeme túto čiastočne rekurźıvnu funkciu:

g(y , ~x) ≃

{

y ak plat́ı ϕ[~x , y ],

g(y + 1, ~x) ak neplat́ı ϕ[~x , y ].

Rekurźıvnost’ čiastočnej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(~x , y)↔ ϕ[~x , y ]

g(y , ~x) ≃ if P(~x , y) then y else g(y + 1, ~x)

f (~x) ≃ g(0, ~x).

Korektnost’ implementácie plynie z tejto vlastnosti čiastočne
rekurźıvnej funkcie g :

g(y , ~x) ≃ z ↔ y ≤ z ∧ ϕ[~x , z ] ∧ ∀z1
(

y ≤ z1 < z → ¬ϕ[~x , z1]
)

.



Záver

8. a 9. cvičenie

◮ Výsledky s komentárom nájdete na webe.

10. cvičenie

◮ Zač́ına hned’ po prednáške v miestnosti F1-248.

◮ Semestrálny test.

11. prednáška

◮ Aritmetizácia výpočtového modelu pre čiastočne rekurźıvne
funkcie.
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