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Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

>

>

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikdty a ohrani¢ena minimalizacia.
Pérovacia funkcia a aritmetizdcia (Godelizacia).

Vnorena jednoducha rekurzia:

f(0,y) = &(y)
fix+1y)= h(x, f(x, sl(x,y)), f(x, s2(x,y, f(x, sl(x,y))),y>.

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(X) = 7[f; X].

Podmienka regularity T'¢(z — u[p] < u[X] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Zopakovanie

Vnorend jednoduchd rekurzia
Si to definicie v tvare

f(O,y) = p[y]
f(x+1,y)=7[f(x,-); x,¥].

Alternativna formuldcia (toto je klauzdlna forma definicie):
f(0,7) = plY]

k
f(x+1,7) = 0[x, 2, 7] « \ f(x,Gilx.7,21,...,2zi1]) = z.
i=1

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie su uzavreté na vnorend jednoduchu
rekurziu.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Euklidov algoritmus pre vypolet najvacsieho spoloéného
delitela
Rekurzivna definicia s mierou max(x, y):

ged(x,y) =if x #0Ay # 0 then

case
x>y = ged(x =y, y)
X=y =X
x <y = gcd(x,y = x)
end
else
max(x, y).

Podmienky regularity zaruduju, Ze vypolet vzdy skon&i:

x#ZO0ANy #Z0Ax >y — max(x = y,y) < max(x,y)
x#Z0ANy Z0Ax <y — max(x,y = x) < max(x, y).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Aproximaéna funkcia pre funkciu gcd

Specifikdcia aproximaZnej funkcie
z > max(x,y) = f7(z,x,y) = ged(x, y).

Definicia aproximaénej funkcie ma tvar jednoduchej rekurzie

f7(0,x,y) =0
ff(z+1,x,y)=if x#0Ay #0 then
case
x>y=f(z,x=y,y)
X=y=x
x<y=f"(z,x,y = x)
end
else

max(x, y).

Primitivna rekurzivnost ged(x,y) = f*(max(x,y) + 1,x,y).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Zarovnanie bindrneho stromu
Klauzalna forma rekurzivnej definicie:

Flatten(0) = 0
Flatten (u,0) = (Flatten(u),0)
Flatten {u, (v, w)) = Flatten ((u, v),w).

Je to rekurzia s mierou m(x):

m(0) =0
m(v,w) = m(v) +2m(w) + 1.

Miera je primitivne rekurzivna funkcia (preco?).
Podmienky regularity maja tvar

m(u) < m{(u,0)
m <<u, v), W> <m <u, (v, W>>



Priklady rekurzivnych definicii s mierou
Aproximacna funkcia pre funkciu Flatten
Specifikicia aproximatnej funkcie
z > m(x) — f*(z,x) = Flatten(x).
Definicia aproximaénej funkcie ma tvar jednoduchej rekurzie

f7(0,x)=0
ff(z+1,0)=0
f(z+1,(u,0)) = (f*(z,u),0)
f+(z +1, <u, (v, W>>) = f+(z, <(u, v), W>)

Primitivna rekurzivnost funkcie Flatten plynie z tohoto vyjadrenia

Flatten(x) = f*(m(x) + 1, x).



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

McCarthyho 91 funkcia

Definicia:

fo1 () 91 ak x <101,
X) =
ot x =10 ak x> 101.

Alternativne vyjadrenie pomocou vnorenej rekurzie

fgl(X) =if x < 101 then fy; fgl(X + 11) else x - 10.

Je to korektna definicia?
Tvrdime, Ze je to spatna rekurzia s mierou 101 = x. Podmienky
regularity majd teda tvar

x <101 — 101 = (x + 11) < 101 = x
x <101 — 101 = fo;(x + 11) < 101 = x.

Ako splnit druhd podmienku?



Priklady rekurzivnych definicii s mierou

Splnenie podmienok regularity pre McCarthyho 91 funkciu
UvaZujme funkciu f definovanou rekurzivnou rovnostou

f(x) = if x < 101 then [f],[f]x(x + 11) else x - 10. (1)
Tu [f]x(y) je zuZenie f na vstupy y také, Zze 101 =~ y < 101 = x:
[fl«(y) = if 101 = y < 101 = x then f(y) else 0. (2)

KaZdd rekurzivna aplikdcia v (1) je strdZend kontextom v tvare (2).
Je to korektna definicia.
Funkcia f spliia podmienky regularity povodnej rekurzivnej rovnice:

x <101 — 101 = (x 4 11) < 101 = x
x <101 — 101 = f(x + 11) < 101 = x.

Tato funkcia je tieZ jedinym rieSenim pGvodnej rekurzivnej rovnice.



Priklady rekurzivnych definicii s mierou
Aproximaéna funkcia pre McCarthyho 91 funkciu

Specifikdcia aproxima&nej funkcie
z > 101 =~ x — f*(z,x) = fo1(x).

Definicia aproximaénej funkcie ma tvar vnorenej jednoduchej
rekurzie

f7(0,x)=0
ff(z+1,x) =if x <101 then
f(z,f (z,x + 11))
else
x = 10.

Primitivna rekurzivnost McCarthyho 91 funkcie plynie z tohoto
vyjadrenia

fo1(x) = (101 = x + 1, x).



Syntakticka forma rekurzie s mierou

Rekurzia s mierou [X]
Sd to definicie v tvare

F(%) = [lflz: %] (1)

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; X] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikdcie f(p) vyrazom

[f1x(p) = if u[p] < p[X] then f(p) else 0.

Kazda rekurzivna aplikdcia f(p) v (1) je teda strdZend podmienkou
plpl < plK].

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie su uzavreté na rekurziu s mierou.



Syntakticka forma rekurzie s mierou
Dokaz

Specifikdcia aproxima&nej funkcie
z > p[X] = f(z,X) = f(X).
Definicia aprox. funkcie ma tvar vnorenej jednoduchej rekurzie

f*(0,X) =0
fr(z+1,%) =7[[f]) sz, %].

z,X'

Term na pravej strane druhej rovnosti vznikol s termu 7[f; X]
nahradenim kaZdej rekurzivnej aplikacie f(p) vyrazom

[F1 .(p) = if p[p] < p[X] then f*(z,p) else 0.
Primitivna rekurzivnost funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f(X) =" (p[X] +1,X).



Regularne rekurzivne definicie s mierou

Reguldrna rekurzia s mierou pu[x]

Su to definicie v tvare
f(X) = 7[f; X], (1)

pre ktoré su splnené podmienky regularity.
Podmienky regularity maju tvar:

Crplf: X1 = plplfi ] < ulx]

pre kazdd rekurzivnu aplikdciu f(p) funkcie f, ktorad je strazena
podmienkou F}(ﬁ) v terme T.

Splnenie podmienok regularity sa overuje pre funkciu, ktord je
definovana pridruZenou rovnostou:

F(%) = 7[lflz: %]

Této funkcia je potom jedinym rie$enim funkcionalnej rovnice (1).



Regularne rekurzivne definicie s mierou

Veta
Primitivne rekurzivne funkcie su uzavreté na reguldrnu rekurziu s
mierou.

Ddkaz

PridruZend rovnost md tvar syntaktickej formy rekurzie s mierou:
o w, =
f(X) = T[[f];,x].

Funkcia f definovana tymto vztahom je preto primitivne
rekurzivna.

Poznamka
Cislo u[X] + 1 predstavuje horny odhad na hibku vypottového
stromu pre vypotet aplikicie f(X) pomocou programu

F(%) = 7[f; 2.



Charakteriza¢ny problém

Veta

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktord obsahuje funkciu nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x — 1 a je uzavretd na explicitné definicie a reguldrnu
rekurziu s mierou.

Dokaz.

Oznalenie:
» PRIM = trieda primitivne rekurzivnych funkcif.

» REG = najmensia trieda funkcii, ktord obsahuje funkciu
nasledovnika S(x) = x + 1, funkciu predchodcu x =1 a je
uzavretd na explicitné definicie a reguldrnu rekurziu s mierou.

Cielom je dokazat rovnost

PRIM = REG.



Charakteriza¢ny problém
Dokaz inklizie PRIM C REG

» S € REG, pretoZe S je zdkladna funkcia triedy REG.
» Z € REG plynie z tohoto vyjadrenia Z(x) = 0.

v

I7 € REG plynie z tohoto vyjadrenia 17(xy, ..., x,) = X;.

v

Trieda REG je uzavretd na operator kompozicie funkcii:

f(xt,-- - xa) = h(gi(xt, -, Xn), -, 8m(X1, - - -, Xn))-

Je to totiz Specidlny pripad explicitnej definicie.

v

Trieda REG je uzavretd na operator primitivnej rekurzie:
£(0,y) = g(¥) f(x+1,y) = h(x,f(x,¥),5)-
Je to 3pecidlny pripad reguldrnej rekurzie s mierou pfx, y] = x:

f(x,y) =if x # 0 then h(x = 1,f(x = 1,y),y) else g(y).



Charakteriza¢ny problém

Dékaz inklizie REG C PRIM

» S € PRIM, pretoZe S je zdkladnd funkcia triedy PRIM.
> Ax.x =1 € PRIM plynie z tohoto vyjadrenia

0-1=0 x+1=1=x.
> Trieda PRIM je uzavretd na explicitné definicie funkcif:
f(X1y. ey Xn) = T[x1, .0y Xn]-

Dokaz tvrdenia na 3. predndaske.

> Trieda PRIM je uzavretad na reguldrnu rekurziu s mierou:
f(X1y. oy Xn) =T[fi X1, Xn)-

Do6kaz tvrdenia na tejto prednaske.



Zaver

6. cvicenie

> Vysledky s komentdrom ndjdete na webe.

7. cvienie
» Zatina hned po predndtke v miestnosti F1-248.
» Pracujte samostatne.

> Ulohy odovzdat najneskdr do 12:00 v pondelok buddci tyzden.

8. predndska

» Poza primitivnu rekurziu:

» Ackermann-Péterovej funkcia,
» univerzdlna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie.

» Obecne rekurzivne funkcie.
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