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Zopakovanie

Ciel’ predmetu

◮ Vybudovat’ matematické základy deklarat́ıvnych
programovaćıch jazykov

Stručná osnova predmetu

◮ Primit́ıvne rekurźıvne funkcie
◮ kódovanie (aritmetizácia) dátových štruktúr
◮ regulárne rekurźıvne defińıcie s mierou

◮ Obecne rekurźıvne funkcie
◮ regulárne rekurźıvne defińıcie do dobre založených relácíı

◮ Čiastočne rekurźıvne funkcie
◮ Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode)
◮ Kleeneho veta o normálnej forme
◮ rekurźıvne nerozhodnutel’né problémy, napr. problém zastavenia
◮ Churchova téza



Zopakovanie

Regulárna rekurzia do dobre založenej relácie ≺

Sú to defińıcie v tvare

f (~x) = τ [f ;~x ],

pre ktoré sú splnené podmienky regularity. Tie majú tvar

Γτ
f (~ρ)[f ;~x ]→ ~ρ[f ;~x ] ≺ ~x

pre každú rekurźıvnu aplikáciu f (~ρ) stráženú podmienkou Γτ
f (~ρ).

Splnenie podmienok pre funkciu definovanou pridruženou rovnost’ou

f (~x) = τ
[
[f ]≺~x ;~x

]
.

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu τ [f ;~x ] nahradeńım
každej rekurźıvnej aplikácie f (~ρ) výrazom

[f ]≺x (~ρ) ≡ if ~ρ ≺ ~x then f (~ρ) else 0.



Zopakovanie

Primit́ıvne rekurźıvne funkcie (charakterizácia)

Trieda primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı je najmenšia trieda funkcíı,
ktorá obsahuje funkciu nasledovńıka x + 1, funkciu predchodcu
x .− 1 a je uzavretá na explicitné defińıcie a regulárnu rekurziu s
mierou

Obecne rekurźıvne funkcie (defińıcia)

Trieda obecne rekurźıvnych funkcíı je najmenšia trieda funkcíı,
ktorá obsahuje funkciu nasledovńıka x + 1, funkciu predchodcu
x .− 1 a je uzavretá na explicitné defińıcie a regulárne rekurźıvne
defińıcie do dobre založených relácíı



Zopakovanie

Čiastočné funkcie
n-árna čiastočná funkcia f je jednoznačná relácia z N

n do N:

(~x , y) ∈ f ∧ (~x , z) ∈ f → y = z

n-árne čiastočné funkcie sú usporiadané množinovou reláciou f ⊆ g

Silná rovnost’ (Kleene)

τ ≃ ρ plat́ı, ak jedna z nasledujúcich podmienok je splnená

◮ výrazy τ, ρ sú definované a ich hodnoty sú rovnaké

◮ výrazy τ, ρ nie sú definované

Ak termy τ, ρ obsahujú len funkcie, potom τ ≃ ρ↔ τ = ρ

Označenie:

◮ τ↓, ak výraz τ je definovaný (má hodnotu, konverguje)

◮ τ↑, ak výraz τ nie je definovaný (nemá hodnotu, diverguje)



Zopakovanie
Veta o pevnom bode

Veta (Kleene)

Funkcionálna rovnica v neznámej f :

f (~x) ≃ τ [f ;~x ]

má najmenšie riešenie n-árnu čiastočnú funkciu
⋃∞

i=0 fi , ktorá je

limitou ret’azca f0, f1, f2, . . . definovaného predpisom

f0 = ∅
(n)

fi+1(~x) ≃ τ [fi ;~x ].

Poznámka
Toto je prvá čast’ Kleeneho prvej vety o rekurzii. V druhej časti
tejto vety sa tvrd́ı, že najmenšie riešenie funkcionálnej rovnice je
vypoč́ıtatel’né.



Zopakovanie

Dôkaz vety o pevnom bode

◮ Postupnost’ f0, f1, f2, . . . je ret’azec:

f0 ⊆ f1 ⊆ f2 ⊆ · · · ⊆ fi ⊆ fi+1 ⊆ · · ·

◮ Limita ret’azca
⋃∞

i=0 fi je riešeńım funkcionálnej rovnice:

(
∞⋃

i=0

fi)(~x) ≃ τ [
∞⋃

i=0

fi ;~x ]

◮ Ak g je riešeńım funkcionálnej rovnice, potom

∞⋃

i=0

fi ⊆ g



Výpočtový model

Čiastočne rekurźıvne funkcie

◮ Základné funkcie
◮ funkcia nasledovńıka S(x) = x + 1
◮ funkcia predchodcu P(x) = x .− 1

◮ Explicitné defińıcie

f (~x) ≃ τ [~x ]

◮ Rekurźıvne defińıcie čiastočných funkcíı so silnou rovnost’ou

f (~x) ≃ τ [f ;~x ]

Funkcia je rekurźıvna, ak je to totálna čiastočne rekurźıvna funkcia
Predikát je rekurźıvny, ak taká je jeho charakteristická funkcia



Výpočtový model

Rekurźıvne termy a funkčné symboly

Trieda rekurźıvnych termov a funkčných symbolov:

◮ premenné x1, x2, . . . , xn, . . . a konštanta 0 sú rekurźıvne termy

◮ ak τ je rekurźıvny term, potom aplikácie S(τ) a P(τ) sú
rekurźıvne termy

◮ ak τ1, τ2, τ3 sú rekurźıvne termy, potom aplikácia D(τ1, τ2, τ3)
je rekurźıvny term

◮ ak τ1, . . . , τn sú rekurźıvne termy, potom aplikácia
fn(τ1, . . . , τn) je rekurźıvny term

◮ ak ρ1, . . . , ρn sú rekurźıvne termy a τ je rekurźıvny term v
premenných x1, . . . , xn a funkčnej premennej fn, potom
aplikácia (λn.τ)(ρ1, . . . , ρn) je rekurźıvny term



Výpočtový model

Interpretácia rekurźıvnych termov a funkčných symbolov

Interpretáciu rekurźıvnych funkčných symbolov λn.τ definujeme
indukciou na štruktúru rekurźıvnych termov τ takto:

Nech τ [fn; x1, . . . , xn] je rekurźıvny term v premenných

x1, . . . , xn a funkčnej premennej fn. Predpokladajme

d’alej, že definované rekurźıvne funkčné symboly

vyskytujúce sa vo výraze τ sú interpretované podl’a IP.

Potom interpretujeme rekurźıvny funkčný symbol λn.τ

ako čiastočnú funkciu f definovanú rovnicou

f (x1, . . . , xn) ≃ τ [f ; x1, . . . , xn].

Interpretáciu symbolu λn.τ si označ́ıme opät’ tým istým menom
λn.τ .



Výpočtový model

Pŕıklad
Primit́ıvne rekurźıvna defińıcia operácie sč́ıtania:

0 + y = y

S(x) + y = S(x + y)

Regulárna rekurźıvna defińıcia operácie sč́ıtania:

x + y = if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y

Rekurźıvna defińıcia operácie sč́ıtania so silnou rovnost’ou:

x1 + x2 ≃ D
(
x1,S

(
P(x1) + x2

)
, x2

)

Rekurźıvny funkčný symbol pre operáciu sč́ıtania:

λ2.D
(

x1,S f2
(
P(x1), x2

)
, x2

)



Výpočtový model

Monadické numerály

Výpočet prebieha na monadických numeráloch:

0 S(0) S S(0) S S S(0) S S SS(0) . . .

Notačná konvencia:

◮ ak x je prirodzené č́ıslo, potom x je monadický numerál, ktorý
denotuje č́ıslo x , t.j.

x ≡

x-krát
︷ ︸︸ ︷

S . . . S(0)

◮ ak x1, . . . , xn sú prirodzené č́ısla, potom

x1, . . . , xn ≡ x1, . . . , xn ≡

x1-krát
︷ ︸︸ ︷

S . . . S(0), . . . ,

xn-krát
︷ ︸︸ ︷

S . . . S(0)



Výpočtový model

Jeden krok výpočtu

Ak uzavretý rekurźıvny term τ nie je numerál, tak muśı obsahovat’

aspoň jeden podvýraz (redex) v tvare

P(x) D(x , τ2, τ3) (λn.τ)(~x)

Jeden výpočtový krok spoč́ıva v nájdeńı najl’aveǰsieho redexu a jeho
nahradeńım kontrakciou podl’a nasledujúcich pravidiel

P(x) ⊲1 x
.− 1

D(0, τ2, τ3) ⊲1 τ3

D(x + 1, τ2, τ3) ⊲1 τ2

(λn.τ [fn;~x ])(~x) ⊲1 τ [λn.τ ;~x ]

Tak dostaneme nový uzavretý rekurźıvny term ρ a ṕı̌seme

τ ⊲1 ρ



Výpočtový model

Viac krokov výpočtu

Označenie:

◮ τ1 ⊲k τ2, ak výraz τ1 sa redukuje do výrazu τ2 po k krokoch.
To znamená, že existujú uzavreté rekurźıvne termy
ρ0, ρ1, . . . , ρk také, že

τ1 ≡ ρ0 ⊲1 ρ1 ⊲1 · · · ⊲1 ρk ≡ τ2.

Umožńıme tiež pŕıpad k = 0. Vtedy τ1 ⊲0 τ2 ↔ τ1 ≡ τ2.

◮ τ1 ⊲≤k τ2, ak τ1 ⊲l τ2 pre nejaké l ≤ k .

◮ τ1 ⊲ τ2, ak τ1 ⊲k τ2 pre nejaké k .

Plat́ı

τ ⊲ ρ1 ∧ τ ⊲ ρ2 → ρ1 ⊲ ρ2 ∨ ρ2 ⊲ ρ1

x ⊲ ρ↔ ρ ≡ x .



Výpočtový model

Veta (Ekvivalentnost’ definičnej a výpočtovej sémantiky)

Plat́ı

(λn.τ)(~x) ≃ y ↔ (λn.τ)(~x) ⊲ y

Dôkaz.
Toto je priamy dôsledok Kleeneho prvej vety o rekurzii pre
funkcionálnu rovnicu

f (~x) ≃ τ [f ;~x ]



Aritmetizácia výpočtového modelu

Aritmetizácia rekurźıvnych termov a funkčných symbolov

Pomocou párových konštruktorov z rôznymi rozlǐsovaćımi
položkami:

xi = 〈0, i〉 (premenné)

0 = 〈1, 0〉 (konštanta 0)

S(t) = 〈2, t〉 (aplikácia funkcie nasledovńıka)

P(t) = 〈3, t〉 (aplikácia funkcie predchodcu)

D(t1, t2, t3) = 〈4, t1, t2, t3〉 (podmienkový výraz)

t1 • t2 = 〈5, t1, t2〉 (curryfikovaná aplikácia)

e[[[ts]]] = 〈6, e, ts〉 (čiastočná aplikácia)

fn = 〈7, n〉 (funkčná premenná)

λn. t = 〈8, n, t〉 (definovaná funkcia)

Notačná konvencia: t1 • t2 • t3 ≡ (t1 • t2) • t3



Aritmetizácia výpočtového modelu

Aritmetizácia rekurźıvnych termov a funkčných symbolov

Č́ıslo pτq resp. pf q je kódom termu resp. funkčného symbolu:

pxiq = xi

p0q = 0

pS(τ)q = S(pτq)

pP(τ)q = P(pτq)

pD(τ1, τ2, τ3)q = D(pτ1q, pτ2q, pτ3q)

pf (τ1, . . . , τn)q = pf q[[[〈pτ1q, . . . , pτkq, 0〉]]] • pτk+1q • · · · • pτnq

kde k je najväčšie prirodzené č́ıslo také,

že všetky termy τ1, . . . , τk sú numerály

pfnq = fn

pλn.τq = λn. pτq



Aritmetizácia výpočtového modelu

Pŕıklad
Regulárna rekurźıvna defińıcia operácie sč́ıtania:

x + y = if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y

Rekurźıvna defińıcia operácie sč́ıtania so silnou rovnost’ou:

x1 + x2 ≃ D
(
x1,S

(
P(x1) + x2

)
, x2

)

Rekurźıvny funkčný symbol pre operáciu sč́ıtania:

λ2.D
(

x1,S f2
(
P(x1), x2

)
, x2

)

Rekurźıvny index operácie sč́ıtania:

λ2.D
(

x1,S
(
f2[[[0]]] •P(x1) • x2

)
,x2

)



Aritmetizácia výpočtového modelu

Monadické numerály, čast’ prvá

Unárna operácia pxq vytvoŕı kód numerálu x :

p0q = 0

px + 1q = S(pxq)

Je to primit́ıvne rekurźıvna funkcia
Jej inverzia je funkcia Dc(t), ktorá dekóduje numerál t, t.j.

Dc(pxq) = x

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie Dc(t) plynie z tohoto vyjadrenia

Dc(0 ) = 0

Dc S(t) = Dc(t) + 1



Aritmetizácia výpočtového modelu

Monadické numerály, čast’ druhá

Predikát Nm(t) plat́ı, ak č́ıslo t je kódom nejakého numerálu, t.j.

Nm(t)↔ ∃x t = pxq

Charakteristická funkcia Nm∗(t) je primit́ıvne rekurźıvna:

Nm∗(0 ) = 1

Nm∗ S(t) = 1← Nm(t) = 1

Nm∗ S(t) = 0← Nm(t) 6= 1

Nm∗(t) = 0← ¬
(
t = 0 ∨ ∃t1 t = S(t1)

)

Predikátová forma uvedenej defińıcie:

Nm(0 )

NmS(t)← Nm(t)



Aritmetizácia výpočtového modelu

Kontrakcia argumentov

Binárna kontrakčná funkcia t1 • t2 sṕlňa rovnost’

pf (τ1, . . . , τn)q = pf q[[[〈pτ1q, . . . , pτkq, 0〉]]] • pτk+1q • · · · • pτnq

Tu τ1, . . . , τk sú monadické numerály
Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie plynie z tohoto vyjadrenia

t1 • t2 =

{

e[[[ts ⊕ 〈t2, 0〉]]] ak t1 = e[[[ts]]] a Nm(t2) pre nejaké e, ts

t1 • t2 ináč

Notačná konvencia:

t1 • t2 • t3 ≡ (t1 • t2) • t3



Aritmetizácia výpočtového modelu

Substitúcia
Ternárna funkcia t[[[e; rs]]] je aritmetizácia operácie substitúcie
τ [λn.σ;~x ] nad rekurźıvnymi termami:

pτq[[[pλn.σq; 〈px1q, . . . , pxnq, 0〉]]] = pτ [λn.σ; x1, . . . , xn]q

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie t[[[e; rs]]] plynie z tohoto vyjadrenia

xi[[[e; rs]]] = (rs)
i
.
−1

0[[[e; rs]]] = 0

S(t)[[[e; rs]]] = S(t[[[e; rs]]])

P(t)[[[e; rs]]] = P(t[[[e; rs]]])

D(t1, t2, t3)[[[e; rs]]] = D(t1[[[e; rs]]], t2[[[e; rs]]], t3[[[e; rs]]])

(t1 • t2)[[[e; rs]]] = t1[[[e; rs]]] • t2[[[e; rs]]]

fn[[[ts]]][[[e; rs]]] = e[[[ts]]]

(λn. t)[[[ts]]][[[e; rs]]] = (λn. t)[[[ts]]]



Aritmetizácia výpočtového modelu

Dve pomocné operácie

Špecifikácia:

Pn(pxq) = px .− 1q

Dn(pxq, t2, t3) = D(x , t2, t3)

Primit́ıvna rekurźıvnost’ oboch funkcíı plynie z tohoto vyjadrenia

Pn(0 ) = 0

PnS(t) = t

Dn(0 , t2, t3) = t3

Dn
(
S(t1), t2, t3

)
= t2



Aritmetizácia výpočtového modelu

Jeden krok výpočtu

Špecifikácia redukčnej funkcie Rd(t):

Rd(pxq) = pxq ak τ ⊲1 ρ, potom Rd(pτq) = pρq

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie plynie z tohoto vyjadrenia

Rd(0 ) = 0

Rd S(t) = S Rd(t)

Rd P(t) = Pn(t)← Nm(t)

Rd P(t) = P Rd(t)← ¬Nm(t)

Rd D(t1, t2, t3) = Dn(t1, t2, t3)← Nm(t1)

Rd D(t1, t2, t3) = D(Rd(t1), t2, t3)← ¬Nm(t1)

Rd(t1 • t2) = t1 • Rd(t2)← ∃e∃ts t1 = e[[[ts]]]

Rd(t1 • t2) = Rd(t1) • t2 ← ¬∃e∃ts t1 = e[[[ts]]]

Rd (λn. t)[[[ts]]] = t[[[λn. t; ts]]]



Aritmetizácia výpočtového modelu

Viac krokov výpočtu

Špecifikácia viackrokovej redukčnej funkcie Rdk(t):

Rdk(pxq) = pxq

ak τ ⊲k ρ, potom Rdk(pτq) = pρq

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie plynie z tohoto vyjadrenia

Rd0(t) = t

Rdk+1(t) = Rd Rdk(t)

Poznámka
Vyhodnotenie aplikácie f (x) funkcie f s rekurźıvnym indexom e,
ked’ pre výpočet hodnoty f (x) stač́ı nanajvýš k krokov:

Dc Rdke[[[〈pxq, 0〉]]]



Záver

8. cvičenie a 9. cvičenie (test)

◮ Výsledky s komentárom nájdete na webe

10. cvičenie

◮ Zač́ına hned’ po prednáške v miestnosti I-H3

◮ Pracujte samostatne

◮ Úlohy odovzdat’ najneskôr do 12:00 v pondelok budúci týždeň

11. prednáška

◮ Čiastočne rekurźıvne funkcie

◮ Kleeneho veta o normálnej forme

◮ Čiastočne µ-rekurźıvne funkcie
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