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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické ziklady deklarativnych
programovacich jazykov

Stru¢nd osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» kddovanie (aritmetizdcia) datovych Struktir

> regularne rekurzivne definicie s mierou
» Obecne rekurzivne funkcie

» reguldrne rekurzivne definicie do dobre zaloZenych reldcii
» Ciastotne rekurzivne funkcie

Kleeneho prvd veta o rekurzii (veta o pevnom bode)

Kleeneho veta o normalnej forme

rekurzivne nerozhodnutelné problémy, napr. problém zastavenia
Churchova téza
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Zopakovanie

Reguldrna rekurzia do dobre zalozZenej relacie <

Si to definicie v tvare
f(X) = 7lf: ],
pre ktoré si splnené podmienky regularity. Tie majd tvar
Crplfi X] = plfix] < %

pre kazdu rekurzivnu aplikdciu f(p) straZzeni podmienkou r;(m.
Splnenie podmienok pre funkciu definovanou pridruZenou rovnostou

f(%) = 7[lf15: %]

Term na pravej strane rovnosti vznikol s termu 7[f; X] nahradenim
kazdej rekurzivnej aplikdcie f(p) vyrazom

[f15(p) = if o< X then (/) else 0.



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie (charakterizicia)

Trieda primitivne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcif,
ktord obsahuje funkciu nasledovnika x + 1, funkciu predchodcu
x =1 a je uzavretd na explicitné definicie a reguldarnu rekurziu s
mierou

Obecne rekurzivne funkcie (definicia)

Trieda obecne rekurzivnych funkcii je najmensia trieda funkcii,
ktord obsahuje funkciu nasledovnika x + 1, funkciu predchodcu
x =1 a je uzavretd na explicitné definicie a reguldrne rekurzivne
definicie do dobre zaloZenych relacii



Ciasto&né funkcie

Ciastotné funkcie

n-arna &iasto¢nd funkcia f je jednoznaéna relacia z N” do N:
X,y)efAN(Xz)ef oy=2z

Defini¢ny obor &iasto¢nej funkcie f:
domf ={X e N"|Jy(X,y) € f}

Ciastoena funkcia f je totdlna, ak dom f = N”, t.j.

VX3dy(X,y) € f

Pre kazdé n > 1, symbolom #(") oznadujeme n-drnu Eastotnd
funkciu, ktora nie je nikde definovana



Ciasto¢né funkcie

Usporiadanie ¢iasto¢nych funkcii

Trieda n-arnych &iastoénych funkcii je usporiadana mnoZinovou
relaciou C:

> f je rozsirenim g, ak g C f

> f je zlizenim g, ak f C g

» ((") C f pre kazd &astotnt n-arnu funkciu £

» ak f C g a f je totdlna, potom f =g

» totdlne rozsirenie f nazveme zdplnenim Ciastoénej funkcie
Postupnost n-arnych &iastoénych funkcii fy, 1, f, ... je retazec, ak

hChChHhC--CHCfiys T

Jeho limita |72, fi:

%y)elJfieTiEy)ef
i=0



Ciasto¢né funkcie

Ciasto&na denotacia termov
Tvrdenie 7 ~ y, ktoré &itame takto

hodnota vyrazu T existuje a je rovna Cislu y,

je definované induktivne na $truktdru termu 7:

X~y X=Yy
n
f(pl,...,pn)ZyEE|Zl~~~E|Z,,(/\p,"12,'/\(21,...,2,7,)/)Ef)
i=1

D(p1,p2.p3) =y = Fzi(pr =z A(21 #O0App = zV
71 :O/\p3:z))

Ak hodnota termu existuje, potom je uréend jednoznacne:
TEYANTXZ—y=2Z

Ak 7 obsahuje len funkcie, potom T >~ y <> 7=y



Ciasto¢né funkcie

Silng rovnost (Kleene)

Oznadenie:

7l =3dyr~y (7 je definovany, ma hodnotu, konverguje)

71 =-dy7 ~y (7 nie je definovany, nemd hodnotu, diverguje)

Silnd rovnost 7 ~ p je definovand predpisom
T~p=3ydz(r=yAp~zAy=2z)VTTApt

Plati

TpeVy(t=y < p~y)
T~T TP PET

TPpAPp~N0o—=>T>0

Ak termy 7, p obsahuji len funkcie, potom 7~ p < 7 =p



Veta o pevnom bode

Veta (Kleene)

Funkciondlna rovnica v nezndmej f:
f(X) ~ 7[f; X]

md najmensie rieSenie n-drnu iasto&ni funkciu | J;2, f;, ktord je
limitou retazca fy, f1, >, ... definovaného predpisom

H—l(z) T[f;,X]

Poznamka

Toto je prvd &ast Kleeneho prvej vety o rekurzii. V druhej &asti
tejto vety sa tvrdi, Ze najmensie rieSenie funkciondlnej rovnice je
vypolitatelné.



Veta o pevnom bode
Monoténnost
Pre lubovolné n-arne &iastoéné funkcie f a g plati
FCgNT[fiX]~y > T[g;X] =y
Do6kaz je indukciou na $truktdru termu 7

Spojitost
Pre lubovolny retazec fo, fi, f,... plati

T[U fiiX] >y < Jit[fi;X] >~y
i=0

Implikacia (<) je priamotiary dosledok predchadzajticej vlastnosti,
opacna implikdcia sa dokazuje indukciou na Struktiru termu 7



Veta o pevnom bode

Dokaz vety o pevhom bode

» Postupnost fy, fi, f,... je retazec, t.].
Vif; C fitq
» Limita retazca | J72, fi je riesenim funkciondlnej rovnice, t.j.
o0 oo
vz (A ~ 7l fix]
i=0 i=0

» Ak g je rieSenim funkciondlnej rovnice, potom

e}
Ufice
i=0



Veta o pevnom bode

Dokaz vety o pevhom bode

» Postupnost fy, f1, 5, ... je retazec, t.j.
ViIVRYy (fi(X) =~ y = fi11(X) ~ )
» Limita retazca |J;2, f; je rieSenim funkciondlnej rovnice, t.j.

VXYy ((U f) (%) =~y < | fix] =~ y)
i=0 i=0

» Ak g je rieSenim funkciondlnej rovnice, potom

ViVWy(f;(f?) ~y — g(X) ~ y)



Programming Language
Pattern Matching with Single-valued Formulas
Single-valued formula ¢[X; y] satisfies uniqueness condition

m
M5 = o< 71 A el 2 = N yi = zi.
=1

X and y are the input and output variables of . I is the guard,
Characteristic term x[X] for ¢ is an 0—1-term s.t.

Mx] = 3y elx 7] & x[x] = 1.
Witnessing terms &[] for the output variables:

M8l = 7 ¢l 7] & w5 Gl
We have

X = ¢l%: 7] < XK = 1A A\ wils] = yi.
i=1



Programming Language
Case Discrimination Terms
Conditional expression guarded with '[X]:

case

. oL case
e1[X; y1] = p1lX, %]

X1[X] = 1A &1 = Y1 = p1[X, 1]

Xml[X] = 1A Bm = Ym = pmlX, Ym]
end.

©mlX: Ym] = pmlX, Ym)
end

Discrimination condition (completeness and pairwise disjointness):

m m
rx] — \/ 3yi pilX; vil v /\ —(3y; @il ¥ A 3y il V1)
i=1 =1
i#j

Full unabbreviated notation:

D901 [%; 31, p1[R, Vil - - s @l il pml% Fim])-



Programming Language

Regular Programs Regular Recursive Definitions

Properties of total functions Functional equations of the form
with preconditions:
f(X) = 7[f; X].
o[X] — f(X) = 7[f; X].
Conditions of regularity
Conditions of regularity: all
recursive applications decrease rf(,a) = p =X

in a well-founded relation <: i
must hold for f defined by

for each recursive application

<. . .
of £(7) guarded by [z in 7. Here, the [f]Z is the restriction of f:

[f15(¥) =if ¥ < X then f(¥) else 0.



Zaver

8. cvilenie

> Ulohy odovzdat najneskér do 12:00 v pondelok budtici tyZzde

9. cviCenie
» Zatina hned po predndgke v miestnosti I-H3

» Semestralny test

10. predndaska

» Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

» Aritmetizacia vypoctového modelu pre &iastocne rekurzivne
funkcie
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