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Zopakovanie

Primit́ıvne rekurźıvne funkcie

◮ Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı

◮ Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

◮ Párovacia funkcia a aritmetizácia (Gödelizácia)

◮ Rekurzia so substitúciou v parametri

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s(x , y)), y
)

◮ Vnorená jednoduchá rekurzia

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s1(x , y)
)

, f
(

x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))
)

, y
)

◮ Regulárne rekurźıvne defińıcie s mierou



Zopakovanie

Explicitné defińıcie

Sú to defińıcie v tvare

f (~x) = τ [~x ]

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na explicitné defińıcie

Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie
Sú to defińıcie v tvare

f (~y , 0,~z) = ρ[~y ,~z ]

f (~y , x + 1,~z) = τ [~y , x , f (~y , x ,~z),~z ]

Veta
Prim. rek. funkcie sú uzavreté na primit́ıvne rekurźıvne defińıcie



Zopakovanie

Explicitné defińıcie predikátov s ohraničenými formulami

Sú to defińıcie predikátov v tvare (ϕ je ohraničená formula)

P(~x) ↔ ϕ[~x ]

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne predikáty sú uzavreté na explicitné defińıcie

predikátov s ohraničenými formulami

Ohraničená minimalizácia
Sú to defińıcie funkcíı v tvare (ϕ je ohraničená formula)

f (~x) = µy ≤ τ [~x ]
[

ϕ[~x , y ]
]

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na defińıcie funkcíı

ohraničenou minimalizáciou



Párovacia funkcia

Cantorova párovacia funkcia

J(x , y) 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 0 1 3 6 10 15 21 · · ·
1 2 4 7 11 16 22 29 · · ·
2 5 8 12 17 23 30 38 · · ·
3 9 13 18 24 31 39 48 · · ·

4 14 19 25 32 40 49 59 · · ·
5 20 26 33 41 50 60 71 · · ·
6 27 34 42 51 61 72 84 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

J(x , y) =
∣

∣

{

(a, b) ∈ N
2 | a + b < x + y ∨ a + b = x + y ∧ a < x

}
∣

∣

=

x+y
∑

i=0

i + x



Párovacia funkcia

Cantorova párovacia funkcia (modifikovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·
1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·

2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·
3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·
4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·
5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·

6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...

〈x , y〉 =
∣

∣

{

(a, b) ∈ N
2 | a + b < x + y ∨ a + b = x + y ∧ a ≤ x

}∣

∣

=

x+y
∑

i=0

i + 1 + x



Párovacia funkcia

Vlastnosti párovacej funkcie

Modifikovaná verzia Cantorovej párovacej funkcie má tieto
základné vlastnosti:

〈x1, x2〉 = 〈y1, y2〉 → x1 = y1 ∧ x2 = y2

x < 〈x , y 〉 ∧ y < 〈x , y〉

x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉

Dôsledok:

0 6= 〈x , y〉

Č́ıslo 0 je jediný atom



Párovacia funkcia

Projekcie

Unárne projekcie π1 a π2 sṕlňajú tieto identity:

π1〈x , y 〉 = x

π2〈x , y 〉 = y

π1(0) = 0 = π2(0)

Primit́ıvna rekurźıvnost’ oboch funkcíı plynie z tohoto vyjadrenia

π1(x) = µy < x [∃z < x x = 〈y , z〉]

π2(x) = µz < x [∃y < x x = 〈y , z〉]



Párovacia funkcia

Pŕıklad
Fibonacciho postupnost’ je p.r. funkcia:

f0 = 0 f1 = 1 fn+2 = fn+1 + fn

Uvažujme totiž funkciu

g(n) = 〈fn, fn+1〉

Plat́ı teda

fn = π1 g(n)

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie g (a tým aj fn) plynie z

g(0) = 〈f0, f1〉 = 〈0, 1〉

g(n + 1) = 〈fn+1, fn+2〉 =
〈

π2 g(n), fn+1 + fn
〉

=

=
〈

π2 g(n), π2 g(n) + π1 g(n)
〉



Aritmetizácia karteziánskeho súčinu

Aritmetizácia
Kódom n-tice (x1, . . . , xn) ∈ N

n je č́ıslo

p(x1, . . . , xn)q
n ∈ N

definované indukt́ıvne takto

p∅q0 = 0

pxq1 = x

p(x1, x2, . . . , xn)q
n =

〈

x1, p(x2, . . . , xn)q
n−1

〉

if n ≥ 2

Pŕıklad

p(0, 1)q2 = 〈0, 1〉 = 2

p(0, 0, 0)q3 =
〈

0, p(0, 0)q2
〉

=
〈

0, 〈0, 0〉
〉

= 〈0, 1〉 = 2



Aritmetizácia karteziánskeho súčinu

Notácia
Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈

x1, 〈x2, . . . , xn〉
〉

skrátene 〈x1, x2, . . . , xn〉:

p(x1, . . . , xn)q
n = 〈x1, . . . , xn〉

Vlastnost’ byt’ kódom n-tice prirodzených č́ısel

Binárny primit́ıvne rekurźıvny predikát Tuple(n, x) plat́ı, ak č́ıslo x

je kódom nejakej n-tice prirodzených č́ısel:

Tuple(n, x) ↔ n = 0 ∧ x = 0 ∨ n = 1 ∨ n ≥ 2 ∧ πn−2

2
(x) 6= 0

Zdôvodnenie pre n ≥ 2:

∃x1 . . . ∃xn x = 〈x1, . . . , xn〉 ↔ πn−2

2
(x) 6= 0



Aritmetizácia karteziánskeho súčinu

Projekcia

Zobecneneńım projekcíı π1 a π2 je ternárna funkcia [x ]ni taká, že

[〈x1, . . . , xn〉]
n
i = xi pre 1 ≤ i ≤ n

Primit́ıvna rekurźıvnost’ plynie z tohoto vyjadrenia

[x ]ni = if i 6= n then π1π
i
.
−1
2 (x) else πn

.
−1

2 (x)

Zdôvodnenie pre n ≥ 2:

x = 〈x1, . . . , xn〉 →
n−1
∧

i=1

xi = π1 π
i−1

2
(x) ∧ xn = πn−1

2
(x)



Aritmetizácia konečných postupnost́ı

Aritmetizácia
Kódom konečnej postupnosti (x1, x2, . . . , xn) ∈ N

n je č́ıslo

〈x1, x2, . . . , xn, 0〉

Kódom prázdnej postupnosti je č́ıslo 0

〈x , 0〉 〈x , y , 0〉 〈x , y , z , 0〉 〈x1, x2, . . . , xn, 0〉

r

�� @@
x 0

r

�� @@r

�� @@x

y 0

r

�� @@r

�� @@r

�� @@

x

y

z 0

r

�� @@r

�� @@
p
p
p
r

�� @@

x1

x2

xn 0

Každé prirodzené č́ıslo je kódom nejakej konečnej postupnosti



Aritmetizácia konečných postupnost́ı

D́lžka postupnosti

Funkcia L(x) vypoč́ıta d́lžku postupnosti x :

L 〈x1, . . . , xn, 0〉 = n

Primit́ıvna rekurźıvnost’ plynie z tohoto vyjadrenia

L(x) = µn≤ x [πn
2(x) = 0]

Indexovacia funkcia
Binárna operácia (x)i vráti (i+1)-vý prvok postupnosti x :

(

〈x0, . . . , xi , . . . , xn−1, 0〉
)

i
= xi pre i < n

Primit́ıvna rekurźıvnost’ plynie z tohoto vyjadrenia

(x)i = π1 π
i
2(x)



Záver

3. cvičenie

◮ Výsledky s komentárom nájdete na webe

4. cvičenie

◮ Zač́ına hned’ po prednáške v miestnosti I-H3

◮ Pracujte samostatne

◮ Úlohy odovzdat’ najneskôr do 12:00 v pondelok budúci týždeň

4. prednáška

◮ Rekurzia so substitúciou v parametri
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