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Zopakovanie a stručná osnova predmetu

Ciel’ predmetu

◮ Vybudovat’ matematické základy deklarat́ıvnych
programovaćıch jazykov

Stručná osnova predmetu

◮ Primit́ıvne rekurźıvne funkcie
◮ kódovanie (aritmetizácia) dátových štruktúr
◮ regulárne rekurźıvne defińıcie s mierou

◮ Obecne rekurźıvne funkcie
◮ univerzálna funkcia pre primit́ıvne rekurźıvne funkcie

◮ Čiastočne rekurźıvne funkcie
◮ Kleeneho prvá veta o rekurzii
◮ Kleeneho veta o normálnej forme
◮ rekurźıvne nerozhodnutel’né problémy – problém zastavenia
◮ Churchova téza



Zopakovanie a stručná osnova predmetu

Primit́ıvne rekurźıvne funkcie

◮ Základné funkcie
◮ konštantná funkcia Z(x) = 0
◮ funkcia nasledovńıka S(x) = x + 1
◮ identity (projekcie)

Ini (x1, . . . , xn) = xi

pre každé 1 ≤ i ≤ n

◮ Kompoźıcia (skladanie) funkcíı

f (~x) = h
(

g1(~x), . . . , gm(~x)
)

◮ Primit́ıvna rekurzia

f (0, ~y ) = g(~y)

f
(

S(x), ~y
)

= h
(

x , f (x , ~y ), ~y
)



Zopakovanie a stručná osnova predmetu

Primit́ıvne rekurźıvne odvodenia

h1(x , z , y) = S I32(x , z , y)

0 + y = y 0 + y = I(y)

x + 1 + y = x + y + 1 S(x) + y = h1(x , x + y , y)

h2(x , z , y) = I32(x , z , y) + I33(x , z , y)

0·y = 0 0·y = Z(y)

(x + 1)·y = x ·y + y S(x)·y = h2(x , x ·y , y)

C1(x) = SZ(x)

h3(y , z , x) = I33(y , z , x)· I
3
2(y , z , x)

x0 = 1 f (0, x) = C1(x)

xy+1 = x ·xy f
(

S(y), x
)

= h3
(

y , f (y , x), x
)

xy = f
(

I 22 (x , y), I
2
1 (x , y)

)



Zopakovanie a stručná osnova predmetu

Primit́ıvne rekurźıvne funkcie

◮ Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı

◮ Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

◮ Párovacia funkcia a aritmetizácia (Gödelizácia)

◮ Rekurzia so substitúciou v parametri

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f (x , s(x , y)), y
)

◮ Vnorená jednoduchá rekurzia

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s1(x , y)
)

, f
(

x , s2(x , y , f (x , s1(x , y))
)

, y
)

◮ Regulárne rekurźıvne defińıcie s mierou



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Explicitné defińıcie

Konštantné funkcie sú primit́ıvne rekurźıvne

◮ Unárne konštantné funkcie:

Cm(x) = m

Primit́ıvna rekurźıvnost’ Cm pomocou indukt́ıvneho argumentu

C0 = Z

Cm+1(x) = SCm(x).

◮ Konštantné funkcie z l’ubovolným počtom argumentov

Cn
m(x1, . . . , xn) = m

Primit́ıvnu rekurźıvnost’ Cn
m dostaneme z tejto kompoźıcie

Cn
m(x1, . . . , xn) = Cm In1(x1, . . . , xn)



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Explicitné defińıcie

Explicitné defińıcie funkcíı

Sú to defińıcie v tvare

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn]

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na explicitné defińıcie

Dôkaz.
Preklad defińıcie indukt́ıvne podl’a štruktúry termu τ :

f (x , y , z) = g3

(

x , g2
(

z , g1(x)
)

, 2
)



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Explicitné defińıcie

Explicitné defińıcie funkcíı

Sú to defińıcie v tvare

f (x1, . . . , xn) = τ [x1, . . . , xn]

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na explicitné defińıcie

Dôkaz.
Preklad defińıcie indukt́ıvne podl’a štruktúry termu τ :

h1(x , y , z) = g1 I
3
1(x , y , z)

h2(x , y , z) = g2
(

I33(x , y , z), h1(x , y , z)
)

f (x , y , z) = g3
(

I31(x , y , z), h2(x , y , z),C
3
2(x , y , z)

)



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie
Sú to defińıcie v tvare

f (~y , 0,~z) = ρ[~y ,~z ]

f (~y , x + 1,~z) = τ [~y , x , f (~y , x ,~z),~z ]

Špeciálne pŕıpady

◮ Iterácia unárnej funkcie

f 0(x) = x

f n+1(x) = f f n(x)

◮ Explicitná defińıcia s monadickou diskrimináciou

f (~y , 0,~z) = ρ[~y ,~z ]

f (~y , x + 1,~z) = τ [~y , x ,~z ]



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Lema
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na primit́ıvne rekurźıvne

defińıcie s aspoň jedným parametrom

Dôkaz.
Primit́ıvne rekurźıvna defińıcia s aspoň jedným parametrom ~y ,~z :

f (~y , 0,~z) = ρ[~y ,~z ]

f (~y , x + 1,~z) = τ [~y , x , f (~y , x ,~z),~z ]

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

g(~y ,~z) = ρ[~y ,~z ]

h(x , a, ~y ,~z) = τ [~y , x , a,~z ]

f1(0, ~y ,~z) = g(~y ,~z)

f1(S(x), ~y ,~z) = h(x , f1(x , ~y ,~z), ~y ,~z)

f (~y , x ,~z) = f1(x , ~y ,~z)



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Lema
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na bezparametrické

primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Dôkaz.
Bezparametrická primit́ıvne rekurźıvna defińıcia unárnej funkcie:

f (0) = ρ

f (x + 1) = τ [x , f (x)]

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia podl’a
predošlej lemy

f1(0,w) = ρ

f1(x + 1,w) = τ [x , f1(x ,w)]

f (x) = f1(x , 0)



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na primit́ıvne rekurźıvne

defińıcie

Dôsledok
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na operátor iterácie

unárnych funkcíı

Dôsledok
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na explicitné defińıcie

funkcíı s monadickou diskrimináciou



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Pŕıklady primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı

Násobenie

0·y = 0 (x + 1)·y = x ·y + y

Umocňovanie

x0 = 1 xy+1 = x ·xy

Sumačná funkcia

0
∑

i=0

i = 0

n+1
∑

i=0

i =

n
∑

i=0

i + n + 1



Základný vývoj primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı
Primit́ıvne rekurźıvne defińıcie

Modifikované odč́ıtanie
Defińıcia

x .− y =

{

x − y ak x ≥ y

0 ak x ≤ y

Pŕıklady primit́ıvne rekurźıvnych funkcíı

Funkcia predchodcu

0 .− 1 = 0

x + 1 .− 1 = x

Modifikované odč́ıtanie

x .− 0 = x

x .− (y + 1) = x .− y .− 1



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Charakteristická funkcia predikátu

Charakteristická funkcia predikátu P je funkcia P∗ definovaná
predpisom

P∗(~x) =

{

1 ak plat́ı P(~x)

0 ak neplat́ı P(~x)

Notačná konvencia x P∗ y pre binárne predikáty s infixovou
notáciou

Primit́ıvne rekurźıvne predikáty

Predikát je primit́ıvne rekurźıvny, ak jeho charakteristická funkcia
je primit́ıvne rekurźıvna funkcia



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Jazyk formúl

Tvrdenia tvoŕıme z atomických formúl pomocou logických spojok a
kvantifikátorov:

¬ϕ (negácia)

ϕ ∧ ψ (konjunkcia)

ϕ ∨ ψ (disjunkcia)

ϕ→ ψ (implikácia)

ϕ↔ ψ (ekvivalencia)

∀xϕ (univerzálny kvantifikátor)

∃xϕ (existenčný kvantifikátor)

∀x ≤ τ ϕ ≡ ∀x(x ≤ τ → ϕ) (ohraničený kvantifikátor)

∃x ≤ τ ϕ ≡ ∃x(x ≤ τ ∧ ϕ) (ohraničený kvantifikátor)

Ohraničená formula obsahuje len ohraničené kvantifikátory



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Notačné konvencie pri zápise formúl

Od najvyššej priority k najmenšej:

◮ kvantifikátory

◮ negácia

◮ konjunkcia

◮ disjunkcia

◮ implikácia a ekvivalencia

Pŕıklad
Zadanie formuly v úplnej notácíı

ϕ1 → (ϕ2 ↔ ((¬ϕ3) ∨ ((∃xϕ4) ∧ ϕ5)))

Jej skrátený zápis

ϕ1 → ϕ2 ↔ ¬ϕ3 ∨ ∃xϕ4 ∧ ϕ5



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Explicitné defińıcie predikátov

Sú to defińıcie v tvare

P(x1, . . . , xn) ↔ ϕ[x1, . . . , xn]

Nás zauj́ıma hlavne pŕıpad, ked’ ϕ je ohraničená formula

Pŕıklad
Explicitná defińıcia predikátu delitel’nosti

x | y ↔ ∃z y = xz

Iná defińıcia tentokrát s ohraničenou formulou

x | y ↔ ∃z ≤ y y = xz



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Ohraničená minimalizácia
Sú to defińıcie v tvare (ϕ je ohraničená formula)

f (~x) =

{

najmenšie č́ıslo y ≤ τ [~x ] také, že plat́ı ϕ[~x , y ]

0, ak také č́ıslo neexistuje

Skrátený zápis f (~x) = µy ≤ τ [~x ]
[

ϕ[~x , y ]
]

Pŕıklad
Neúplne delenie

x ÷ y = q ↔ y = 0 ∧ q = 0 ∨ y 6= 0 ∧ ∃r(x = qy + r ∧ r < y)

Iná defińıcia tentokrát ohraničenou minimalizáciou

x ÷ y = µq ≤ x [x < (q + 1)y ]



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Diskriminačná funkcia je primit́ıvne rekurźıvna

Ternárna diskriminačná funkcia D je definovaná predpisom

D(x , y , z) = v ↔ x 6= 0 ∧ v = y ∨ x = 0 ∧ v = z

Notačná konvencia

D(τ1, τ2, τ3) ≡ if τ1 6= 0 then τ2 else τ3

D
(

P∗(~τ1), τ2, τ3
)

≡ if P(~τ1) then τ2 else τ3

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie D plynie z tohoto vyjadrenia

D(0, y , z) = z

D(x + 1, y , z) = y

Je to explicitná defińıcia s monadickou diskrimináciou



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Rovnost’ je primit́ıvne rekurźıvny predikát

Pretože x = y ↔ x .− y + (y .− x) = 0, primit́ıvna rekurźıvnost’

funkcie x =∗ y plynie z tohoto vyjadrenia

(x =∗ y) = D
(

x .− y + (y .− x), 0, 1
)

Boolovské funkcie sú primit́ıvne rekurźıvne

Základné boolovské funkcie

(¬∗x) = y ↔ x 6= 0 ∧ y = 0 ∨ x = 0 ∧ y = 1

(x ∧∗ y) = z ↔ x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ z = 1 ∨ (x = 0 ∨ y = 0) ∧ z = 0

Primit́ıvna rekurźıvnost’ bool. funkcíı plynie z tohoto vyjadrenia

(¬∗x) = D(x , 0, 1)

(x ∧∗ y) = D
(

x ,D(y , 1, 0), 0
)



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Operátor ohraničenej minimalizácie

Je to defińıcia v tvare

f (x , ~y) = µz ≤ x [g(z , ~y) = 1]

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na operátor ohraničenej

minimalizácie

Dôkaz.
Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

f (0, ~y ) = 0

f (x + 1, ~y ) =











f (x , ~y ) ak g
(

f (x , ~y ), ~y
)

= 1

x + 1 ak g
(

f (x , ~y ), ~y
)

6= 1 a g(x + 1, ~y) = 1

0 ináč



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne predikáty sú uzavreté na explicitné defińıcie

predikátov s ohraničenými formulami

Dôkaz.
Explicitná defińıcia predikátu s ohraničenou formulou:

P(x1, . . . , xn) ↔ ϕ[x1, . . . , xn]

Primit́ıvna rekurźıvnost’ predikátu P∗ plynie z tohoto vyjadrenia

P∗(x1, . . . , xn) = ϕ∗[x1, . . . , xn]

Tu ϕ∗ je charakteristický term formuly ϕ:

(ϕ→ ϕ∗ = 1) ∧ (¬ϕ→ ϕ∗ = 0)



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Konštrukcia ϕ∗ indukt́ıvne podl’a štruktúry formuly ϕ:

(ρ = τ)
∗
≡ (ρ=∗ τ)

(R(~τ))
∗
≡ R∗(~τ)

(¬ψ)
∗
≡ (¬∗ψ∗)

(ψ ∧ χ)
∗
≡ (ψ∗ ∧ χ∗)

(∃y ≤ τ ψ[y ])
∗
≡ ψ∗

[

µy ≤ τ
[

ψ∗[y ] = 1
]

]



Primit́ıvne rekurźıvne predikáty a ohraničená minimalizácia

Veta
Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú uzavreté na defińıcie funkcíı

ohraničenou minimalizáciou

Dôkaz.
Defińıcia funkcie ohraničenou minimalizáciou:

f (~x) = µy ≤ τ [~x ]
[

ϕ[~x , y ]
]

Primit́ıvna rekurźıvnost’ funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(y , ~x) ↔ ϕ[~x , y ]

g(z , ~x) = µy ≤ z[P∗(y , ~x) = 1]

f (~x) = g(τ [~x ], ~x)



Záver

2. cvičenie

◮ Výsledky s komentárom nájdete na webe

3. cvičenie

◮ Zač́ına hned’ po prednáške v miestnosti I-H3

◮ Pracujte samostatne

◮ Úlohy odovzdat’ najneskôr do 12:00 v pondelok budúci týždeň

4. prednáška

◮ Párovacia funkcia a aritmetizácia (Gödelizácia)


	Zopakovanie a strucná osnova predmetu
	Základný vývoj primitívne rekurzívnych funkcií
	Primitívne rekurzívne predikáty a ohranicená minimalizácia
	Záver

