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Zopakovanie

Ciel predmetu

» Vybudovat matematické ziklady deklarativnych
programovacich jazykov

Stru¢nd osnova predmetu

» Primitivne rekurzivne funkcie

» kddovanie (aritmetizdcia) datovych Struktir

> regularne rekurzivne definicie s mierou
» Obecne rekurzivne funkcie

» univerzdlna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie
» Ciastotne rekurzivne funkcie

Kleeneho prva veta o rekurzii

Kleeneho veta o normalnej forme

rekurzivne nerozhodnutelné problémy — problém zastavenia
Churchova téza
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Zopakovanie

Primitivne rekurzivne funkcie

» Z3ikladné funkcie

» konZtantnd funkcia Z(x) =0
» funkcia nasledovnika S(x) = x +1
» identity (projekcie)
(X1, X0) = X
pre kazdé 1 < i <n
» Kompozicia (skladanie) funkcii

f()?) = h(gl(z)v ce 7gm(2))

» Primitivna rekurzia



Zopakovanie

Primitivne rekurzivne odvodenia

h(x,2,y) = S13(x, 2,y)
O+y=y 0+y=1I(y)
x+1l+y=x+y+1 Sx)+y=m(x,x+y,y)
ha(x,2,y) = B(x,2,y) + B(x, 2, y)
0y =0 0y =Z(y)
(x+1)y=xy+y S(x)y = ha(x,xy,y)
Ci(x) =SZ(x)
hs(y.z,x) = B(y,z,x)- B(y, z,x)
XX =1 f(0,x) = C1(x)
XYL = x.xY f(S(y),x) = hs(y, f(y,x),x)
X = f(B(x,y), F(x,y))



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia kartezidnskeho stcinu

Cantorova parovacia funkcia (modifikovana verzia)

[yl of 1] 2] 3] 4[5] 6]
0 || 1] 2] 4] 7]11]16]22]
5] 81217 | 23|30
6| 9|13 18 |24 |31 39
10 | 14 | 19 | 25 | 32 | 40 | 49
15 | 20 | 26 | 33 | 41 | 50 | 60
21 |27 |34 |42 |51 | 61| 72
28 |35 |43 |52 | 62| 73| 85

O B|WIN| -

xX+y

<x,y>:Zi+1+x

i=0



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia kartezidnskeho stcinu

Vlastnosti parovacej funkcie

Modifikovand verzia Cantorovej parovacej funkcie ma tieto
zdkladné vlastnosti:

(x1,%)=1,y2) > x1=y1Ax2 =y
x < (x,y) Ny < (x,y)
x=0V3dydzx = (y,z)

Projekcie

Undrne projekcie 71 a o spfﬁajﬂ tieto identity:

m(y)=x  mix,y)=y  m(0)=0=m(0)



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia kartezidnskeho stcinu

Notdcia
Pre n > 3 zapisujeme <X1, (x2, ... ,Xn>> skratene (x1,x2,...,Xn)

Aritmetizacia kartezianskeho stéinu
» Kédom n-tice (xi,...,xp) € N” je &islo
(x1,...,xp) EN
» Zobecnend projekcia [x]; operuje na kédoch n-tic:
[(x1, ..., xn)]7 = X prel<i<n
Definicia:

[x]7 = if i # n then mymh () else 75 *(x)



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni
Primitivne rekurzivne funk&né symboly
Trieda PR” pozostava z n-arnych p.r. funk&nych symbolov:
» Z € PR
SePR!
I"ePR"prel1 <i<n
ak he PR™ a gi1,...,8m € PR" potom

v

v

v

Compy (h,g1,...,8m) € PR"

ak g € PR" a h € PR™?2 potom

v

Recny1(g, h) € PR
Ich zjednotenie je trieda vietkych p.r. funkénych symbolov

PR= | JPR"
n>1



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operdcie s¢itania

h(x,z,y) =SB(x,z,y)
O+y=y 0+y=1I(y)
x+1+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y)

Primitivne rekurzivny funkény symbol a
jeho syntakticky strom

Reco(IL, Comp3(S, 13)) G @



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Interpretdcia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov
Symbol f € PR" interpretujeme ako n-drnu funkciu fV nad N:
» ZN je kondtantna funkcia Z(x) = 0
» SV je funkcia nasledovnika S(x) = x + 1
> (I,-”)N je identita 17(X) = x;
)N

> (Comp’,’n(h,gl, ...,8m))" je funkcia definovand kompoziciou

(Compl(h, g1 gm))" (%) = PN (& (%), ..., g} (%))

> (Recn(g, h))N je funkcia definovand primitivnou rekurziou

(Reca(g, 1)) (0,7) = £(7)
(F\’ec,,(g7 h))N(X +1,y)= hN(x, (F\’ec,,(g7 h))N(X,j/’),j/’)



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Aritmetizdcia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov
Pomocou parovych konstruktorov z réznymi rozlisovacimi

poloZkami:
=(1,0) (kon&tantnd funkcia)
= (2,0) (funkcia nasledovnika)
=(3,n,i) (identity)
(g,gS) (4,8.85) (kontrakcia)
Compp,(h, gs) = (5,n,m, h, gs) (kompozicia)
Rec,(g,h) = (6,n,g,h) (primitivna rekurzia)

Pre konstruktor (g, gs) pouZivame podobné nota&né konvencie ako
pre parovaciu funkciu (x,y)



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Aritmetizdcia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov
Cislo 7 € N je kédom p.r. funkéného symbolu f € PR:

Z'=127
rs'=5
,—Iin—| — Iin

T Compp,(h.g1,...,8m)" = Compl,(Th", (g1 ..., &gm )
"Rec,(g,h)" = Rec,("g","h")



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operdcie séitania

h(x,z,y) =S13(x,z,y)

O+ty=y 0+y=1(y)
x+1l+y=x+y+1 S(x)+y=h(x,x+y,y)
Primitivne rekurzivny funkény symbol @
Reco(I1, Comp3(S, 13))

a jeho aritmetizacia G
Rec?(Illv C’omp%(S, I23)) e @



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter programovacieho jazyka

Specifikacia
Interpreter programovacieho jazyka p.r. odvodeni je bindrna
funkcia e ® x, ktora m3a tieto dve zdkladné vlastnosti:

» Pre kazdé f € PR" a xq,...,x, € N plati rovnost:
T e (X1, xn) = FV(x1, L xn)
> Pre kaZdé &islo e € N, undrna funkcia
f(x)=eex

je primitivne rekurzivna funkcia



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter programovacieho jazyka
Implementdcia
Diskrimindcia podla konstruktorov p.r. funk&nych symbolov:

€ & X — case

e=272=0
e=S=x+1
e=1I1"=[x]}

e=(g,g5) = (gox,g50x)
e = Comp; (h,gs) = he(gsex)
e = Recy(g, h) =
case
x=(0,y) =gey
x=(z+1,y) = he(z,Rec,(g,h) e (z,y),y)
otherwise =- 0
end
otherwise =- 0
end



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter programovacieho jazyka

Implementdcia

Klauzalna forma rekurzivnej definicie:

Zex=0
Sex=x+1
I ex =
(g,85) e x = (g ox,gsex)
Comp) (h,gs) ex = he(gsex)
Recn(g,h)e(0,y) =gey
Recp(g,h) e (x+1,y) = he(x, Recy(g,h) e (x,y),y)



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Interpreter programovacieho jazyka

Dobré usporiadanie
Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych &isel

(a,b) >ex (c,d) <+ a>cVa=cAb>d
KaZd3 ostro klesajiica postupnost je kone&nd

(a1, b1) >1ex (a2, b2) >iex (a3, b3) >iex (a2, ba) >ex - -

Transfinitnd rekurzia
Podmienky regularity pre interpreter e e x:

(Rec,,(g, h), <an>) >lex (g,y)
(Recy(g, h), (x +1,¥)) >1ex (Recalg, h), (x,y))



Zaver

1. cvicenie

» Vysledky s komentdrom ndjdete na webe

2. cvilenie
» Zatina hned po predndgke v miestnosti I-H3

» Pracujte vo dvojiciach

> Ulohy odovzdat najneskdr do 12:00 v pondelok budtici tyzdefi

3. predndska

» Z3ikladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii

» Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢end minimalizacia
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