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Zopakovanie

Teória rekurzívnych funkcií

I Primitívne rekurzívne funkcie
I Aritmetizácia dátových ²truktúr.
I Regulárne rekurzívne de�nície s mierou.

I Obecne rekurzívne funkcie
I Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií:

I Ackermannova funkcia,
I univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.

I Churchova téza.

I �iasto£ne rekurzívne funkcie
I Kleeneho prvá veta o rekurzii (veta o pevnom bode).
I Kleeneho veta o normálnej forme.
I Turing-Churchova téza.

Teória rekurzívnych funkcií umoº¬uje vybudova´ matematické
základy deklaratívnych programovacích jazykov.



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funkcie

I Základné funkcie: Z(x) = 0, S(x) = x + 1, Ini (~x) = xi .
I Kompozícia funkcií: f (~x) = h(g1(~x), . . . , gm(~x)).
I Primitívna rekurzia:

f (0, ~y) = g(~y) f (S(x), ~y) = h(x , f (x , ~y), ~y).

Veta
Trieda primitívne rekurzívnych funkcií je najmen²ia trieda funkcií,
ktorá obsahuje funkciu nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu
predchodcu x .− 1 a je uzavretá na explicitné de�nície a regulárnu
rekurziu s mierou.



Zopakovanie

Obecne rekurzívne funkcie
Trieda obecne rekurzívnych funkcií je najmen²ia trieda funkcií, ktorá
obsahuje funkciu nasledovníka S(x) = x + 1, funkciu predchodcu
x .− 1 a je uzavretá na explicitné de�nície a regulárne rekurzívne
de�nície do dobre zaloºených relácií.

Obecne rekurzívne funkcie, ktoré nie sú primitívne rekurzívne

I Ackermannova funkcia (1928).
I Univerzálna funkcia pre primitívne rekurzívne funkcie.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

�iasto£né funkcie
n-árna £iasto£ná funkcia f je jednozna£ná relácia z Nn do N:

(~x , y) ∈ f ∧ (~x , z) ∈ f → y = z .

�iasto£né funkcie sú usporiadané mnoºinovou reláciou f ⊆ g .

Silná rovnos´ (Kleene)
τ ' ρ platí, ak jedna z nasledujúcich podmienok je splnená:

I Výrazy τ, ρ sú de�nované a ich hodnoty sú rovnaké.
I Výrazy τ, ρ nie sú de�nované.

Ak termy τ, ρ obsahujú len funkcie, potom τ ' ρ↔ τ = ρ.
Ozna£enie:

I τ↓, ak výraz τ je de�novaný (má hodnotu, konverguje).
I τ↑, ak výraz τ nie je de�novaný (nemá hodnotu, diverguje).



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Kleeneho prvá veta o rekurzii
Funkcionálna rovnica v neznámej f :

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn]

má najmen²ie rie²enie n-árnu £iasto£nú funkciu
⋃∞

i=0 fi , ktorá je
limitou re´azca f0, f1, f2, . . . de�novaného predpisom

f0 = ∅(n)

fi+1(x1, . . . , xn) ' τ [fi ; x1, . . . , xn].

Poznámka
Toto je prvá £as´ prvej vety o rekurzii. V druhej £asti sa tvrdí, ºe
najmen²ie rie²enie je vypo£ítate©né.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Rekurzívne de�nície £iasto£ných funkcií
Sú to de�nície £iasto£ných funkcií v tvare

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

�iasto£nou funkciou, ktorá je de�novaná uvedeným vz´ahom,
rozumieme najmen²ie rie²enie tejto funkcionálnej rovnice v triede
n-árnych £iasto£ných funkcií. Existencia takého rie²enia plynie z
prvej vety o rekurzii.

Poznámka
Regulárne rekurzívne de�nície do dobre zaloºených relácií

f (x1, . . . , xn) = τ [f ; x1, . . . , xn]

sú ²peciálnym prípadom rekurzívnych de�nícií £iasto£ných funkcií.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

De�nícia triedy £iasto£ne rekurzívnych funkcií

I Základné funkcie:
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I funkcia predchodcu P(x) = x

.− 1.

I Explicitné de�nície £iasto£ných funkcií:

f (x1, . . . , xn) ' τ [x1, . . . , xn].

I Rekurzívne de�nície £iasto£ných funkcií:

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

Funkcia je rekurzívna, ak je to totálna £iasto£ne rekurzívna funkcia.
Predikát je rekurzívny, ak taká je jeho charakteristická funkcia.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Rekurzívne odvodenia
S£ítanie

x + y ' if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y .

Od£ítanie

x .− y ' if x 6= 0 then if y 6= 0 then P(x) .− P(y) else x else 0.

Násobenie

x ·y ' if x 6= 0 then P(x)·y + y else 0.

Umoc¬ovanie

xy ' if y 6= 0 then x ·xP(y) else 1.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Rekurzívne termy a funk£né symboly (príklad)
Primitívne rekurzívna de�nícia

0 + y = y

S(x) + y = S(x + y).

Regulárna rekurzívna de�nícia

x + y = if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y .

Rekurzívna de�nícia so silnou rovnos´ou

x1 + x2 ' D
(
x1, S

(
P(x1) + x2

)
, x2
)
.

Rekurzívny funk£ný symbol

λ2.D
(
x1, S f2

(
P(x1), x2

)
, x2
)
.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Rekurzívne termy a funk£né symboly
Induktívna de�nícia triedy rekurzívnych termov a triedy
rekurzívnych funk£ných symbolov:

I Premenné x1, x2, . . . , xn, . . . a kon²tanta 0 sú rekurzívne termy.
I Ak τ1, τ2, τ3 sú rekurzívne termy, potom aplikácia

diskrimina£nej funkcie D(τ1, τ2, τ3) je rekurzívny term.
I Ak τ je rekurzívny term, potom aplikácie funkcie nasledovníka

S(τ) a funkcie predchodcu P(τ) sú rekurzívne termy.
I Ak τ1, . . . , τn sú rekurzívne termy, potom aplikácia n-árnej

funk£nej premennej fn(τ1, . . . , τn) je rekurzívny term.
I Ak ρ1, . . . , ρn sú rekurzívne termy a τ je rekurzívny term v

premenných x1, . . . , xn a funk£nej premennej fn, potom
aplikácia (λn.τ)(ρ1, . . . , ρn) je rekurzívny term.

S, P a λn.τ sa nazývajú rekurzívne funk£né symboly.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Interpretácia rekurzívnych termov a funk£ných symbolov
Interpretáciu (denotáciu) de�novaných rekurzívnych funk£ných
symbolov λn.τ de�nujeme indukciou na ²truktúru rekurzívnych
termov τ :

Nech τ [fn; x1, . . . , xn] je rekurzívny term v premenných
x1, . . . , xn a funk£nej premennej fn. Predpokladajme ¤alej,
ºe rekurzívne funk£né symboly vyskytujúce sa vo výraze τ
sú interpretované pod©a induktívneho predpokladu. Potom
rekurzívny funk£ný symbol λn.τ interpretujeme ako
£iasto£nú funkciu f de�novanú vz´ahom

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

Interpretáciu rekurzívneho funk£ného symbolu λn.τ ozna£ujeme
tým istým menom λn.τ .



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Veta
�iasto£ná funkcia je rekurzívna práve vtedy, ke¤ je interpretáciou
nejakého rekurzívneho funk£ného symbolu.

Dôkaz.

I Indukciou na d¨ºku rekurzívneho odvodenia dokáºeme, ºe
kaºdá £iasto£ne rekurzívna funkcia je interpretáciou nejakého
rekurzívneho funk£ného symbolu.

I Indukciou na ²truktúru rekurzívneho termu τ dokáºeme, ºe
interpretácia rekurzívneho funk£ného symbolu λn.τ je
£iasto£ne rekurzívna funkcia.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Monadické numerály
Výpo£et prebieha na monadických numeráloch:

0 S(0) S S(0) S S S(0) S S S S(0) . . . .

Ozna£enie:
I Ak x je prirodzené £íslo, potom x je monadický numerál, ktorý

denotuje £íslo x :

x ≡
x-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).

I Ak x1, . . . , xn sú prirodzené £ísla, potom

x1, . . . , xn ≡ x1, . . . , xn ≡
x1-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0), . . . ,

xn-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0).



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Jeden krok výpo£tu
Ak uzavretý rekurzívny term τ nie je numerál, tak musí obsahova´
aspo¬ jeden podvýraz (redex) v tvare

D(x , σ2, σ3) P(x) (λn.σ)(~x).

Jeden výpo£tový krok spo£íva v nájdení naj©avej²ieho redexu a jeho
nahradením kontrakciou pod©a nasledujúcich pravidiel

D(0, σ2, σ3) B1 σ3

D(x + 1, σ2, σ3) B1 σ2

P(x) B1 x .− 1

(λn.σ[fn;~x ])(~x) B1 σ[λn.σ;~x ].

Tak dostaneme nový uzavretý rekurzívny term ρ a pí²eme

τ B1 ρ.



Výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie

Viac krokov výpo£tu
Ozna£enie:

I τ1 Bk τ2, ak výraz τ1 sa redukuje do výrazu τ2 po k krokoch.
To znamená, ºe existujú uzavreté rekurzívne termy
ρ0, ρ1, . . . , ρk také, ºe

τ1 ≡ ρ0 B1 ρ1 B1 · · · B1 ρk ≡ τ2.

Umoºníme tieº prípad k = 0. Vtedy τ1 B0 τ2 ↔ τ1 ≡ τ2.
I τ1 B τ2, ak τ1 Bk τ2 pre nejaké k .
I Ak τ B x , tak vravíme, ºe výpo£et skon£il s výsledkom x .

Veta (Ekvivalentnos´ de�ni£nej a výpo£tovej sémantiky)
Pre kaºdý rekurzívny funk£ný symbol f platí:

f (~x) ' y ↔ f (~x) B y .



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Aritmetizácia rekurzívnych termov a funk£ných symbolov
Pomocou párových kon²truktorov z rôznymi rozli²ovacími
poloºkami:

xi = 〈0, i〉 (premenné)

0 = 〈1, 0〉 (kon²tanta 0)

D(t1, t2, t3) = 〈2, t1, t2, t3〉 (podmienkový výraz)

〈〈〈t, ts〉〉〉 = 〈3, t, ts〉 (kontrakcia argumentov)

e(((ts))) = 〈4, e, ts〉 (aplikácia funkcie)

S = 〈5, 0〉 (funkcia nasledovníka)

P = 〈6, 0〉 (funcia predchodcu)

fn = 〈7, n〉 (funk£ná premenná)

λn. t = 〈8, n, t〉. (de�novaná funkcia)



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Kontrakcia argumentov

I Nota£ná konvencia pre kontrak£nú funkciu:

〈〈〈t1, t2, ts〉〉〉 ≡
〈〈〈
t1, 〈〈〈t2, ts〉〉〉

〉〉〉
.

I Kontrakciou n-tice argumentov (t1, . . . , tn) ∈ Nn rozumieme
£íslo

〈〈〈t1, t2, . . . , tn〉〉〉 ∈ N.

I Projek£ná funkcia [ts]ni operuje na kontrakciach argumentov

[〈〈〈t1, t2, . . . , tn〉〉〉]ni = ti pre 1 ≤ i ≤ n.

Je to primitívne rekurzívna funkcia.



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Aritmetizácia rekurzívnych termov a funk£ných symbolov
�íslo pτq resp. pf q je kódom termu τ resp. funk£ného symbolu f :

pxiq = xi

p0q = 0

pD(τ1, τ2, τ3)q = D(pτ1q, pτ2q, pτ3q)

pf (τ1, . . . , τn)q = pf q(((〈〈〈pτ1q, . . . , pτnq〉〉〉)))

pSq = S

pPq = P

pfnq = fn

pλn.τq = λn. pτq.



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Príklad
Regulárna rekurzívna de�nícia

x + y = if x 6= 0 then S
(
P(x) + y

)
else y .

Rekurzívna de�nícia so silnou rovnos´ou

x1 + x2 ' D
(
x1, S

(
P(x1) + x2

)
, x2
)
.

Rekurzívny funk£ný symbol

λ2.D
(
x1, S f2

(
P(x1), x2

)
, x2
)

a jeho aritmetizácia

λ2.D

(
x1,S

(((
f2
(((
〈〈〈P(((x1))), x2〉〉〉

))))))
, x2

)
.



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Monadické numerály, £as´ prvá

Unárna operácia pxq vytvorí kód numerálu x ≡
x-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0):

pxq = p

x-krát︷ ︸︸ ︷
S . . . S(0)q.

Primitívna rekurzívnos´ funkcie pxq plynie z tohoto vyjadrenia

p0q = 0 px + 1q = S(((pxq))).

Jej inverzia je funkcia Dc(t), ktorá dekóduje kód numerálu:

Dc(pxq) = x .

Primitívna rekurzívnos´ funkcie Dc(t) plynie z tohoto vyjadrenia

Dc(0 ) = 0 Dc S(((t))) = Dc(t) + 1.



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Monadické numerály, £as´ druhá
Predikát Nm(t) platí, ak £íslo t je kódom nejakého numerálu:

Nm(t)↔ ∃x t = pxq.

Jej charakteristická funkcia Nm∗(t) je primitívne rekurzívna:

Nm∗(0 ) = 1

Nm∗ S(((t))) = 1← Nm(t) = 1

Nm∗ S(((t))) = 0← Nm(t) 6= 1

Nm∗(t) = 0← ¬
(
t = 0 ∨ ∃t1 t = S(((t1)))

)
.

Predikátová forma uvedenej de�nície

Nm(0 )

NmS(((t)))← Nm(t).



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Substitúcia
Ternárna funkcia t[e; rs] je aritmetizácia operácie substitúcie
τ [λn.σ;~x ] nad rekurzívnymi termami:

pτq[pλn.σq; 〈〈〈px1q, . . . , pxnq〉〉〉] = pτ [λn.σ; x1, . . . , xn]q.

Primitívna rekurzívnos´ funkcie t[e; rs] plynie z tohoto vyjadrenia

xi [e; rs] = [rs]
Ar(e)
i

0 [e; rs] = 0

D(t1, t2, t3)[e; rs] = D(t1[e; rs], t2[e; rs], t3[e; rs])

〈〈〈t, ts〉〉〉[e; rs] = 〈〈〈t[e; rs], ts[e; rs]〉〉〉
fn(((ts)))[e; rs] = e(((ts[e; rs])))

f (((ts)))[e; rs] = f (((ts[e; rs])))← ¬∃n f = fn.

Tu Ar(e) je primitívne rekurzívna funkcia taká, ºe Ar(pf q) = n pre
n-árny de�novaný rekurzívny funk£ný symbol f .



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Pomocné operácie
�peci�kácia:

Pn(pxq) = px .− 1q

Dn(pxq, t2, t3) = D(x , t2, t3).

Primitívna rekurzívnos´ oboch funkcií plynie z tohoto vyjadrenia

Pn(0 ) = 0 Dn(0 , t2, t3) = t3
PnS(((t))) = t Dn

(
S(((t1))), t2, t3

)
= t2.

Pomocný primitívny rekurzívny predikát

Nms(n, ts)↔ ∀i
(
1 ≤ i ≤ n→ Nm([ts]ni )

)
.



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Jeden krok výpo£tu
�peci�kácia reduk£nej funkcie Rd(t):

ak τ B1 ρ, potom Rd(pτq) = pρq Rd(pxq) = pxq.

Primitívna rekurzívnos´ funkcie plynie z tohoto vyjadrenia

Rd(0 ) = 0

Rd D(t1, t2, t3) = Dn(t1, t2, t3)← Nm(t1)

Rd D(t1, t2, t3) = D(Rd(t1), t2, t3)← ¬Nm(t1)

Rd〈〈〈t, ts〉〉〉 = 〈〈〈t,Rd(ts)〉〉〉 ← Nm(t)

Rd〈〈〈t, ts〉〉〉 = 〈〈〈Rd(t), ts〉〉〉 ← ¬Nm(t)

Rd S(((t))) = S(((Rd(t))))

Rd P(((t))) = Pn(t)← Nm(t)

Rd P(((t))) = P(((Rd(t))))← ¬Nm(t)

Rd (λn. t)(((ts))) = t[λn. t; ts]← Nms(n, ts)

Rd (λn. t)(((ts))) = (λn. t)(((Rd(ts))))← ¬Nms(n, ts).



Aritmetizácia výpo£tového modelu

Viac krokov výpo£tu
Opakovaným pouºitím reduk£nej funkcie implementujeme
vyhodnocovanie uzavretých rekurzívnych termov takto:

Eval(t) ' if Nm(t) then t else Eval Rd(t).

Ako to celé od²tartujeme?
Ak e = pf q pre nejaký n-árny rekurzívny funk£ný symbol f , tak
sta£i zavola´

Dc Eval e(((〈〈〈px1q, . . . , pxnq〉〉〉))).

Výsledkom výpo£tu je potom £íslo f (x1, . . . , xn).



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Rekurzívne indexy
Symbolom ϕ

(n)
e ozna£ujeme n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu

de�novanú predpisom

ϕ
(n)
e =

{
f ak e = pf q pre nejaký n-árny rek. fun. symbol f ,

∅(n) iná£.

Ak f = ϕ
(n)
e tak £íslo e nazveme rekurzívnym indexom £iasto£nej

funkcie f . �ísla v tvare pf q sú dobre vytvorené indexy.

Veta
�iasto£ná funkcia je rekurzívna práve vtedy, ke¤ má rekurzívny
index.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Enumera£ná £iasto£ná funkcia
Symbolom Ψn si ozna£íme (n+1)-árnu £iasto£nú funkciu de�novanú
predpisom

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' ϕ(n)
e (x1, . . . , xn).

Veta o enumerácií (Kleene)
Pre kaºdé n ≥ 1, £iasto£ná funkcia Ψn je £iasto£ne rekurzívna
funkcia, ktorá enumeruje (s opakovaním) triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií, t. j. postupnos´

λx1 . . . xn .Ψn(e, x1, . . . , xn) pre e = 0, 1, 2, . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Dôkaz vety o enumerácií

I Z vety charakterizujúcej rekurzívne indexy plynie, ºe
nasledujúca postupnos´

λ~x .Ψn(0,~x) λ~x .Ψn(1,~x) λ~x .Ψn(2,~x) . . .

t.j. ϕ
(n)
0 ϕ

(n)
1 ϕ

(n)
2 . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.
I Pre dobre vytvorené indexy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych

funkcií totiº platí:

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' Dc Eval e(((〈〈〈px1q, . . . , pxnq〉〉〉))).

Ψn je preto £iasto£ne rekurzívna funkcia.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Enumera£ná £iasto£ná funkcia je univerzálna (platí to aj
naopak)
(n+1)-árna £iasto£ná funkcia Ψn sp¨¬a tieto dve podmienky:

I Pre kaºdú n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f existuje £íslo
e také, ºe pre kaºdú n-ticu £ísel x1, . . . , xn platí rovnos´

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' f (x1, . . . , xn).

I Pre kaºdé £íslo e je n-árna £iasto£ná funkcia f de�novaná
vz´ahom

f (x1, . . . , xn) ' Ψn(e, x1, . . . , xn)

£iasto£ne rekurzívna.

Vravíme, ºe Ψn je univerzálnou pre triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií
Zúplnenie enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívna
funkcia
Dôkaz sporom. Predpokladajme napr., ºe binárna funkcia f :

f (e, x) '

{
Ψ1(e, x) ak Ψ1(e, x)↓
0 ak Ψ1(e, x)↑

(1)

je rekurzívna. Potom aj unárna funkcia g de�novaná vz´ahom

g(x) = f (x , x) + 1 (2)

je rekurzívna. Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x platí

Ψ1(e, x) ' g(x). (3)

Odtia© Ψ1(e, e)↓. Postupnými úpravami odvodíme spor:

g(e)
(2)
= f (e, e) + 1

(1)
' Ψ1(e, e) + 1

(3)
' g(e) + 1.



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) =

{
Mk(x) if P Mk(x) and k is the least such number,

0 if there is no such number.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l (x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) = y ↔ ∃k
(
PMk(x) ∧ ∀l < k¬PM l (x) ∧ y = Mk(x)

)
∨

¬∃k PMk(x) ∧ y = 0.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l (x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).
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