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Primitivne rekurzivne funkcie
Definicia triedy primitivne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) = 0,
» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» identity (projekcie):

17(x1, ..y xn) = X
pre kazde 1 <i < n.
» Kompozicia (skladanie) funkcii:

(X1, .., %n) = h(gl(xl,...,x,,),...,gm(xl,.

» Primitivna rekurzia:

f(0,y1,---,yn) =81,y ¥n)

f(S(X)7y17"' 7}’n) = h(Xu f(X7}’1a~~~7}’n)a}/17~~-

. Xn))-

7}’n)'



Primitivne rekurzivne funkcie
Definicia triedy primitivne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» konstantna funkcia Z(x) = 0,

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
> identity (projekcie):

|n()_(') = X

1

pre kazde 1 <i < n.

» Kompozicia (skladanie) funkcii:

f(X) = h(g1(X), .., gm(X))-

» Primitivna rekurzia:



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., gm(X)).

» Primitivna rekurzia:

Scitanie

h(X7Z).y) :Slg(x’zhy)
O+y=y 0+y=1I(y)
x+1l4+y=x+y+1 S(x) +y =h(x,x+y,y)



Primitivne rekurzivne funkcie

Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I7(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., gm(X)).

» Primitivna rekurzia:

Nasobenie

ha(x,z,y) = 13(x,2,y) + 3(x,2,)
0y =0 0-y =Z(y)
(x+1)y=xy+y S(x)-y = ha(x,xy,y)



Primitivne rekurzivne funkcie
Definicia
» Zakladné funkcie: Z(x) =0, S(x) = x + 1, I17(X) = x;.
» Kompozicia funkcii: f(X) = h(g1(X), ..., gm(X)).

» Primitivna rekurzia:

Umochnovanie

Ci(x) =SZ(x)
hs(y,z,x) = §(y,z,x)- B(y,2,x)
f(0,x) = Ci(x)
x0 = F(S(y), x) = hs(y, f(y.x),x)
X = xex X =f(15(x,y), £ (x,y))



Primitivne rekurzivne funkcie

Primitivne rekurzivne funkcie a deklarativne programovanie

>

Zakladny vyvoj primitivne rekurzivnych funkcii.
Primitivne rekurzivne predikaty a ohrani¢ena minimalizacia.
Parovacia funkcia a aritmetizacia datovych struktar.

Vnorena jednoducha rekurzia:

f(0,y) = &(y)
f(x+1y) = h(x, f(x, s (x,y)), f(x, sa(x,y, f(x, s (x,y))),y).

Regularne rekurzivne definicie s mierou:
f(X) = 7[f; x].

Podmienka regularity ¢z — p[p] < u[X] pre rekurzivne
volanie f(p) funkcie f v terme 7.



Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operécie scitania

h(x,z,y) = S13(x,z,y)
O+y=y 0+y=I(y)
x+1l4+y=x+y+1 S(x)+y=nh(x,x+y,y).

Primitivne rekurzivny funkény symbol a
jeho syntakticky strom:

Recz(lll, Comp‘;’(S, 123)) @ @



Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Primitivne rekurzivne funkéné symboly

Trieda PR" pozostava z n-arnych p.r. funkénych symbolov:
» ZEPR, SePR' al"€PR"prel <i<n,
» Ak he PR™ ag1,...,8m € PR", potom

Compp (h,g1,---,8m) € PR".
» Ak g € PR" a h € PR""2, potom
Recni1(g, h) € PR™!,
Ich zjednotenie je mnozina v3etkych p.r. funkénych symbolov

PR= [ PR".

n>1



Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Interpretacia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov
Symbol f € PR” interpretujeme ako n-arnu funkciu ¥ nad N:

» ZV je konstantna funkcia Z(x) = 0.
SN

v

je funkcia nasledovnika S(x) = x + 1.
(1" je identita 17(%) = x;.

(Comp},(h, g1, - ,gm))N je funkcia definovana kompoziciou

v

v

(Compi(h. g1, ,m) " (%) = P (&(R), ... g (%))

v

(Recn(g, h))N je funkcia definovana primitivnou rekurziou

(Reca(g, 1)) (0,7) = £ (7)
(Reca(g, M) (x + 1,7) = B (x, (Reca(g, ) (x, 7). 7).



Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov

Pomocou parovych konstruktorov z roznymi rozlisovacimi

polozkami:
= (1,0) (konstantna funkcia)
= (2,0) (funkcia nasledovnika)
=(3,n,i) (identity)
(g,gs) (4,8,85) (kontrakcia)
Comp; (h,gs) = (5,n,m, h,gs) (kompozicia)
Recn(g,h) = (6,n,g8,h). (primitivna rekurzia)

Pre konstruktor (g, gs) pouzivame podobné notacné konvencie ako
pre parovaciu funkciu (x, y).



Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Aritmetizacia primitivne rekurzivnych funkénych symbolov

Cislo "f7 € N oznacuje kéd (aritmetizaciu) primitivne rekurzivneho
funkéného symbolu f € PR. Induktivna definicia:

Z'=127
rs'==5
T =1

“Compp(h,g1,...,8m)" = Compp,("h",("g1",...,"8gm )
"Recn(g,h)" = Rec,("g","h™).



Aritmetizacia primitivne rekurzivnych odvodeni

Priklad

Primitivne rekurzivne odvodenie operécie scitania

h(x,z,y) =SB3(x,z,y)
O+y=y 0+y=1(y)
x+1l+y=x+y+1 S(x)+y=nh(x,x+y,y).

Primitivne rekurzivny funkény symbol @
Reca (I, Compi(S, 15))
a jeho aritmetizacia @
Recy(I}, Comp3(S, I3)). e G



Interpreter programovacieho jazyka

Specifikacia
Interpreter programovacieho jazyka p.r. odvodeni je binarna funkcia
e e x, ktora ma tieto dve zakladné vlastnosti:

» Pre kazdé f € PR" a xq,...,x, € N plati rovnost
Tfle(x1,...,Xn) = fN(xl,...,x,,).
> Pre kazdé &islo e € N, unarna funkcia f definovana vztahom

f(x) =eex

je primitivne rekurzivna funkcia.



Interpreter programovacieho jazyka

Implementacia
Diskriminacia podla konstruktorov p.r. funkénych symbolov:

€ e X = Ccase

e=7=0
e=8S=>x+1
e=1I"= [x]]

e ={(g,85) = <gox,gsox>
e = Comp, (h,gs) = he(gsex)
e = Recy(g, h) =
case
x=(0y) >gey
x=(z+1,y) = he(z, Recy(g,h)e(z,y),y)
otherwise = 0
end
otherwise = 0
end.



Interpreter programovacieho jazyka

Implementacia

Klauzalna forma rekurzivnej definicie:

Zex=0
Sex=x+1
I/ e x = [x]]
(g:85) o x = (g ox,g50x)
Comp) (h,gs)ex = he(gsex)
Recn(g, h)e(0,y) =gey
Recy(g,h) o (x +1,y) = he (x, Reca(g, h) ® (x,y),y).



Interpreter programovacieho jazyka

Dobré usporiadanie
Lexikografické usporiadanie dvojic prirodzenych Cisel

(a,b) <iex (c,d) v a<cVa=cAb<d.
Je to dobré usporiadanie: kazda ostro klesajica postupnost
(a1, b1) >lex (a2, b2) >iex (23, b3) >lex (24, ba) >ex - -
je konecna.

Transfinitna rekurzia
Podmienky regularity pre interpreter e  x si trivialne splnené, napr.

(Recn(g, h), (x,y)) <iex (Reca(g, h), (x +1,y))
(h, <x, Recn(g,h) e (x,y),y>) <Jex (Rec,,(g, h), (x + 1,y>).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Definicia univerzalnej funkcie

Vravime, ze (n+1)-arna funkcia U, je univerzalnou pre triedu
n-arnych p.r. funkcii, ak s splnené tieto podmienky:

» Pre kazd( n-arnu p.r. funkciu f existuje Cislo e také, ze pre
kazda n-ticu Cisel xq, ..., x, plati rovnost

Un(e,x1, ..., xn) = F(x1,...,Xn).
» Pre kazdé Cislo e je n-arna funkcia f definovana vztahom
f(x1,...,xn) = Un(e,x1,...,xn)

primitivne rekurzivna.

Funkciu U, definujeme predpisom

Un(e,x1,...,xn) = €®(x,...,Xp).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia U nie je primitivne rekurzivna

Dékaz sporom: predpokladajme, ze funkcia U; je primitivne
rekurzivna. Potom aj unarna funkcia f definovana vztahom

f(x) = Ui(x,x) +1 (1)

je primitivne rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé
Cislo x plati rovnost

Ui(e, x) = f(x). (2)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme

(2)

fle) ti(e,e) + 12 F(e) + 1.

Spor.



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Univerzalna funkcia U, nie je primitivne rekurzivna

Dékaz sporom: predpokladajme, ze funkcia U, je primitivne
rekurzivna. Potom aj n-arna funkcia f definovana vztahom

f(x1,...yxn) = Un(x1,x1,...,xn) +1 (1)
je primitivne rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazda
n-ticu Cisel xq, ..., x, plati rovnost

Un(e,x1, ..., xn) = F(x1,. .., Xp)- (2)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme

f(e,...,e)(é) U,,(e,e,...,e)—i—l(i) fle,...,e)+1.

Spor.



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Graf univerzalnej funkcie U nie je primitivne rekurzivny

Dékaz sporom: predpokladajme, ze graf univerzalnej funkcie
Gi(e,x,y) ¢ Ur(e,x) =y (1)
je p.r. predikat. Potom je primitivne rekurzivny aj unarny predikat
P(x) + Gi(x, x,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati rovnost
Ui(e, x) = Py(x). (3)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e) 2 Gi(e,e,0) 2 Ui(e,e) = 0 L P.(e) = 0 & —P(e).



Univerzalna funkcia pre primitivne rekurzivne funkcie

Graf univerzalnej funkcie U, nie je primitivne rekurzivny
Dékaz sporom: predpokladajme, ze graf univerzalnej funkcie

Gn(e,x1,...,xn,y) <> Un(e,x1,...,xn) =y (1)

je p.r. predikat. Potom je primitivne rekurzivny aj n-arny predikat

P(x1,...,xn) <> Gp(x1,X1,...,Xn,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdi n-ticu Cisel xy, ..., x, plati
Un(e,x1, ..., Xxn) = Pu(x1,. .., Xn). (3)

Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e,...,e)gG,,(e,e,...,e,O)gU,,(e,e,...,e)zO@
< Pi(e,...,e) =0 —P(e,...,e).



Primitivne rekurzivne indexy

Definicia
Prirodzené &islo e také, ze

Vxg .. Vxp (X1, oo xn) = €0 (x1,...,Xpn),

sa nazyva primitivne rekurzivny index funkcie f.

Veta
Funkcia je primitivne rekurzivna préve vtedy, ked ma primitivne
rekurzivny index.
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