Cantorova parovacia funkcia

Celoc¢iselnd odmocnina. Zapis [/x] oznacuje celo¢iselni odmocninu pri-
rodzeného ¢isla x. Je to funkcia na N definovana predpisom:

Vol =y e <z<(y+1)>2 (1)
Podmienka jednoznacnosti pre (1)
i<z <(n+1)’Ay <z <(p+1)?—un=y
je dosledok tejto monoténnej vlastnosti perfektnych stvorcov
<y =y < (1) <yh < (g2 + 1)
Existencna podmienka pre (1)
Vadyy? <z < (y+ 1)

plynie z faktu, Ze funkcia Az.2? na N m4é neohrani¢eny obor hodnot obsahu-
juci ¢islo 0.

Trojuholnikové cisla. Zapis T,, oznacuje funkciu na N ktorej hodnoty st
trojuholnikové ¢isla:

T,=0+14243+ - +(n—-1)+n=> i (2)
=0

Nasledujuca vlastnost trojuholnikovych cisel sa dokaze pramociaro matema-
tickou indukciou

8T, +1=(2n+1)> (3)
Prava inverzna funkcia. Zipis T, oznacuje pravi inverzni funkciu k T,,:
T '=m<+ T, <n<Th. (4)
Podmienka jednoznacnosti pre (4)
To, Sn<Th i ATh, Sn< Ty, —mp=mg
je dosledok tejto monoténnej vlastnosti trojuholnikovych cisel

my <mg — Ty < The1 STy < Thngtas



Existenéna podmienka pre (4)
YnimT,, <n < T,

plynie z faktu, ze obor funkcie T,, je neohraniceny a obsahuje ¢islo 0.
Teraz vyjadrime prava inverzna funkciu k T,, s pomocou celoc¢iselnej od-
mocniny. Postupnymi tpravami dostavame

Ty <n< Ty = 8T +1<8n+1<8T +12

—
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Em+12<8n+1<(2m+1)+1)2=(2m+3)2 ¥

2m+1gb@n+q§2m+2¢2m§{wM+Q—4§2m+1¢

—
—

s L\/8n+1J—1 - {Qm_li:m
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Plati preto

ven+1| =1
ﬁf:{{ J = ([ven+1|-1)=2
2
Cantorova parovacia funkcia. Injekcie z N? do N sa nazyvaji parova-
cie funkcie. Jednou z najjednoduchsich surjektivnych parovacich funkcii je
Cantorova parovacia funkcia J, ktora je zobrazena na obrazku:

(Jy) [ O] 1] 2] 3] 4[5] 6]
0 | 0] 1] 3] 6]10]15]21
1 | 2] 4] 7]11]16| 22|29
2 | 5| 8121723 |30 33
3 | 9|13 |18 |24 |31 3948
4 141925 |32 40| 49 | 59
5 |20 26|33 | 41|50 |60 71
6 | 2734|4251 |61 |72 84

Funkcia je definovana vztahom:

J(x,y):‘{(a,b)ENQ‘a+b<x+yVa+b:x+y/\a<x}

- ()



Aby sme nasli jej numerické vyjadrenie, vyuzijeme nasledujtce identity, ktoré
plynt priamo z definicie (5):

J(z,y) =J0, 24+ y)+z (6)
J(O,I+y)—‘{(a,b)ENZ‘a+b<x+y}’. (7)

Postupnymi tpravami teraz dostaneme:

J(ZE,y)@J(O,x—l-y)—i—x(:?)‘{(a,b)GNQ‘a+b<$+y}‘—|—g;:

= 2

{(a,b)eNZ‘a—i-b:d}‘—i-x: SN (d+1)+ax=

d<z—+y d<z+y
= Z d+x =T, + .
d<z+y
Preto
T+y
Jz,y) =D i+x="Tuy+a (8)
i=0

Diagonédlna vlastnost. Plati
T;(;y) =x+uy. 9)
7 nasledujucich uprav

®) ) (5)
Tm+y = T0+x+y +0= J(O,l‘ + y) < J(.I,y) <

8
<JO,z+y+1) g Totaty+1 +0=Toiy1
plynie nerovnost
Tx-i—y S J({L‘,y) < T:c+y+1~

Odtial a z (4) dostaneme pozadovant identitu (9).

Projekcie. Prva a druha projekcia Cantorovej parovacej funkcie st unarne
funkcie K a L také, ze



Funkcie definujeme explicitne vzfahom

Postupnymi tpravami dostaneme:

_ 9 6
KJ(z,y) = J(x,y) - 30, T3, ) 2 Ia,y) = J0.2 + ) ©

z,y)
=J0,z+y)+z—-J0,z+y) =2z

Li(x.y) = Tyt — KJ(z,y) P27

J(z,y :ic—i-y—x:y



