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l. prednaska

Organizacia kurzu

Deklarativne programovanie v CL
Explicitné definicie

13. februara 2012

1. Organizacia kurzu

1.1. Rozvrh a kontakty

1.1  Organizacia kurzu

Prednasky pondelok 12:20, poslucharen A

Cvicenia pondelok 16:30 H6 1liai{1,4,5}
pondelok 18:10 H6 1liai{2,3,4}
{2,3}iui
streda 14:00 H6 2iai*

Dodrzte termin cviéeni podla roénika a krizku! (Inak ste hostia, ne-
mdzeme sa vam venovat.)

Prvaci: Mozna vymena Clovek za cloveka Tretiaci: Prihlaste sa na
termin podla vlastného vyberu (e-maill)

Konzultacie TBA
Web http://dai.fmph.uniba.sk/courses/udp/

E-mail udp(zavinac)lists.dai.fmph.uniba.sk



1.2. Pravidla hodnotenia

.2 Organizacia kurzu

Semester e 2 testy po 30 bodov
e Okolo 6. a 11. tyzdna

Nahradny test e 1. tyzden skiskového obdobia
e Nahrada 1 semestralneho testu
e Rovnaka cast udiva

e Skére nahradené bez ohladu vysku voli nahrddzanej hodnote

Skaska e Podmienka pripustenia ku skiske zisk > 30 bodov za semester

e Test za 40 bodov

Znamky A > 90 bodov
> 80 bodov
> 70 bodov
> 60 bodov
> 50 bodov
FX < 50 bodov

m O N @

2. Deklarativne programovanie

1.3 Deklarativne programovanie

e Spdsob (paradigma) programovania
e Doraz na to, ¢o sa podita, nie (len) na to, ako sa podita

e ZaloZené na matematickej logike

Program je zapisany v nejakom jazyku logiky

Vyznam programu: matematicky objekt Program definuje funkciu/relaciu



e Deklarativne programovacie jazyky
— funkcionalne (Lisp, ML, Haskell, ...)
— logické (Prolog, Trilogy, ...)

e V/yhoda: ulahCuje tvorbu spravnych programov

1.4 Tvorba spravnych programov
Tvorba spravneho programu ma 3 casti:

Specifikacia pozadované vlastnosti programu, aké vystupy ma poditat pre
aké vstupy

Implementacia samotny program, podrobny navod na poditanie vystupov

Verifikacia overenie, ze program ma pozadované vlastnosti (splna Specifi-
kaciu)

Deklarativne programovanie:

e Vsetky Casti tvorby spravneho programu si realizované v jednom ja-
zyku logiky

2.1. Priklad

1.5 Priklad
Neformalne zadanie

e Potrebujeme program, ktory vypocita najvacsi spolocny delitel dvoch
prirodzenych disel

Specifikacia
e Presny popis zadania v logickom jazyku

e Program v deklarativnom jazyku bude definovat funkciu ged s vlast-
nostou:
x#0Vy#0—ged(x,y) | x Aged(x,y) [y A
Vd(d | xANd|y—d<gcd(x,y))



1.6 Priklad
Implementacia

e Program realizuje euklidovsky algoritmus

Vyuziva vlastnosti delitelnosti:
x|0
x#0Ad|x—d|y<+ d]|ymodx
e Program v jazyku podmienenych rovnosti:
gad(x,y) =y +x=0
ged(x, y) = ged(y mod x, x) < x # 0

Vypocet: Zjednodusovanie vyrazov podla podmienenych rovnosti do
zakladného tvaru (&islo)

Napriklad ged(21,12) = - --

Vypocet vzdy skondi, lebo
x #0— ymod x < x

| Priklad

q
Specifikacia — pozadovana vlastnost
x#0Vy#0—gcd(x,y) | xAged(x,y) |y A
Vd(d | xANd |y — d <gcd(x,y))

Implementacia — program v jazyku podmienenych rovnosti
gad(x,y) =y +—x=0
ged(x, y) = ged(y mod x, x) < x # 0

M3& program pozadovan( vlastnost?

Testovanie Vypoctom overime pre niektoré vstupy

Verifikacia Dékazom overime pre vsetky vstupy

e Dokaz Gplnou matematickou indukciou



3. Jazyk CL

1.8 Jazyk CL

e Jednoduchy deklarativny programovaci jazyk
e Zaklad: logika prvého radu s aritmetikou

e Syntax programov: podmienené rovnosti

Vyznam programov: funkcie na prirodzenych cislach

Prostredie pre programovanie, testovanie, Specifikaciu a verifikaciu
programov

Autori: Pavol Voda, Jan Komara, Jan Kluka

1.9 Niektoré funkcie zabudované v CL

e Scitanie (+) a nasobenie (-) prirodzenych &isel

e Modifikované odd¢itanie

x—y akxZ>y,
X=y=
0 inak

e Delenie a zvySok po deleni na prirodzenych cislach

x+0=0Axmod0=0
y#0—=xmody <yAx=(x=+y)y+ (xmody)

4. Explicitné definicie

.10  Explicitné definicie

Explicitna definicia funkcie

e Program, ktory vypocita vysledok ako vyraz zlozeny iba z premennych,
Ciselnych konstant a predtym definovanych funkcii

10



e Jednoduché explicitné definicie majd iba jednu rovnost, napriklad:
Z(x)=0
Twice(x) = 2-x
Square(x) = x-x

Cube(x) = x-Square(x)

4.1. Explicitné definicie s jednou podmienkou

.11  Explicitné definicie s podmienkami
e ZloZitejsie definicie maju viacero podmienenych rovnosti

sgn(x) =0« x=0 min(x,y) =y x>y
sgn(x) =1+ x#0 min(x,y) =x+x<y

e Podmienend rovnost sa nazyva klauzula (clause)

e Argumenty funkcie v réznych klauzuldch musia byt rovnaké

min(x,y) =x+ x <y
minfg B =67+ a> b
e Podmienky v klauzuldch musia byt vylucné
e Podmienky musia pokryt vSetky mozné pripady
e Potom sa vzdy da pouzit prave jedna klauzula

e CL nedovoluje v klauzuldch hocijaké podmienky, nemdze vzdy roz-
poznat vylu¢nost a pokrytie vsetkych pripadov

11



.12

4.2.

.13

Explicitné definicie s podmienkami

e Dovolent sadu podmienok volame diskriminacia

o Niektoré dovolené diskriminacie:

diskriminacia na rovnost dichotémia
f():(*tIS f()I%tSS
f(...):...<_t¢5 f(...):...<_t>5
(t=sAt#5s) (t<sAt>5s)
t=sVt#s t<sVt>s

t a s st lubovolné vyrazy

e Je dovolené napriklad:

f(x)=x «+x+7=xT7 gx,y)=xy +y>x
f(x) = x+1 + x+7 # x7 gx,y)=x+y +y<x

e Nie je dovolené napriklad:
flx,y)=0«x=y gx,y.z)=ytz< y<x

f(x,y)=1+«y+#x g(x,y,z2) =x+z+ y=x

Explicitné definicie s viacerymi podmienkami

Explicitné definicie s podmienkami

e Podmienky v klauzuldch mozno kombinovat iba logickou spojkou A
e Dovolené sii len niektoré kombinacie podmienok

e CL musi rozpoznat, ze podmienky st vzajomne vylu¢né a pokryvajl
vsetky pripady

e Nie je dovolené napriklad:
minz(x,y,z) =x <+ x<yAx<z

min3(x,y,z) =y <+ y<zAy<x
minz(x,y,z) =z« z<xAz<y

12



.14  Explicitné definicie s podmienkami

e CL rozpozna vzajomni( vylucnost podmienok,

dovolenych diskriminacii

e Napriklad podmienky v definicii:

mins(x, y, z
X, Y,z

(
(
(x,y,z
(

mins(x, y, z

mins
mins

)=
)=
z) =
z) =

X +— x<yAx<z
zZ — x<yANx>z
Yy~ x>y Ny<z
Z <~ X>yNy>z

vzniknid vnorenim diskriminacii:

min3(x,y, z) =

.15 Explicitné definicie s podmienkami

ak vzniknid vnorenim

Zarucene spravna konstrukcia podmienok:
kym nevieme urcit vysledok, vnarame dovolené diskriminacie

min3(x,y,z) =7+ 7

min3(x,y,z) =7+ x<y

ming(x,y,z) =7+ x>y

mins(x, y, z

( )
( )
(x.y.2)
(x.y.2)
(x.y,2)
ming(x,y,z) =7 < x>y
( )
( )
( ) =
( )

=x4+x<yAx<z

mins =z x<yAx>z

min3(x,y,z) =x <+ x<yAx <z
minz(x,y,z) =z x<yAx >z
mins(x, y, z Y X>YyANy >z
min3(x,y,z) =z <+ x>y ANy >z

13



4.3. Verifikacia explicitne definovanych funkcii

.16  Verifikacia explicitne definovanych funkcii
Hodnotou funkcie mins je najmensi z jej argumentov, teda hodnota mins
sa

e rovna niektorému z argumentov:

min3(x, y,z) = x V min3(x, y,z) = y Vmin3(x,y,z) =z
e nanajvys rovna kazdému argumentu:

min3(x,y,z) < x Amins(x,y,z) <y Amin3(x,y,z) <z

DokaZme, zZe tieto vlastnosti platia pre nasu definiciu

mins(x,y,z) =x < x<yAx<z (1)
mins(x,y,z) =z x<yAx>z (2)
minsg(x,y,z) =y x>yAy<z 3)
mins(x,y,z) =z x>y Ay >z 4)

Ako na to?

1.17  Verifikacia explicitne definovanych funkcii

minz(x,y,z) < x Aminz(x,y,z) <y Aminz(x,y,z) < z (%)

Priamy dokaz: Nech x, y, z st lubovolné ¢isla.
Na urcenie hodnoty mins(x, y, z) podla nasej definicie musime porovnat x
a y — tak, ako v samotnej definicii:

e Ak x <y, hodnotu min3 uréime porovnanim x a z.

— Ak x < z, podla (1) je min3(x, y, z) = x. Zrejme x < x a podla
aktudlnych predpokladov x < y a x < z. Platia teda vsetky
konjunkty ().

— Ak x > z, podla (2) je min3(x,y,z) = z. Podla aktuélnych
predpokladov z < x < y a zrejme z < z. Opat teda platia
vSetky konjunkty (x).

e Ak x > y, hodnotu min3z uréime porovnanim y a z. Postup je podobny
ako v predchadzajicom pripade.

14



Il. prednaska
Rekurzia
20. februdra 2012

4.4. Opakovanie a prémiova domaca uloha

I.L1  Opakovanie 1. prednasky

e Explicitné definicie — skladanie uz definovanych funkcii

Square(x) = x-x

Cube(x) = x-Square(x)

e Explicitné klauzélne definicie — podmienené vypoclty

min(x,y) =x < x <y
min(x,y) =y + x>y

Diskriminacie — dovolené kombinacie podmienok

e s <t ceed— s =1+t
4 s>t e sHEt

vzajomne vyluéné, pokryvajlce vsetky pripady

(s<tAs>t) (s=tAs#t)
(s<tvs>t) (s=tVs#t)

» Chyba nam opakovanie

15



1.2 Prémiova domaca uloha

Median(x,y,z) =y < x<y Ay <z

Median(x,y,z) =z + x<y Ay>z A x<z
Median(x,y,z) =x «+ x<y Ay>z A x>z
Median(x,y,z) =y < x>y Ay>z

Median(x,y,z) =x «< x>y ANy<z A x<z
Median(x,y,z) =z < x>y ANy<z A x>z
Dokazte, ze

Median(x, y, z) = Median(y, x, z) (Median_perm1)

Pozor!
e V/ychadzame z nasej definicie funkcie, musime ju uviest.

e Nemdzeme predpokladat, Ze vlastnost plati, ked ju mame dokazat.
(Ddkaz kruhom.)

e Dokazujeme rovnostni vlastnost Median_perml, teda musime uka-
zat, ze za kazdych okolnosti st hodnoty na lavej a pravej strane iden-
tické. Nestadi zistit, ¢omu sa rovna lava strana.

Ako ma teda dokaz vyzerat?

1.3 Prémiova domaca uloha — dokaz

Median(a, b,c)=b « a<b A b<c (1)
Median(a, b,c)=c «< a<b A b>c AN a<c (2)
Median(a,b,c)=a < a<bAb>cANa>c 3)
Median(a, b,c)=b < a>b A b>c (4)
Median(a, b,c)=a < a>b A b<c A a<c (5)
Median(a,b,c)=c <~ a>b A b<cAa>c (6)
Median(x, y, z) = Median(y, x, z) (Median_perm1)

o Ak x <y ay <z tak Median(x, y, z) = y podla (1).
Comu sa rovna druha strana Median(y, x, z) dokazovanej rovnosti (Median_perm1)?
Dosadme a:=y, b:=x, ¢ := z do (1)—(6).
Plati b < a < ¢. Hodnotu Median(a, b, ¢) = Median(y, x, z) uréi az dalSia analyza
pripadov:

16



— Aka=b,taka=b<ca Median(a,b,c)@b:a.
— Ak a < b, musime rozhodnit medzi klauzulami (4)—(6):
x Pripad b > ¢ nembZe nastat (spor s predpokladom).
x Ak b < ¢, Median(a, b, ¢) 9 a.
V oboch pripadoch Median(y, x, z) = Median(a, b,c) =a=y =
= Median(x, y, z), a teda (Median_perm1) plati.

e V dalSich pripadoch postupujeme podobne. ..

5. Rekurzivne definicie

11.4  Princip rekurzie

e Opakovanie v deklarativnom programovani — rekurzia

e Rekurzia vyjadruje hodnotu funkcie pre nejaky argument pomocou
hodnoty tej istej funkcie pre jednoduchsie argumenty

ol=1
(n+1)!'=(n+1)-n!

e ROzne druhy rekurzie — rézne zjednodusenia rekurzivnych argumentov

5.1. Primitivna rekurzia

11.5 Primitivna rekurzia

e Primitivna rekurzia: rekurzivny argument je o 1 mensi
e Sicet Cisel od 0 po n:

0 ak n =0,
n+ S04 inak

27:0 =

e CL definicia funkcie Sum(n) = > ;i pomocou diskriminacie na rov-
nost:

Shoi=0 <~ n=0
S i=n+ i n#0

17



e Vypocet:

Z?:oi:5‘*‘2?:0":5"‘(4‘*‘2?:0"):"'
=5+ (4+B+Q2+1+X%,1))
=5+U@A+0B+(2+(1+0))))
=54+(44+0B+(2+1)=5+“4+(3+3))
=5+ (4+6)=5+10=15

e Co je potrebné na pocitaCovi realizaciu vypoctu?
Zasobnik

11.6 Primitivna rekurzia

e Predpokladajme, ze mdme zabudované iba scitanie a odditanie

e Definicia nasobenia Mul(x, y) = x-y primitivnou rekurziou:

xy=0 —x=0

e Vsetky programy na tomto predmete budi primitivne rekurzivne

» Definovatelné primitivnou rekurziou a skladanim funkcii z nuly
Z(x) = 0, nasledovnika S(x) = x+1 a projekcii I (xy, .. ., Xy oo Xp) =
Xk

e Programovat iba primitivnou rekurziou by bolo neefektivne a nepo-
hodIné

» Priklad: hladanie celociselného podielu x a y skiSanim vSetkych
¢isel od x po 0.

18



5.2. Course-of-values rekurzia

11.7 Course-of-values rekurzia

e Na pripomenutie:

— Rekurzia vyjadruje hodnotu funkcie pre nejaky argument pomo-
cou hodnoty tej istej funkcie pre jednoduchsie argumenty

— Primitivna rekurzia: rekurzivny argument je o 1 mensi

e Course-of-values rekurzia: rekurzivny argument je [ubovolné mensie
¢islo

e Priklad: Vieme iba s¢itovat, od¢itovat, nasobit, chceme delenie Div(x, y) =
Xy

y#0—=>3r(x=(x+y)y+rAr<y)
e Definicia pomocou course-of-values rekurzie:
x+y=0 +—y=0
x+y=0 +—yZ#0Ax<y
x+ty=((x=y)+y)+1l+<y#0Ax>y

Je zarucené zmensovanie rekurzivneho argumentu?

Yy#OAX>y o> x-y<x

11.8 Course-of-values rekurzia

e Fibonacciho postupnost 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

fibg = 0
fiby = 1
fibpyo = fibpy + fiby

e Funkcia Fib(n) = fib, pocita n-ty prvok Fibonacciho postupnosti

19



e Definicia course-of-values rekurziou
— s dvoma rekurzivnymi volaniami, a

— so zloZenymi podmienkami:

fiby = v 4 v

5.3. Course-of-values rekurzia so substitiiciou v parametri

1.9  Substiticia v parametri

o Najvacsi spolocny delitel:
x#0Vy #0—gcd(x,y) | x Aged(x,y) |y A
Vd(d | xNd|y—d<gcd(x,y))
e Vyuzijeme

x|0
Xx#ONd|x—d|y<+ d]|ymodx
x #0— y mod x < x

e Definicia course-of-values rekurziou:

gad(x,y) =y +—x=0
ged(x, y) = ged(y mod x, x) < x #0

e Rekurzivny argument (zarucene klesajici):
prvy (x)

e Meni sa aj nerekurzivny argument (parameter): course-of-values re-
kurzia so substitiiciou v parametri
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5.4. Verifikacia rekurzivne definovanych funkcii indukciou

1.L10  Verifikacia primitivne rekurzivnych funkcii
Funkcia

Sloi=0 —~n=0
S 0/:n+27;01ien7é0

ma dobre zndmu vlastnost:

Siyi= "G (+)
Ako ju dokazeme? Skiasme analyzu pripadov podla definicie:
e Ak n =0, podla prvej klauzuly 7 ;i = 0. Zarove
0-(0+1) _ 0 _
7 =2=0
Zjavne teda (x) plati.

e Ak n> 0, podla druhej klauzuly >>7 i = n+ 27:01 i a

n-(n+1) _ ((n—1)+1)-(n+1) _ (n—1)-n+2:n __ (n=1)-n
7 = 2 = 2 =n+ .
Co potrebujeme, aby sa obe strany v (x) rovnali?
Potrebujeme, aby
Zn—ol i — (n;21)-n
i —,

teda aby (x) platila pre n = 1.

Inak povedané, potrebujeme indukény predpoklad.
Zac¢nime teda odznova:
1.L11  Primitivna rekurzia a matematicka indukcia
Srei=0 +~n=0
S =+ i n#0

. (n+1
Sii= "G (+)

Dokaz matematickou indukciou na n:
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1. Dokéazme (x) pre O:

Zo .déf 0— 0-(0+1)

i=0! 2

2. IP: Predpokladajme, ze (x) plati pre n.
Dokazme pre n+ 1:

n+1 . def n+1-1 . IP
Yo i =n+1+300y Ti=

1.L12 Course-of-values rekurziaa ...?
Funkcie definované primitivnou rekurziou spravidla verifikujeme matematic-
kou indukciou.

Funkcie definované course-of-values rekurziou spravidla verifikujeme ...7?
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l1l. prednaska

Priradujice diskriminacie,

simulacia cyklov chvostovou rekurziou
27. februara 2012

5.5. Opakovanie

I1.L1  Opakovanie: Rekurzia

Rekurzia
vyjadrenie hodnoty funkcie pre nejaky argument pomocou hodnét tej
istej funkcie pre jednoduchsie argumenty

Primitivna rekurzia
argument rekurzivneho volania je o 1 mensf

x¥ =1 —y=0
X =x(x"Ny#0

Vseobecna rekurzia (course-of-values)
argument rekurzivneho volania je [ubovolné Cislo ostro mensie ako
pévodny argument

ged(x,y) =y +~x=0
ged(x, y) = ged(y mod x, x) <~ x #0 (x #0 — y mod x < x)

rekurzivnych volani moze byt viac

fib, =0 <~n<2An=0
fiby = 1 “—n<2An#£0
fibp, =fib,- 1 +fib,-y<~n>2 (n>2—=n=1<nAn=2<n)
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1.2  Opakovanie: Zname diskriminacie
Zatial pozname iba dva druhy diskriminacii (dovolenych kombinacii podmie-
nok) v CL:

s <t e s=t
s>t s At

Vzajomne vyluéné, pokryvajice vsetky pripady

(s<tAs>t) (s=tAs#t)
(s<tvs>t) (s=tVs#t)

Obe doterajsie diskriminacie testuji znadme hodnoty.

6. Priradujice diskriminacie
6.1. Priradenie

1.3 Priradenie
CL umoznuje priradit hodnotu vyrazu novej premennej

S At=x

Nova premenna na pravej strane rovnosti (ako v query), t je fubovolny vyraz
so zndmou hodnotou (zlava doprava)

Diskriminacia s jedinym pripadom (vzdy pravdivym)
Vzdy plati:

Priklady

nl=1 +~n=0
n=nm«n#0An=1=m

gad(x,y) =y —x=0
ged(x,y) =ged(x1, y1) « x ZO0Aymod x =x3 Ax =y
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6.2. Monadicka diskriminacia

I11.4 Monadicka diskriminacia — porovnanie so vzorom

Monadicka diskriminacia kombinuje test a priradenie

pisSeme namiesto
e t=0 o= t=0
e t=x+1 e tAOAt=1=x

X je nova premenna, t je lubovolny vyraz

Podmienky st vzajomne vylu¢né a pokryvaju vsetky pripady:
—(t=0A3x(t=x+1)) (t=0Vvax(t=x+1))

Rovnost t = x + 1 (resp. t = 0) — porovnanie so vzorom
Vyraz x 4+ 1 (resp. 0) — vzor

Priklad pouzitia:

nl=1 +~n=20
n=nm+n=m+1

111.5 Monadicka diskriminacia — dosadenie

Vzory monadickej diskriminacie

nl=1 +—~n=20
n=nm+~n=m+1

mozeme dosadit namiesto premennej na [avej strane rovnosti:

0l=1
(m+1)!=(m+1)-m!

Monadickd diskriminaciu dosadzajte, iba ak je prva
Dosadte bud oba pripady alebo Ziadny

25



111.6 ZovSeobecnend monadicka diskriminacia

Zovseobecnena monadicka diskrimindcia — skratka kaskady:

et = -+—t=0

e t=1 —t=x1+1Ax3=0

=t = —t=x1+1IAx3=x+1Axx=0
—t=k-1 —t=x1+1IAN---Axxk_1=0
—t=x+k

—t=x1+1IAN---Ax_1=x+1

X je nova premennd, k je konstanta, t je fubovolny vyraz

Priklad bez dosadenia a s dosadenim:

fib, = 0 “n=0 fibg = 0
fib, = 1 “n=1 fiby = 1
fiby = fibmy1 + fibm = n = m+2 fibpyo = fibpy1 + fiby
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7. Simulacia iteracie chvostovou rekurziou

I11.7 lteracia

e Ako by ste programovali vypocet n! v Pascale?

— Napriklad while cyklom

function Fact(n: Integer): Integer;
var f: Integer;

begin
f =1
while n <> 0 do begin
Fi=fxom
n:=n-1
end;
Result := f
end;

— Cyklus opakuje — iteruje vypoclet vo svojom tele
Cyklus = iterdcia
e Ako by ste simulovali tento vypocet deklarativne v CL?
— Musime pouzit rekurziu
— Nemdzeme menit hodnoty premennych

— Hodnota funkcie zavisi iba od jej argumentov

7.1. Simulacia while cyklu

111.8 Deklarativna simulacia while cyklu

1. Pascalovsky program rozdelime na 2 Casti:
a) inicializacia

f =1;

b) cyklus a vratenie vysledku
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while n <> 0 do begin

fi=fxm
n:=n-1

end;

Result := f

I11.9  Deklarativna simulacia while cyklu

2. Simulacia cyklu pomocnou funkciou While_ fact:
e Dva argumenty — simuluji pascalovské prepisovatelné premenné n a f
e Ked n# 0,
— vykona sa telo cyklu, teda premenné f a n dostanii nové hodnoty;
— cyklus sa zopakuje s novymi hodnotami.
e Ked n=0,

— funkcia skondi a vrati hodnotu z premennej f.

opakovanie
While_fact(n, f) = While_fact(ny, 1) + n#0 } podmienka
AN fn =f }
telo cyklu
m

An=1=
While_fact(n, f) = _ f +~n=0
~— ~——
vysledok negacia podmienky
Invariant:

Vf (While_fact(n, f) = f-n!)

11.L10  Deklarativna simulacia while cyklu

3. Inicializacia a spustenie cyklu

e Hlavna funkcia Fact spusti simuldciu cyklu s pociatoénymi hod-
notami premennych n a f.

Fact(n) = While_fact(n, 1)
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I11.L11  Deklarativna simulacia while cyklu

function Fact(n: Integer): Integer;
var f: Integer;

begin
—f =1 N
while n <> 0 do begin
f = f *x n;
n:=n-1 )
end;
——Result := f
end;

While_fact(n, f) = While_fact(n1, 1) < n#0
ANfn=f(An=-1=m
While_fact(n, f) :]f —~n=0

&

Fact(n) = While_fact(n, 1)
N J

StrucnejsSie a elegantnejsie s monadickou diskriminaciou:

While_fact(n + 1, f) = While_fact(n, f-(n + 1))
While_fact(0, f) = f

111.L12 Deklarativna simulacia while cyklu

Priebeh vypoctu obycajnej definicie n!:

5l T 5.41 ? 5-24 =120
T 5-(4-31) ? 5-(4-6)
i i
S5(4(3(21))  T5(EE)
= 5-(4:(3-(2:(1-0)))) = 5-(4-(3-(2:(1-1))))

Priebeh vypoctu Fact:
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Fact(5) = While_fact(5, 1) = While_fact(4,5) =
= While_fact(3,20) = - - - = While_fact(0, 120) =
=120

While_fact: chvostova rekurzia

e Ziadne vypoclty po navrate z rekurzivneho volania

e Nepotrebuje zasobnik

111.L13  Deklarativna simulacia while cyklu
Cyklus ste simulovali uz na minulom cviceni pri programovani funkcie

Sqrtg(x) =y &+ x =y2VVz(x =22 ) Ay =0
e Aky cyklus ste simulovali?
o Ako ste funkciu Sqrty naprogramovali?

e Akl vlastnost (invariant) ma pomocné funkcia simulujica cyklus?

7.2. Efektivny vypocet Fibonacciho postupnosti

111.14  Fibonacciho postupnost neefektivne

Na pripomenutie: n-ty prvok Fibonacciho postupnosti
fibp =0
fiby =1
fibpyo = fibpy1 + fib,
Vypocet obycCajnou rekurziou je velmi neefektivny:
fibs
fibg + fibs
fibs + fiby fiby + fiby
fib, -+ fiby  fib; + fibo  fiby + fibg
fiby + fibg

Zhruba fib,42 rekurzivnych volani
fib, rastie ako ¢", ¢ = (v/5 — 1)/2 = 1.618 — exponenciélne
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I11.L15 Fibonacciho postupnost a kraliky
Efektivny vypocet fib,:

e paméatame si dva prvky postupnosti
e pocitame nasledujici prvok
= staci n =~ 1 krokov
Analégia — mnozenie kralikov:
e Dostali sme 1 par kralicich mladat.

e Zal rok:
— kazdy péar dospelych kralikov vychova 1 par mladat;

— kazdé mlada narodené predchadzajlci rok dospeje.

e Kolko parov dospelych kralikov mame po n rokoch?

rok | mlédata | dospeli  rok | mlédata |  dospeli

0 |1 0=fiby i4+1| m=fib; d=fib;11
1 |0=fibo | 1=fib; i+2| d=fibir, | m+d=fibis»
2 | 1="fiby | 1 ="fib,

3 | 1=fib, | 2 =fibs

4 | 2 ="ibs | 3 ="fiby

5 | 3="fibs | 5 = fibs

6 | 5=fibg | 8= fibs

111.L16  Fibonacciho postupnost efektivne v Pascale

Efektivny vypocet v Pascale:

function Fib(n: Integer): Integer;
var m, d, mi, dl: Integer;
begin
if n = 0 then
Result := 0
else begin
n:=n-1;
m := 0; { £fib(0) }
d :=1; { fib(1) }
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while n <> 0 do begin
{m=fib(i) & d = fib(i+1) }

ml := d;
dl :=m+ d;
m:=ml; d := di;
{m=fib(i+1) & d = fib(i+2) }
n:=n-1

end;

Result := d

end
end;

111.L17  Fibonacciho postupnost efektivhe v CL

Efektivny vypocet v CL:
e Simulacia while cyklu:
While_fib(n, m, d) = While_fib(n = 1, my, d1)
+—n#O0ANd=mAd+m=d,
While_fib(n,m, d)=d <+ n=0

Strucnejsie

While_fib(n + 1, m, d) = While_fib(n, d, d + m)
While_fib(0, m, d) = d

Invariant:

Vi(WhiIe_fib(n, fibj, fibj11) = fib,,+,-+1)
e Uvodné testy, inicializicia a spustenie cyklu:

Fib(n) =0 —n=0
Fib(n) = While_fib(n = 1,0,1) < n # 0

Strucnejsie

Fib(0) =0
Fib(n + 1) = While_fib(n, 0, 1)
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7.3. Simulacia for cyklu

111.L18 Simulacia for cyklu
Vypocet faktoridlu for cyklom:

function Fact(n: Integer): Integer;
var f: Integer;

begin
f =1
for 7 :=1 to n do
f=f*1
Result := f
end;

Deklarativna simulacia:
e Simulacia for cyklu:

For_fact(i, n, f) = For_fact(i+1,n,f-i) < i <n
For_fact(i,n, f)=f —i>n

Spatna rekurzia — rekurzivna premenna i rastie, kym neprekroci vopred
dani hranicu (n)

e Inicializacia premennych a Start cyklu:

Fact(n) = For_fact(1, n, 1)

111.L19 Spatna vs. primitivna rekurzia

Spatna rekurzia, napriklad

For_fact(i, n, f) = For_fact(i +1,n,f-i) < i <n
For_fact(i,n, f)=f —i>n,

sa da lahko nahradit primitivnou rekurziou (rekurzivny argument klesé o 1).
Ako?
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IV. prednaska

Dyadicka ciselna sistava
Dyadické retazce

5. marca 2012

7.4. Opakovanie

IV.1  Opakovanie: Priradujice diskriminacie

Priradenie
Premenna ako skratka za hodnotu vyrazu

F(n)=1 ~n=0
F(n)=nF(m)+ n#0An=-1=m

Monadicka diskriminacia
Kombinacia testu na 0 a priradenia s od¢itanim 1

Zapisana formou porovnania so vzorom

F(n) =1 ~n=0 F(0)=1
F(n)=nF(m) <+ n= m+1 F(m+1)=(m+1)F(m)

Zovseobecnena monadicka diskriminacia
Skratka kaskady monadickych diskriminacii

F(n)=0 <~n=0 F(0)=0
F(n)=1 —n=1 F(1)=1
F(n)=F(m+1)+F(m)+<n= m+2 F(n+2)=F(n+1)+F(n)
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IV.2  Opakovanie: Chvostova rekurzia

Chvostova rekurzia

Fix,y,z)="--- ...
F(x,y,2) = oF(..o oy Yo ee

e Hodnota funkcie v rekurzivnom pripade = hodnote rekurzivneho volania b

Vypocty iba v argumentoch rekurzivneho volania

Pri vypocte nie je potrebny zasobnik

Do strojového kédu sa kompiluje ako cyklus

IV.3 Opakovanie: Chvostova rekurzia a while

While cyklus ~ chvostova rek. riadend podmienkou cyklu
e premenné v cykle ~ argumenty funkcie

e inicializacia ~ volanie simulac¢nej funkcie hlavnou funkciou

function Fact(n: Integer): Integer;
var f: Integer;

begin
——f = 1 N
while n <> 0 do begin
f = f * n;
n:=n-1
end;
Result := f

While_fact(n, f) = While_fact(n =1, f-n) <~ n#0
While_fact(n, f) = f +~n=0
J

Fact(n) = While_fact(n, 1)
)
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IV.4 Opakovanie: Chvostova rekurzia a for

For cyklus ~ spatna chvostova rek.

e premenné v cykle ~ argumenty funkcie

e inicializacia ~ volanie simulac¢nej funkcie hlavnou funkciou

function Fact(n: Integer): Integer;
var f: Integer;

begin
—f =1 - N
for 4 := 1 to n do begin
fi=f*1
end;
Result := f

For_fact(i, n, f) = For_fact( i+1,n,fi)<i<n

For_fact(i,n, f)=Ff —i>n
J

Fact(n) = For_fact(1, n, 1)
J

8. Dyadicka ciselna sustava

IV.5 Binarna ciselna sustava

e Kazdé prirodzené &islo sa da zapisat Cislicami 0 a 1 v bindrnej (dvoj-
kovej) sistave (podobne ako &islicami 0 az 9 v desiatkovej sistave)

e Napriklad
17 =12+ 0234022 + 0-2! + 1.2° = (10001),,

e Vo vSeobecnosti

k
> bi2" = (biby—1 .. bibo)s
i=0
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e Zapis nie je jednoznacny — m6zeme pridat fubovolne vela 0 pred Cislicu
najvyssieho radu:

(brbi—1 ... bibo)p
= (Obkbkfl e blbO)b =
= (00byby—1 ... bibo)p = -

IV.6 Dyadicka ciselna sistava

o Kazdé prirodzené Cislo sa da jednoznacne zapisat v dyadickej ststave
ako postupnost zacinajiica 0 a pokracujica kone¢nym pocltom Cis-
lic1a2

e Napriklad
17 =123 +1.22 + 221 +1.20 — 01121

e Vo vSeobecnosti
k .
Zd,‘Q’fl =0di...dody, d;j€ {1,2}
i=1
e V Hornerovej schéme:
17=(((02+1)2+1)2+2)2+1

k
> di 2= (- (024 di) - )2+ )2 + ch
i=1

8.1. Dyadické konstruktory

IV.7 Dyadické konstruktory

e Zadefinujme

Si(n)=2n+1 So(n) =2-n+2
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e Potom moézZeme zapisat

17=(((02+1)2+1)2+2)2+1
=S1(((0-2+1)-2+1)-2+2)
=515((0:2+1)2+1)
=515:51(02+1)
= 515251 51(0) = 01121

e Vo vSeobecnosti

> di2 =((-(024dd)--)2+ do)2+ dh
1<i<k =Su (- (024 dk) )2+ db)
=S¢ S, (- (0-2+dk)--+)
= Sd, Sy -+ Sq, (0) = 0di . . . dods

e Takze: Si(n)=n So(n) = n2

e Funkcie S a Sy nazyvame dyadické konstruktory

8.2. Dyadicka diskriminacia

IV.8 Testovanie dyadického zapisu
Dané je &islo n = Ody ... dady = YK, d;-2"" 1.
1. Kedy nemé n Ziadnu dyadick Cislicu?
» n=20
2. Kedy ma n aspon jednu dyadickd Cislicu?
» n#0
a) Ako potom uréime najmenej vyznamn &islicu &isla n?
» Lasta(n) = di =2 = (nmod 2)

b) Ako uréime &islo, ktoré vznikne z n odobratim najmenej vyznam-
nej Cislice?

> Inita(n) = 0dg...do =S K iy 2t=(n=1)+2
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Naprogramujme zmenu poslednej dyadickej Cislice:

» Flip_last,(n) =0 —~n=0
Flip_lasty(n) = Sa(m) <= n # 0 A Inita(n) = m A Lasta(n) =1
Flip_lasty(n) = S1(m) <= n # 0 A Inita(n) = m A Lastp(n) = 2

V CL existuje elegantnejsi spdsob. . .

IV.9 Dyadicka diskriminacia
CL pozna dyadickii diskriminaciu:

» Kazdé Cislo je bud 0, alebo sa da rozdelit na najmenej vyznamnd
dyadickd &islicu a vyznamnejsi zvySok m

oo t=0 o —t=0
e t=m1 ce et =Sy (m)
et m2 C et =S(m)

t je vyraz so znamou hodnotou, m je nova premenna

Tieto pripady pokryvaji vsetky moznosti
n=0V3dm(n=ml1)V 3Im(n= m2)
a st vzajomne vylucné:

=(n=0A3m(n=m1)) A—=(n=0A3Im(n= m2)) A
A =(3m(n = m1) AIm(n = m2))

Priklad pouzitia:

v tele klauzuly v argumente funkcie
Flip_last,(n) =0 <« n=0 Flip_last,(0) =0

Flip_lasty(n) = m2 < n=m1 Flip_lasty(m1) = m2
Flip_lasty(n) = m1 <= n = m2 Flip_lasty(m2) = m1
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8.3. Aritmetické operacie na dyadickom zapise Cisel

IV.10 Dyadicka aritmetika

e Pomocou dyadického zapisu mdzeme zadefinovat efektivne aritme-
tické operacie na velkych ¢&islach

— Pocet krokov potrebnych na vypocet operacie zavisi od poctu
Cislic, nie od hodnoty Cisel

e Podobny princip ako aritmetika na desiatkovom zapise — zakladnd
skola

e Hladame vyjadrenie aritmetickych operacii iba pomocou

dyadickej diskriminacie

dyadickych konstruktorov a 0

rekurzie s mensim poctom dyadickych cislic

pouzitia uz definovanych operacii

IV.11 Nasledovnik na dyadickom zapise
Zaénime pripocitanim 1: funkcia Succ(n) = n+ 1 (successor — nasledovnik)

n |0 0[101]2 02[3011|4012|5021|6 022]---
n+1[101[202[3011|4012[5021[6022]70111]---

Priklady:

0 021 =5 0212 =12
+ 01 + 01 + 01
01 022 =6 021
+ 011
0221 =13

Zovseobecnenie:

0 nl n2

+ 01 + 01 + 01
01 n2 n

+ 011

(n+1)1
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IV.12 Nasledovnik na dyadickom zapise
Algebraické odvodenie:

0+1=1=20+1=01

n+1=2n+1)+1=2n+2=n2

n2+1=2n+2)+1=2(n+1)+1=(n+1)1
Klauzalna definicia pouzitim dyadickej diskriminacie:

Succ(n) = 01 ~n=0 Succ(0) = 01
Succ(n) = m2 —n=ml Succ(m1) = m2
Succ(n) = (Succ(m))1 <~ n= m2 Succ( m2) = (Succ(m))1

Ak rekurziu sme pouzili?
» VSeobecni (course-of-values), lebo m < m2
Tento typ nazyvame aj dyadicka rekurzia

» Argument rekurzivneho volania (m) ma mensi polet dyadickych Cislic
ako pbvodny argument (m2)

IV.13 Scitanie na dyadickom zapise
Priklady scitania:

0 021 0212
+ 021 + 0111 =+ 012
021 0212 01112
Zovseobecnenie:
0
+ y
y
x1 x1 x1
o+ 0 IR 2 T+ oy2
x1 (x+y)2 ?
X2 X2 X2
+ 0 + y1 + y2
X2 ? ?
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IV.14 Scitanie na dyadickom zapise
Algebraické odvodenie:

O+y=y
x14+0=x1
x1+yl1=02x+1)+2y+1)=2(x+y)+2=(x+y)2
x1+y2=02x+1)+2y+2)=2x+2y+2)+1=
=2(x+y+1)+1=((x+y)+1n

Klauzalna definicia pouzitim dyadickej rekurzie a dvojitej dyadickej diskri-
mindcie:
Add(0,y) =y
Add(x1,0) =x1
Add(x1, y1) = (Add(x, y) )2
Add(x1, y2) = (Succ( Add(x, y)))1
(
(
(

Add(x2, 0)
Add(x2, y1) = - -- Add(x, y) - -
Add(x2, y2) = ---Add(x, y) -

IV.15 Nasobenie na dyadickom zapise
Potrebujeme pomocni funkciu Twice(x) = 2-x (podobne ako sme pri s¢itani
potrebovali nasledovnika):

20=0
2-(X1) = 2'(2-x + 1) — ...
2:(x2) =--- (bez rekurzie)

Algebraické odvodenie nasobenia:

0y=0
xly =(2x+1)y =
x2.y = (2:x+2)y =
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Klauzalna definicia nasobenia:

Mul(0,y) =0
Mul(x1,y) = ---Mul(x, y) - -
Mul(x2, y) = -+ - Mul(x,y) - - -

8.4. Symbolické operacie na dyadickom zapise Cisel

IV.16 Symbolicky pohlad na dyadicky zapis

e Dyadicky zapis Cisla mézeme chapat symbolicky ako retazec znakov
(postupnost symbolov) 1 a 2:

0 prazdny retazec
nl neprazdny retazec konciaci symbolom 1

n2 neprazdny retazec konciaci symbolom 2

e Na dyadickych retazcoch m6zeme vykonavat symbolické operacie:
— Zistenie dizky retazca (po¢tu znakov)
— Zretazenie dvoch retazcov
— Obrétenie retazca

— Vyhladanie podretazca

IV.17 Dizka dyadického retazca
Dlzku retazca vypocitame dyadickou rekurziou velmi jednoducho:

Len(0) =0
Len(x1) = Len(x) +1
Len(x2) = Len(x) + 1

Len(01221) = Len(0122) + 1 =
=Llen(012) +1+1=
—Len(O )+1+1+1=
=Llen(0)+1+1+1+1=
—0+1+14+1+1=4

43



IV.18 Zretazenie dyadickych retazcov
Zretazenie spoji dva retazce do nového retazca, priCom vzajomné poradie
znakov ostane zachované:

02112 x 0221 = (02112)221 = 02112221
Odpsk .- doykdiy*Ody...dody = Odpyk ... doyxdiykdy...dods
Ako vybrat rekurzivny argument?
» Porovnajme oCakavané vysledky po odobrati posledného znaku:
— z prvého argumentu:

02112 %0221 = 02112221
0211 %0221 = 0211221

— z druhého argumentu:

02112 % 0221 = 02112221
02112 % 022 0211222

V ktorom pripade lahko skonstruujeme Uplny vysledok z vysledku re-
kurzivneho volania?

IV.19 Zretazenie dyadickych retazcov — rieSenie

xx0 =x
xx (y1) = (x*y)1
x*(y2) = (x x y)2

02112 x 0221 = (02112 % 022)1
(02112 x 02)21
(02112 x 0)221
(02112)221
02112221
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IV.20 Obratenie dyadického retazca
Rev(x) je dyadicky retazec, ktory obsahuje vSetky znaky retazca x v obra-
tenom poradi

Rev(01121) = 01211
Rev(Odk . d2d1) = 0dido ... dk

Ako najst rekurzivnu definiciu Rev?

» Porovnajme ocakavané vysledky po odobrati posledného znaku:

Rev( 01121) = 01211
Rev( 0112 )= 0211

Ako dostaneme posledny znak na zaciatok vysledkurekurzivnehcvolania?

Rev(0) =0
Rev(x1) = ---Rev(x):--
Rev(x2) = ---Rev(x) - - -
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V. prednaska
Parovanie. Predikaty.

Celociselna aritmetika
12. marca 2012

9. Parovanie

9.1. Kédovanie datovych struktar

V.1 Datové struktary

e Programy zriedka operujd iba na &islach
e Zvycajne pouzivame datové Struktiry, napriklad ...

e Funkcie v CL pracuji iba s prirodzenymi ¢islami (s lubovolnou pres-
nostou)

e Minuly tyzden sme pomocou dyadického zapisu zakédovali do priro-
dzenych cisel datovi Struktdru: retazce symbolov 1 a 2

e Najjednoduchsia datova struktlra: usporiadana dvojica

— Umoznuje vybudovat vacsinu prakticky potrebnych datovych Struk-
tar (uvidime neskér)

e V Pascale: ...7?

e Ako zakdédujeme usporiadané dvojice v CL?

9.2. Parovacie funkcie

V.2 Kédovanie usporiadanych dvojic — parov
Ako zakédujeme usporiadané dvojice (pdry) v CL?
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Kazdému péru (x, y) jednoznacne priradime ¢islo p(x, y)

— Potom moézeme z Cisla dekédovat dvojicu

e p(x,y) je teda injektivna funkcia z N x N do N

Vyhodné je, ak niektorému &islu (napr. 0) nie je priradend dvojica
— také Cislo je atém
— moze predstavovat nil

a vSetky ostatné Cisla predstavuji dvojice

e p(x,y) je teda surjektivna funkcia z N x N na N~ {0}

Sthrnne p: N x N — N\ {0} je bijektivna funkcia

V.3 Parovacie funkcie
Pérovacou funkciou nazyvame kazdé zobrazenie p: N2 — N~ {0}, pre ktoré
plati:

e injektivnost:
p(x,y)=p(u,v) > x=uly=v

e surjektivnost:
x =0V Judv(x = p(u,v))

e par je vacsi ako jeho zlozky:

x < p(x,y) ANy < p(x,y)

V.4 Parovacie funkcie — priklady

e Parovacich funkcii je nekonecne vela

e Napriklad:
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— modifikovand Cantorova funkcia

No 1 2 3 4

01 2 4 7 11 .

113 5 8 12 17 .. , i)

216 9 13 18 24 . Jxy)=TF74x+1
3/10 14 19 25 31 .. — x+ty=d
4115 20 26 32 40

— modifikované , zipsovanie" binarnych zapisov

y
Xo\ (1) ; S 131 343 ——  Ph(xy) = po(x )+l
112 4 10 12 3¢ .. Po(x,y)=04x+y=0
215 7 13 15 37 .. po(x,y)=4ps(x+2,y+2)
3|6 8 14 16 38 .. +2-(y mod 2)
4|17 19 25 27 49 . +x mod 2
. . . . . —x+y #0

9.2.1. Parovacia funkcia CL

V.5 Parovacia funkcia CL

Parovacia funkcia zabudovana v CL:
e Zapisuje sa bindrnym operatorom , (Ciarka)
e Zalozena na ocislovani binarnych stromov

e Na aplikaciu parovacej funkcie sa pozerame ako na vytvorenie stromu
z dvoch podstromov
e Pozadujeme, aby t < s prave vtedy, ked
— t ma menej uzlov ako s, alebo
— t = x, y ma rovnaky pocet uzlov ako s = u, v a
* x < u alebo

* X=uay<v.
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V.6 Parovacia funkcia CL

e Kombinaciou predchadzajlicej vlastnosti so zakladnymi parovacimi vlast-
nostami dostaneme nasledovné ¢islovanie stromov:

o 1 2 3 4 5 6 7 8
0 (0,0) (1,0) (0,1) (0,2) (0,3) (1,1) (2,0) (3,0)

S A N RIS
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 .
(0,4) (05) (0.6) (0.7) (0,8) (1,2) (13) (2,1) (3.1) (40) ...

DN S N Y S N A S N

e Fragment tabulky parovacej funkcie (,):

Mo 12 3 4
01 3 7 8 18
1|2 6 16 17 46
2|4 14 42 44 131
3|5 15 43 45 132
4|9

37 121 126 399

V.7 Parovacia funkcia CL

e Syntax operatora (,) v CL:
— najnizsia priorita: 1 +2,3+4=((1+2),(3+4))
— implicitne sa zatvorkuje doprava: 1,2,3,4 =1,(2,(3,4))
e Vypocet zalozeny na Catalanovych &islach, naro¢ny
e Parovacia funkcia sa pocita , lenivo”
— iba ked je naozaj pozadovana ciselnd hodnota
— inak si CL paméta pdvodni dvojicu Cisel
e Projekcné funkcie:

— H(x) vréati prvii zlozku (hlavu, head) paru x alebo 0 ak x =0
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— T(x) vrati druht zlozku (chvost, tail) paru x alebo 0 ak x =0

Plati teda:

H(u,v)=u
T(u,v)=v

V.8 Usporiadané n-tice

e Parovacia funkcia kéduje usporiadané dvojice Cisel
e Usporiadané trojice kédujeme vnorenim dvojic doprava
x1, (X2, x3) = x1, X2, X3
Vsimnite si implicitné zatvorkovanie doprava
e Usporiadané n-tice:

x1, (x2, (X3, .. (Xn—1,Xn) - ) = X1, X2, X3, - - -, Xn—1, Xn

9.2.2. Programovanie s parovacou funkciou

V.9 Programovanie s parovacou funkciou

e Par vytvorime vyrazom ,s, t"
e Parova diskriminacia:
e t=0
4= t=u,v
Druhy pripad priradi zlozky paru do novych premennych v a v

e Projekcie H a T nebudeme pouzivat, parova diskriminacia je skratkou
za:

=t =0
et Z0AH(E)=unT(t)=v
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V.10 Programovanie s parovacou funkciou

e Priklad: funkcia poditajica n-ty a (n+1)-y prvok Fibonacciho postup-
nosti: Twofib(n) = (fib,, fibyt1)

Twofib(0) = 0, 1
Twofib(n+1) =0 < Twofib(n) =0
Twofib(n+ 1) = b, a + b < Twofib(n) = a, b

e Pripad v druhej klauzule nemo6ze nastat, mézeme ju vynechat

CL si vysledok 0 doplni defaultom

Twofib(0) = 0, 1
Twofib(n+ 1) = b, a + b < Twofib(n) = a, b

e Defaulty slGzia pre pripady, ked vypoclet nema zmysel

Nevynechavajte klauzuly, ked funkcia vracia 0 ako riadny, ocakavany
vysledok!

V.11 Programovanie s parovacou funkciou

Twofib(0) = 0, 1
Twofib(n + 1) = b, a+ b < Twofib(n) = a, b

e Vypocet:

Twofib(5) = 5,8
{ T
Twofib(4) = 3,5
{ )
Twofib(3) = 2,3
T
Twofib(2) = 1,2
\ T
Twofib(l) = 1,1
L+

Twofib(0) = 0, 1
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e CL nepodita Ciselnd hodnotu parovacej funkcie, pokial to nie je nevy-
hnutné

V pamati vytvori pascalovsky record

9.2.3. Tupling

V.12 Tupling

e Pomocou parovania mdzeme siicasne poditat funkcie,

— ktoré maji podobnd Struktdru (diskriminacie, rekurzivne argu-
menty)

— a ich vysledky potrebujeme siicasne

Technika sa nazyva tupling

e Napriklad celoCiselné delenie a zvysok:

x+y=0 —y=0
x+y=0 —yv#0Ax<y
x+y=((x=y)+y)+1l+<y#0Ax>y
xmody =0 +—y=0
x mod y = x —y#0Ax<y

xmody=(x=y)mody <+ y#0Ax>y
spojime do jednej funkcie

Divmod(x, y) = x <+ y,x mod y

V.13 Tupling

e Spojena funkcia:
Divmod(x,y) = 0,0 —y=0
Divmod(x, y) = 0, x —y#0Ax<y
Divmod(x,y) =q+1,r<y#0Ax>yA

Divmod(x —y,y) =gq, r
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9.3. Predikaty

V.14  Predikaty

e Predikat je vlastnost objektu alebo n-tice objektov

— x je prazdny dyadicky retazec

Empty,(x) <> x =0

— dyadicky retazec x je palindrém

Palindromes(x) <> x = Rev(x)

— s je sufixom (koncovym tsekom) dyadického retazca x

Suffixa(s, x) <> Ir(x = r*s)
— dislo x kéduje dvojicu Cisel

Pair(x) <» Judv(x = u, v)

V.15 Charakteristické funkcie

e Namiesto predikdtu P mo6Zeme naprogramovat jeho charakteristicku

funkciu P,:
P.(x) = 1 ak P(x) plati,
0 ak P(x) neplati

e Napriklad

Palindromes,(x) = 1 < x = Rev(x)
Palindromes,(x) = 0 < x # Rev(x)
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Suffix, (0, x) =
Suffixp,(s1,0) =
Suffix,(s1, x1) = 0 + Suffixp.(s,x) =0
Suffix,(s1, x1) = 1 + Suffixa.(s,x) =1
Suffixa.(s1, x2)
Suffixa.(s2,0) =
Suffixa.(s2, Xl)

Suffixp. (52, x2) = 0 + Suffixp«(s,x) =0
Suffix. (52, x2) = 1 + Suffixa.(s, x) =1

V.16 Definovanie predikatov v CL

e V CL mozeme predikaty definovat priamo

— podobne ako funkcie

- jvame klauzuly pre pripady, v ktorych predikat neplati
e Napriklad

Palindrome;(x) < x = Rev(x)
=Pali X ev(x

Suffix(0, x)

=Suffixs(s1,0)

Suffixe{stxt===Suffixz(s, x)
Suff|X2(sl x1) < Suffixa(s, x)

] > X2

=Suffix3(s2,0)

= t X1

SSuffixe{s2x2)===Suffix;(s, x)

Suffixa(s2, x2) < Suffixa(s, x)

V.17 Diskriminacia na platnost predikatu

e Diskriminacia na platnost predikatu
-+ P(x)
- =P(x)

e —P(x) zapisujeme ~P(z)

54



VI. prednaska

Celociselna aritmetika. Opakovanie
19. marca 2012

9.4. Kédovanie celych ¢isel parovanim

VI.1 Celé cisla ako triedy usporiadanych dvojic

e Na DM ste videli nasledujici rozklad mnoziny N?:
Z={[(a,b)]|aeNAbeN},

kde
[(a,b)]z{(c,d)éNz|a—|—dzc+b}

e Vsimnite si, ze plati
(c,d)e[(a, b))+ c—d=a—b,

kde ,—" oznaluje od¢itanie na R (nie modifikované od¢itanie — na

N)

e Rozklad Z je izomorfny so Z

VI.2 Celé ¢isla ako triedy usporiadanych dvojic

Rozklad Z je izomorfny so Z

e Kazda trieda rozkladu [(a, b)] predstavuje jednoznacne nejaké celé
¢islo
» Ktoré?
» Ktora trieda v rozklade Z predstavuje 0 € Z7

e Na triedach rozkladu mézeme zadefinovat aritmetické operacie zod-
povedajlice operaciam na Z
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» Zadefinujme napriklad scitanie

— Pre kazdé a, b, c, d, e, f € N ma platit
[(a.b)] +z [(c.d)] = [(e. )] ¢+ (a— b) + (c — d) = (e — f)

— Takze:
[(a,B)] +z [(c. )] =[(---....)]

» VsSimnite si, ze +z: Zx Z — Z je operacia na triedach rozkladu
Z, teda na nekonecnych mnoZinach

VI.3 Celé cisla v CL
Ako by sme mohli pracovat s celymi ¢islami v CL?

e Nemo&zeme manipulovat s triedami rozkladu Z
e Mod&zeme pracovat s ich reprezentantmi — konkrétnymi dvojicami Cisel

e Dvojice zakéddujeme parovanim

=Z(0)
Z(a, b) + N(a) A N(b)

e Kddovanie nie je jednoznacné — jedno celé &islo reprezentuje neko-
necne vela dvojic

» Ktoré dvojice reprezentuji celé Cisla 0, 7, —37

e Dohoda: Kanonickym reprezentantom je takad dvojica, ktorej aspon
jedna zlozka je 0

o Kazdé celé Cislo ma jedného kanonického reprezentanta

» Ktoré dvojice st kanonickymi reprezentantmi 0, 7, —37
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V1.4 Ekvivalencia reprezentantov celych cisel

e Dvojice (2,4) a (53,55) su rozne, (2,4) # (53,55), ale reprezentujd
rovnaké celé ¢islo 2 —4 =53 — 55 = -2

e Zadefinujme predikat x =z y ktory plati prave vtedy, ked x a y re-
prezentuju to isté celé Cislo

— — X:O
— — p— ) y:o

x=zy <x=(ab)ANy=(c,d)Na+d=c+b
= f— — S — ) a C+b

Strucnejsie
(a,b) =z (c,d)«—a+d=c+b

e Zadefinujme funkciu Cz(x), ktora pre lubovolného reprezentanta x
vrati kanonického reprezentanta

= X =0

Cz(x)=(a=b,0)«x=(a,b)Na>b
Cz(x)=(0,b=a)«+ x=(a,b)ANa<b

9.4.1. Operacie na celych cislach

VI.5 Operacie na reprezentantoch celych cisel

e Na reprezentantoch (lubovolnych, nie len kanonickych) mézeme za-
definovat aritmetické operacie

e Zadefinujme operaciu x +z y

e Hodnotou je reprezentant sictu celych Cisel, ktoré si reprezentované
argumentami scitania:

(a,b)+z(c,d)=(e,f) < (a—b)+(c—d)=e—f
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e Ako urcime hodnoty e a f7 Zoskupenim kladnych a zapornych Cisel
na lave] strane Specifikanej rovnosti:

(a—b)+(c—d)=a+c—b—-d=
=(a+c)—(b+d)=e—f

e Scitanie teda ma explicitnd klauzéalnu definiciu
(a,b)+z(c,d)=(a+c, b+ d)

e Podobne mbzeme $pecifikovat a zadefinovat operacie

0z —zX X=zy 1z a-zx X Xzy

9.4.2. Rozsireny euklidovsky algoritmus

VI.6 Rozsireny euklidovsky algoritmus

e Rozsireny euklidovsky algoritmus pre prirodzené Cisla a a b vypocita
také celé c¢isla x a y, pre ktoré

gcd(a, b) = a:x + by
e Hladame funkciu

N(a) A N(b) — EIXEIy(Z(X) AZ(y) Aged(a, b) = (x,y))
gﬁ(a, b) = (X, y) “ azx+zbzy = gcd(a, b)-zlz

e Pripomenutie: euklidovsky algoritmus

ged(a, b) = b —a=0
ged(a, b) = ged(b mod a,3) + a#0

e Odvodme klauzalnu definiciu pre gcd

ged(a, b) = (7,7) < a=0
ged(a, b) = (2,7) < a# 0Agcd(b mod a,a) = (x,y')
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VI.7 Rozsireny euklidovsky algoritmus

e Kontext:

ged(a, b) = b +—a=0
ged(a, b) = ged(b mod a,a) « a#0

ged(a, b) = (2,7) < a=0
ged(a, b) = (2,7) < a# 0 Aged(bmod a, a) = (x',y')

e a=0 = gcd(a,b)=0>b

Pre aké x, y plati (v neformalnej celoliselnej aritmetike)

gcd(a,b)=b=ax+by?

e a#0 = gcd(a, b) =gecd(bmod a,a) Abmod a< a
Predpokladajme, ze gcd(b mod a, a) = (x,y’) a plati

gcd(a, b) = ged(b mod a, a) = (b mod a)-x" + ay’

Pre aké x, y plati (v neformalnej celoliselnej aritmetike)

ged(a, b) = (bmod a)x’ +ay ' =ax+by?

e Ako zapiSeme tieto x a y v nasej celoCiselnej aritmetike?

VI.8 Rozsireny euklidovsky algoritmus

Prémiovd domaca dloha du05b:
e Odovzdajte siibor ex05b.cl s naprogramovanym gcd

e E-mailom na udp@lists.dai.fmph.uniba.sk

Predmet spravy: du05b

Termin: piatok 23. marca 2012 o 12:00

Hodnota: 2 body
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10. Opakovanie

10.1. Chvostova rekurzia

V1.9 Opakovanie — chvostova rekurzia

e Funkcia je definovana chvostovou rekurziou, ak sa jej hodnota v re-
kurzivnom pripade rovnd hodnote rekurzivneho volania (bez dalsich
lprav)

e Napriklad definicia

g(n+1,a)=g(n (n+1)a)
g(0,a)=a

je chvostovorekurzivna
e Definicia

g(n+1,a) =(n+1)g(n a)
g(0,a)=a

nie je chvostovorekurzivnal
e Chvostovou rekurziou simulujeme cykly (while, for)
e Dolezita je inicializacia

f(n) =g(n 1)

VI.10 Opakovanie — chvostova rekurzia

Priklad: efektivny vypocet rekurentného vztahu

e Zadefinujte efektivnu verziu f'(n) funkcie f(n):
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e Vyuzite pomocni funkciu g(n, a, b, ¢) definovani chvostovou rekur-

ziou s vlastnostou:
g(n (i), f(i +1),f(i+2))=f(n+i+2)

VI.11 Opakovanie — chvostova rekurzia
Priklad: inverzna funkcia

e Zadefinujte efektivnu verziu f(n), ktora pre kladné n nijde najvacsie k,
pre ktoré k! < n, teda
n#0— k! <nAn<(k+1)!

Pre n = 0 definujeme f(0) = 0.
e V/yuzite pomocnt funkciu g(i, n, f) definovand spatnou chvostovou
rekurziou:
i<kANk<nAkl<nAn<(k+ )'—>
gi,n f) =

—Jk(i<kANk<nAkl<nAn<(k+1)!)
g(i,n )=

¢

10.2. Dyadicka aritmetika

VI.12 Opakovanie — dyadicky zapis cisel

e Dyadicky zapis Cisel konStruujeme z 0 konstruktormi

Si(x) =x1=2x+1 So(x) =x2=2x+2

e Dyadicky zapis Cisel testujeme dyadickou diskriminaciou:

-+—t=0 -+ t=0
= t=ml <ot =S51(m)
+—t=m2 <o 4=t =Sy(m)
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VI.13 Opakovanie — dyadicka aritmetika
Predpis pre implementdciu aritmetickej operacie v dyadickej aritmetike naj-
[ahSie odvodime algebraickymi Gpravami:

O+y=y
x1+0=x1
x1+yl1=02x+1)+2y+1)=2(x+y)+2=(x+y)2
x1+y2=02x+1)+2y+2)=0Q2x+2y+2)+1=
=2(x+y+1)+1=((x+y)+1n

Hladdme rekurziu s mensim poctom dyadickych dislic,
pouzitie uz zadefinovanych funkcii a konstruktorov Sy, S»

10.3. Symbolické operacie na dyadickom zapise

VI.14 Opakovanie — dyadicky zapis ako retazec

e Dyadicky zapis Cisla m6zeme chapat symbolicky ako retazec znakov
(postupnost symbolov) 1 a 2:

0 prazdny retazec
nl neprazdny retazec konciaci symbolom 1

n2 neprazdny retazec konciaci symbolom 2

e Priklad — naprogramujme symbolické operacie:
- Delz(X)
— First(x)
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VIIl. prednaska
Zoznamy.

Chvostova rekurzia a tupling na zoznamoch
26. marca 2012

11. Zoznamy

VIl.1 Rekapitulacia
Doteraz sme videli dve kédovania datovych struktir:

e Dyadicka reprezentacia Cisel kéduje koneéné postupnosti (retazce)
symbolov 1, 2

e Parovacia funkcia kdéduje usporiadané dvojice Cisel

Teraz si ukazeme kdédovanie konecnych postupnosti

11.1. Kédovanie konecnych postupnosti

VII.2 Koédovanie konecnych postupnosti

e Casto potrebujeme spractivat postupnosti tidajov
— Napriklad spocitat priemerny pocet bodov z testu

e Ako zakédujeme postupnosti fubovolnych &isel lubovolnej dizky (vo-
pred neznamej)?

— Napriklad postupnost 8, 2, 0, 4, 6 alebo postupnost 1, 3, 5, 7
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VIL3

Kédovanie konecnych postupnosti

e Skisme vyuzit vnorené parovanie:

x=8,2,04,6=8,(2 (0, (4,6))) = 7798222
y=1357 =13,(57) =148217

e Dekddujme teraz postupnost zakddovani Cislom x

VIl.4

Dlzku nepozname vopred

X =a;, X3 ~ a1 =38 X1 :2,0,4,6:45576
X1 =ap, Xp ~ a =2 X2 20,4,6 =830
Xp = a3, X3 ~» as =0 X3 :4,6 =401
X3 = ag,Xs ~ aa=4 x=0

X4 = ag, X5~ 35:1 X5:1

Kédovanie je nejednoznacné, lebo kazdé kladné Cislo kéduje dvojicu!

x = 8,45576 =8,2,830 =8,2,0,401 =
=38,2,046=8,20411=38,20410,0

Kédovanie kone¢nych postupnosti

Nie kazdé Cislo kéduje dvojicu:
0

Nie kazdé Cislo kédujice dvojicu kéduje trojicu:

x1,0

Nie kazdé &islo kédujtice n-ticu kéduje (n + 1)-ticu:

X1, X2, ..., Xn—1,0
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VILLb Koédovanie konecnych postupnosti

e n-prvkov( postupnost Cisel x1, xo, ..., x, zakddujeme parovanim ako
usporiadant (n + 1)-ticu, ktorej posledna zlozka je 0:

X1, X2, ..., X 0
Ukoncenie 0 zarudi jednoznacné dekédovanie
xs =8,2,0,4,6,0=28,(2(0,(4(6,0))))
ys=1,3,57,0 =1,(3(5(7,0)))
e Takémuto kédu postupnosti hovorime zoznam
e 0 je prazdny zoznam, kéduje prazdnu postupnost

e Konvencia:

Premenenné obsahujice zoznamy maju priponu -s
XS ys zs

(anglické mnozné ¢islo, ¢itame ,ixy", , ypsilony”, ,zety", ...)

11.2. Programovanie so zoznamami
11.2.1. Zretazenie

VII.6 Programovanie so zoznamami
Naprogramujme funkciu Conc(xs, ys), ktord zretazi zoznamy xs a ys

» Conc vytvori novy zoznam, ktory obsahuje najprv vsSetky prvky xs
a potom vsetky prvky ys

Ako hladat rieSenie?
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VIL.7 Programovanie so zoznamami: Zretazenie
Ako hladat rieSenie?

1. Nacrtneme si priklad
» Conc((1,2,3,0),(4,5,6,0)) =1,2,3,4,5,6,0

2. Uvedomime si, Ze vstup je zoznam:
e je bud prazdny: xs =0
e alebo ma prvy prvok a zvysok: xs = x, zs

= parova diskriminacia

3. Urcime vysledok pre prazdny zoznam
» Conc(0,(4,5,6,0)) =4,56,0

Xs ys ys

4. Vysledok pre zvysok zs zoznamu xs
» Conc((2,3,0),(4,5,6,0)) =2,3,4,56,0

zs ys

upravime na vysledok pre cely zoznam xs
» Conc((1,2,3,0),(4,5,6,0)) =1,2,3,4,5,6,0

X  zs ys x  Conc(zs,ys)

VII.8 Programovanie so zoznamami: Zretazenie

e Vysledna funkcia
Conc(xs, ys) = ys —xs=0

Conc(xs, ys) = x, Conc(zs, ys) < xs = x, zs

e Parovi diskriminaciu m6Zeme dosadit do argumentov a premenovat
premenni zs na xs:

Conc(0,ys) = ys

Conc((x, xs), ys) = x, Conc(xs, ys)
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e Vypocet:

Conc((1,2,3,0),(4,5,6,0))
=1,Conc((2,3,0),(4,5,6,0))
=1,2,Conc((3,0),(4,5,6,0))
=1,2,3,Conc(0, (4,5,6,0))
=1,2,3,4,56,0

VII.9 Zabudované zretazenie

e Zretazenie je zabudované do CL
e Operdtor xs++ ys = xs@ ys

xs @ ys = Conc(xs, ys)

e \/ysSSia priorita ako parovanie:

xs®a,ys = (xs®a),ys (1)
xs @ (a,ys) (OK)

Chyba v (111): zretazujeme zoznam xs s prvkom a

Zretazovat mozeme iba zoznamy!

11.2.2. Porovnanie s Pascalom

VI.L10 Zoznamy v CL a v Pascale

e Ako by sme naprogramovali zretazenie

Conc(xs, ys) = ys —xs=0
Conc(xs, ys) = x, Conc(zs, ys) < xs = x, zs

v Pascale?
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e Napriklad takto:

function Conc(zs, ys: TVrchol): TVrchol;
var z: Integer; 2zs: TVrchol;
begin
if s <> nil then
begin
z := xs.Info;
zs := zs.Next;
Result := TVrchol.Create(z, Conc(zs,ys))
end
else
Result := ys;
end;

11.2.3. Obratenie

VII.11 Programovanie so zoznamami: Obratenie
Naprogramujme funkciu Rev(xs), ktord vytvori novy zoznam s obratenym
poradim prvkov ako v xs

Riesenie hfaddme rovnakym postupom ako pri zretazeni:

1. Priklad:
> Rev(3,1,0,2,4,0)=4,2,0,1,3,0

2. Uvedomime si, Ze vstup je zoznam:
e je bud prazdny. xs =0
e alebo ma prvy prvok a zvySok: xs = x, zs

= parova diskriminacia

3. Urcime vysledok pre prazdny zoznam
» Rev(0)=0

Xs

4. Vysledok pre zvysok zs zoznamu xs
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> Rev(1,0,2,4,0)=4,2,0,1,0

zs

upravime na vysledok pre cely zoznam xs
» Rev(3,(1,0,2,4,0)) =(4,20,1,0)7?3

X zs Rev(zs) X

11.3. Chvostova rekurzia na zoznamoch
11.3.1. Sacet prvkov zoznamu

VIL.12 Cykly na zoznamoch

e Vela zoznamovych operacii sa da naprogramovat cyklom

e Napriklad stcet prvkov:

function Suml(zs: TVrchol): Integer;
var s, z: Integer; zs: TVrchol;

begin
s := 0;
while zs <> nil do begin
T = xs.Info; zs := zs.Next;
s = s+ x;
TS := zS
end;
Result := s
end;

e V deklarativnom programovani tlohu cyklov pini chvostova rekurzia

VII.13 Chvostova rekurzia na zoznamoch

e Chvostova rekurzia simulujica while cyklus pre sicet prvkov zo-
znamu:

While_suml(xs,s) =s —xs=0
While_suml(xs, s) = While_suml(zs, s 4+ x) < xs = x, zs
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e Inicializacia:
Suml(xs) = While_suml(xs, 0)
e S dosadenim do argumentov:

While_suml( 0,s) =
While_suml((x, xs), s) = hlle _suml(xs, s + x)

Suml(xs) = While_suml(xs, 0)

11.3.2. Obratenie zoznamu

VI1.14 Neefektivita obratenia zoznamu zretazovanim

e Pred chvilou sme obratenie zoznamu naprogramovali:
Rev(0) =0
Rev(x, xs) = Rev(xs) @ (x, 0)

e Na zretazenie xs @ ys treba L(xs) krokov

e Vypoclet Rev:

Rev(1,2,3,4,0) = Rev(2,3,4,0) & (1,0) = (4,3,2,0) & (1,0) 3
Rev(2,3,4, o)/: Rev(3,4,0) & (2,0) = 24, 3,006(2,0) 2
Rev(3,4,0)/: Rev(4,0) @ (3,0) = 24,0)@ (3,0) 1
Rev(4,o)/: Rev(0) @ (4,0) = E 0) & (4,0) 0

\Rev(O) 5
312+1+0=6

e Vo vdeobecnosti (n? + n)/2 krokov, kde n = L(xs) = 1
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VIL.15

VIlL.16

Efektivne obratenie zoznamu

Zoznam xs mozno obratit na L(xs) krokov:

XS rs
12340 0
23,40 1.0

3.40| 21,0

40| 3,210
014,3,21,0

Aky program realizuje nacrtnuty postup?

Efektivne obratenie zoznamu v CL

Efektivne obratenie zoznamu while cyklom:

rs := nil;
while zs <> nil do begin
z := zs.Info; zs := zs.Next;
TVrChol.Cremm, rs);
TS := zs
end;
Result :

rs @

s

Efektivne obratenie zoznamu chvostovou rekurziou simulujdcou while
cyklus:

While_rev( 0,rs)=rs
While_rev((x, xs), rs) = While_rev(xs, (x, rs))
w

Rev(xs) = While_rev(xs, 0)
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11.4. Tupling zoznamovych operacii
11.4.1. Split = Take,Drop

VII.L17 Priklad — L, Take, Drop

1. Naprogramujme funkciu L(xs), ktorej hodnotou je dizka (pocet prv-
kov) zoznamu xs

2. Naprogramujme funkciu Take(/, xs), ktorej hodnotou je zoznam pr-
vych i prvkov zoznamu xs

i <L(xs)—
Take(i, xs) = ys <> L(ys) = i A Jzs(xs = ys @ zs)
i > L(xs) — Take(i, xs) = xs

3. Naprogramujme funkciu Drop(/, xs), ktorej hodnotou je zvySok zo-
znamu xs po vynechani prvych i prvkov

i <L(xs)—
Drop(i, xs) = zs <> Jys(L(ys) = i A xs = ys @ zs)
i > L(xs) — Drop(i, xs) =0

VII.18 Tupling zoznamovych operacii — Split

e Operacie
Take
Take

( 0, xs)
(i + 0)
Take(i + (x xs))
( )
(i 0)

0
0
X,

Take(/, xs)

Drop 0, XS
Drop(i + 1,
Drop(i + 1, (x, xs)) = Drop(i,xs)

maju rovnakd Struktiru diskriminacii a rekurzie

e Ak potrebujeme vysledky oboch — dva prechody zoznamom
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e Chceme spojenii jednoprechodovii funkciu — tupling! 23

Split(i, xs) = Take(i, xs), Drop(i, xs)

e Priklad s na¢rtom rekurzie:

Split(2, (3,5,7,11,13,0)) = (3,5,0),(7,11,13,0)
Split(3, (2,3,5,7,11,13,0)) = (2,3,5,0), (7, 11,13, 0)

VII.19 Tupling zoznamovych operacii — Split

Split( 0, xs) = 0, xs
Split(i + 1, 0)= 0, 0
Split(i + 1, (x,xs)) = (x, ts), ds < Split(i, xs) = ts, ds

11.4.2. Zip, Unzip

VII.20 Tupling zoznamovych operacii — Unzip

e Zip — spojenie dvoch zoznamov rovnakej dizky do zoznamu dvojic

Zip((0,1,2,0),(7,6,5,0)) =(0,7),(1,6),(2,5),0

e Unzip — rozdelenie zoznamu dvojic na dva zoznamy

L(xs) = L(ys) — Unzip Zip(xs, ys) = xs, ys

e V podstate tuplingova lloha: spajame funkcie

Firsts((0,7),(1,6),(2,5),0)=0,1,2,0
Seconds((0,7), (1,6),(2,5),0) =7,6,5,0

Unzip(xys) = Firsts(xys), Seconds(xys)

e Priklad s na¢rtom rekurzie:

Unzip( (1,6),(2,5),0)
Unzip((0,7), (1,6),(2,5),0)
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VII.21  Tupling zoznamovych operacii — Unzip

Unzip(0) = 0, 0
Unzip((x, y), xys) = (x, xs), (v, ys) <= Unzip(xys) = xs, ys
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VIII. prednaska
Triedenie zoznamov

Zoznamova reprezentacia mnozin
2. aprila 2012

11.5. Prvok zoznamu

VIIl.1 Prvok zoznamu

e Kedy je &islo a prvkom zoznamu xs (a € xs)?

e MoGzeme explicitne vyjadrit parovanim a zretazenim:
ae xs <» Jysdzs(xs = ys @ (a, zs))
alebo indexovanim
ae xs <» Ji(xs[i] = a)

e Najdime definiciu zoznamovou rekurziou:

a#0

ae(x,xs) < a=x

ae(x,xs)«a#xNaexs
X7\ ag xs

e Predikat a ¢ xs je zabudovany v CL (syntax: a in xs; syntax negacie
afxs:a !'in xs)
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12. Triedenie zoznamov

12.1. Specifikacia triedenia

VIII.2  Specifikacia triedenia
Funkcia Sort(xs) = ys utriedi zoznam xs, ak stéasne plati:

1. zoznam ys obsahuje vSetky prvky zoznamu xs vratane pripadnych
opakovanf
® ys je permutaciou xs

e formélne: predikat Perm(xs, ys) = (xs ~ ys)

2. zoznam ys je usporiadany od najmensieho prvku po najvacsi
e formalne: predikat Ord(ys)
Formalizacia Specifikacie:

Sort(xs) ~ xs

Ord(Sort(xs))

VIII.3 Permutacia zoznamu

Ako zistime, Ci je zoznam xs permutaciou zoznamu ys?
e Kazdy prvok sa v xs nachadza rovnaky pocetkrat ako v ys

e Potrebujeme pocet vyskytov prvku a v zozname xs

» Funkcia Count(a, xs) = #a(xs)

e Potom mame

xs ~ ys <» Va(#a(xs) = #a(ys))
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VIIl.4 Permutacia zoznamu — rekurzivny predikat
Ako vypoclitame xs ~ ys rekurziou?

1. Rekurzivny vypocet #,(xs)

#3(0) = 0
Ho(x, x5) = #a(x5) + 1 a = x
Baloxs) = #alxs)  atx
2. Pomocny predikat Eq_counts:
Eq_counts(zs, xs, ys) <> Va(a € zs — #a(xs) = #.(ys))

Naprogramujeme zoznamovou rekurziou na zs

3. Na otestovanie xs ~ ys stali porovnat pocty vyskytov prvkov, ktoré
sa nachadzajd v xs alebo v ys

xs ~ ys < Eq_counts(xs @ ys, xs, ys)

VIIL.5  Usporiadany zoznam
Ako zistime, Ci je zoznam xs usporiadany?

e Kazdy prvok a v zozname xs je mensi alebo rovnaky ako kazdy nasle-
dujdci prvok b v zozname xs

e Vyjadrenie indexovanim:
Ord(xs) <> ViVj(i < j Aj < L(xs) — xs[i] < xs[j])
e Vyjadrenie zretazenim:

Ord(xs) +
VaVbVwsVysVzs(xs = ws @ (a, ys) @ (b, zs) — a < b)

e Stali porovnavat susediace prvky:

Ord(xs) «<» VaVbVysVzs(xs = ys @ (a, b, zs) — a < b)
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VII.6  Usporiadany zoznam — rekurzivny predikat
Ako vypocitame Ord(xs) rekurziou bez indexovania?

e Prazdny zoznam a jednoprvkové zoznamy sii usporiadané

e V dvoj- a viacprvkovom zozname porovnavame susedov

» Pozor! Musime porovnat vsetky dvojice susedov

Ord(0)
Ord(a, 0)
Ord(a, b, xs) + a < b A Ord(b, xs)

VIIL.7  Specifikacia triedenia — rekapitulacia
Funkcia Sort(xs) utriedi zoznam xs, ak spliia

Sort(xs) ~ xs

Ord(Sort(xs)),
pricom

xs ~ ys <> Va(#a(xs) = #a(ys))
Ord(us) <
VaVbVxsVysVzs(us = xs @ (a, ys) ® (b, zs) — a < b)

VIIL.8 Algoritmy triedenia zoznamov

e Vietky algoritmy triedenia zoznamov spliiaji rovnaki $pecifikaciu
e Lidia sa efektivitou — dizkou vypoctu triedenia
e Algoritmy na triedenie poli sa daji prispdsobit na zoznamy

e Opakované indexovanie je neefektivne, pouzivame postupné prechody
zoznamami
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12.2. Triedenie vsivanim

VIIL.9  Triedenie vsiivanim (insertion sort)

e Jednoduchy, ale neefektivny algoritmus

e Zadefinujeme funkciu Isort zoznamovou rekurziou:

— Aby sme dodrzali Isort(0) ~ 0 A Ord(lsort(0)), zrejme
Isort(0) =0

— Predpokladdme, ze Isort utriedi xs
Isort(xs) ~ xs A Ord(lsort(xs))
Hladame predpis pre Isort(x, xs) tak, aby
Isort(x, xs) ~ (x, xs) A Ord(lIsort(x, xs))
Teda napriklad

Isort(7,2,0,5,0)=0,2,5,7,0

xs 12
lsort(3,7,2,0,5,0) = 0,2,3,5,7,0
x Xs ?(x,Isort(xs))

Funkcia ? vlozi x do utriedeného zoznamu Isort(xs)

Isort(x, xs) = Ins(x, Isort(xs))

VIII.10 Triedenie vsiivanim: vsunutie

e Funkcia Ins vsunie prvok do utriedeného zoznamu

Ins(a, xs) ~ a, xs
Ord(xs) — Ord Ins(a, xs)
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e Opat zoznamovou rekurziou:

— Vsunutim prvku a do prazdneho zoznamu vznika jednoprvkovy
zoznam obsahujtci iba a:

Ins(a,0) = a,0

— Predpokladajme, Ze Ins(a, xs) vsunie a do utriedeného zoznamu xs
Ako vloZzime a do utriedeného zoznamu x, xs?

Zavisi od vzajomného vztahu a a x:

Ins(3,(5,7,9,9,0)) =3,5,7,9,9,0
Ins(3,(0,2,5,7,0)) =0,2,3,5,7,0
a x Xs X Ins(a,xs)
VIII.L11 Triedenie vsivanim: vypocet
Isort(3,7,2,0,5,0)
= Ins(3, Isort(7,2,0,5,0))
= Ins(3, Ins(7, Isort(2, 0, 5,0)))
= Ins(3, Ins(7, Ins(2, Ins(0, Ins(5, Isort(0))))))
= Ins(3, Ins(7, Ins(2, Ins(0, Ins(5, 0)))))
= Ins(3, Ins(7, Ins(2, Ins(0, (5, 0)))))
= Ins(3, Ins(7, Ins(2, (0, 5, 0))))
= Ins(3, Ins(7, (0, 2,5,0)))
=1ns(3,(0,2,5,7,0))
=0,2,3570
DiZka vypoctu Ins(a, xs): priemerne L(xs)/2 krokov

Dizka vypoctu lsort(xs): priemerne Z //2 ~ (L(xs))?
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12.3. Zlacenie utriedenych zoznamov

VIIL.12  Zlacenie utriedenych zoznamov

e Ako zlicime dva utriedené zoznamy do utriedeného zoznamu?

Merge(xs, ys) ~ xs @ ys
Ord(xs) A Ord(ys) — Ord Merge(xs, ys)

Napriklad

Merge((2,3,5,0),(0,1,7,0)) =0,1,2,3,5,7,0

e Mohli by sme vyuzit Ins a postupne vlozit vsetky prvky z prvého zo-
znamu do druhého:

Merge( 0,ys)=ys
Merge((x, xs), ys) = Ins(x, Merge(xs, ys))

Dizka vypoctu takéhoto Merge(xs, ys): priemerne Z:TL)BS)(i+L(ys))/2 R~
(L(xs) + L(ys))? (ako Isort)

» Vobec sme nevyuZili, Ze xs je utriedeny

VIIL.13  Zlacenie utriedenych zoznamov efektivne
e Vyuzime, Ze oba zoznamy si utriedené a porovnavajme ich prvé prvky:

Xs ys Merge(xs, ys)
2,3,5,0(0,1,7,0]0,
2,3,5,0 1,70 1,

2,3,5,0 7,0 2,
3,50 7,0 3,
50 7,0 5,
0 7,0 7,0
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e DiZka vypoctu Merge(xs, ys) je teraz L(xs) + L(ys)

e Kostra definicie:

Merge(xs, ys) =? + xs =0

Merge(xs,ys) =? + xs =x,us Ays =0
Merge(xs,ys) =7« xs =x,us AN\ys=y,vs Ax < y
)

Merge(xs, ys) =74 xs = x,uUs ANys=y,VSAx >y

12.4. Triedenie zluéovanim

VIIl.14 Triedenie zlu¢ovanim (merge sort)

e Efektivny algoritmus, metdda rozdeluj a panuj

e Zoznam rozdelime na dve priblizne rovnako dlhé Casti

» Funkcia Msplit

Casti rekurzivne utriedime

Utriedené Casti efektivne zlic¢ime

» Funkcia Merge

Nacért Msort(3,7,2,0,5,0):

3.7,2,0,5,0
/ Msplit \
3,2,5,0 7,0,0
Msort\l, \I, Msort
2,3,5,0 0,7,0

\ Merge /
0,2,3,570

e Kilacova vlastnost (pozor na trividlne pripady!):

Msplit(xs) = ys, zs —
Msort(xs) = Merge(Msort(ys), Msort(zs))
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VIII.15 Triedenie zluéovanim — rozdelenie

e Pomocnd funkciu Merge sme uz rozoberali
e Potrebujeme rozdelenie zoznamu na priblizne rovnako dlhé casti
JysIzs(Msplit(xs) = ys, zs)
Msplit(xs) = ys, zs —
xs ~ ys @ zs A (L(ys) = L(zs) v L(ys) = L(zs) + 1)
e Da sa urobit rézne, napriklad
Msplit(xs) = ys, zs — Vi(xs[2:i] = ys[i] A xs[2-i + 1] = zs][i])
Cize
xs |3,7,2,0,5,0

ys |3, 2, 50
zs 7, 0, O

e Kostra definicie:
Msplit(0) =77

Msplit(a, 0) =77
Msplit(a, b, xs) = 7,7 < Msplit(xs) = ys, zs

13. Zoznamova reprezentacia kone¢nych mnozin

VIILL16 Konecné mnoziny

e Konecnd mnozina je kontainer — objekt, ktory obsahuje iné objekty
(prvky)
— Zalezi iba na prisludnosti prvku do mnoziny (€)
— Nezalezi na pocte vyskytov prvku

— Nezalezi na poradi prvkov

e Implementéacie roznymi datovymi Struktdrami
— Bitové polia, polia, zoznamy, rézne druhy stromov, ...

— R6zne implementacie — r6zna zlozitost operacif
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VIII.17 Mnoziny ako usporiadané zoznamy

e Jednoduchd implementacia mnozin: usporiadané zoznamy bez opako-
vania

e Vyjadrenie pomocou porovnania susediacich prvkov:
Set(xs) <» VaVbVysVzs(xs = ys @ (a, b, zs) — a < b)
Rekurzivna definicia — podobne ako Ord
e Na definovanie operacii budeme pouzivat trichotomickd diskriminaciu

s s<t
-4 s=t
s>t

VII1.18 Prislusnost a extenzionalita

e Prislusnost do mnoziny

Set(xs) — a€ xs <> acxs

e Pre neprdzdne mnoziny:

Set(x,xs) Aa < x — a¢ (x,xs)
e Vyuzijeme pri rekurzivnej definicii predikatu €

2470
2 xxs<a<x

AaEX,XS4—a=x
aEX, XS a>x/NaeExs
- a ¢ xs

e Plati extenzionalita

Set(xs) A Set(ys) — xs = ys «» Va(a € xs <+ a € ys)
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VIIL.L19 Operacie na mnozinach

e Vlastnosti zoznamovej reprezenticie vyuzijeme pri binarnych opera-
cidch na mnozinach

e Napriklad zjednotenie Union(xs, ys) = xs U ys

Set(xs) A Set(ys) — Set(xs U ys)

Set(xs) A Set(ys) > a€xsUys<«ra€xsVacys
e Princip implementécie je rovnaky ako pri Merge

e Dalgie operacie (C, N, ~., &) sa implementujii podobne
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X. prednaska
Kombinatorické predikaty a funkcie

na zoznamoch
16. aprila 2012

14. Kombinatorické predikaty a funkcie
na zoznamoch

X.1 Predikaty (opakovanie)
e Predikat je vlastnost objektu alebo n-tice objektov

e Priklady predikatov na zoznamoch:

— Xs je prazdny zoznam
Empty(xs) <+ xs =0
— zoznam xs je palindrém
Palindrome(xs) <> xs = Rev(xs)
— a je prvkom zoznamu xs
ace xs <> Jysdzs(xs = ys @ (a, zs))

— ys je prefixom (zaiatoénym tsekom) zoznamu xs

Prefix(ys, xs) <> Jzs(xs = ys @ zs)

e V CL predikaty definujeme
— podobne ako funkcie

— vynechavame klauzuly pre pripady, ze predikat neplati
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14.1. Savislé useky
14.1.1. Sufixy

X.2  Sufix

Sufix — koncovy tsek zoznamu

Suffix(xs, zs) = (xs 1 zs) <> Jys(xs = ys & zs)

Napriklad

(7,11,0)

1 (7,11,0

(2,3,5,7,11,0) 1
1
1

)
7,11,0)
7,11,0))
7,11,0))

=(0

(
(
(
~((5,7,11,13,0) 71 (

e Vsimnite si:

zs = | 7,11,

xs = 23,5 [7,11,0
——  ——
cokolvek zs

Ako zadefinujeme rekurzivne?

X.3 Sufix — analyza pripadov

e xs T zs analyzou pripadov pre xs:

— Sufixom prazdneho zoznamu je iba prazdny zoznam:

0 1zs<>zs=0

— Sufixami neprazdneho zoznamu (x, xs) st
% zoznam (x, xs) sam a

* vSetky sufixy zoznamu xs,
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teda
(x,xs) 1 zs <> zs = (x, xs) V xs I zs

e Klauzalna definicia s analyzou pripadov namiesto disjunkcie:
01zs<+2zs=0

(x,xs) 00 zs < zs = (x, xs)
(x,xs) 0 zs <— zs # (x,xs) A xs 11 zs

X.4 Vsetky sufixy

e Naprogramujme teraz funkciu, ktorej hodnotou pre xs je zoznam vset-
kych sufixov xs

Suffixes(2, 3,5,7,11,0) = (2,3,5,7,11,0), (3,5,7,11,0),
(5,7,11,0), (7,11,0), (11,0),0,0

Specifikacia:

zs e Suffixes(xs) <> xs 1 zs

Vsimnite si:

ae(x,xs)<>a=xVaexs

e Vyuzime analyzu pripadov pre xs 1 zs

X.5 Vsetky sufixy — odvodenie rieSenia

zs € Suffixes(xs) <» xs 1 zs
ae(x,xs)<ra=xVaexs

e Vyuzime analyzu pripadov pre xs 1 zs:
— Sufixom prazdneho zoznamu je iba prazdny zoznam:

zs € Suffixes(0) <> 0 T zs <» zs =0
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» Suffixes(0) =0,0
— Sufixami neprazdneho zoznamu (x, xs) st
% zoznam (x, xs) sam, a
x vSetky sufixy zoznamu xs,
teda

zs e Suffixes(x, xs) <> (x, xs) 2 zs
< zs = (x,xs) V xs I zs
< zs = (x, xs) V zs e Suffixes(xs)
< zs e ((x, xs), Suffixes(xs))

» Suffixes(x, xs) = (x, xs), Suffixes(xs)

14.1.2. Prefixy

X.6  Prefix

e Prefix — zaciato¢ny tsek zoznamu

Prefix(ys, xs) = (ys C xs) <> Jzs(xs = ys @ zs)

e Napriklad
0 (2,3,5,7,11,0)
(2,3,0) c (2,3,5,7,11,0)
~((2,3,0) £ 0)
—-((2,3,5,0) = (2,3,0))
-((1,2,3,0) = (2,3,5,7,11,0))
e Vsimnite si:
ys = 2,3,5/0
xs = 2,3,5/]7,11

' 1
prvky ys  Cokolvek

e Ako zadefinujeme rekurzivne?
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X.7  Prefix — analyza pripadov

e ys [_ xs analyzou pripadov pre ys:

— Prazdny zoznam je prefixom kazdého zoznamu xs

0C xs

— Zoznam (y, ys) je prefixom iba neprdzdneho zoznamu (x, xs),
kde x = y a ys je prefixom xs:

(y,ys) C xs <> Jus(xs = (y, us) A\ ys C us)
e ys [C xs analyzou pripadov pre xs:
— Prefixom prazdneho zoznamu je iba prazdny zoznam:
ysC 0+ ys=0
— Prefixami neprazdneho zoznamu (x, xs) st
* prazdny zoznam 0, a
« kazdy neprazdny zoznam (x, vs), ak vs je prefixom xs,
teda

ys C (x,xs) <> ys =0V Jvs(ys = (x, vs) A vs [ xs)

e Druha verzia je uzitoénejsia

X.8 Vsetky prefixy

e Naprogramujme teraz funkciu, ktorej hodnotou pre xs je zoznam vset-
kych prefixov xs

Prefixes(2,3,5,7,11,0) = 0, (2,0), (2,3,0), (2.3,5,0),
(2,3,5,7,0),(2,3,5,7,11,0),0

e Specifikacia:
ys € Prefixes(xs) <> ys [C xs

e Vyuzime analyzu pripadov pre ys [C xs
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X.9 Vsetky prefixy — odvodenie riesenia

ys € Prefixes(xs) <+ ys C xs

e Prefixom prazdneho zoznamu je iba prazdny zoznam:
ys € Prefixes(0) <> ys C 0 <> ys =0

e Prefixami neprazdneho zoznamu (x, xs) su
— prazdny zoznam 0, a

— kazdy neprazdny zoznam (x, vs), ak vs je prefixom xs,
teda

ys € Prefixes(x, xs) <+ ys C (x, xs)

< ys =0V Jvs(ys = (x,vs) A vs C xs)

< ys =0V 3Jvs(ys = (x, vs) A vs ¢ Prefixes(xs))
<> ys =0V ys e 777(x, Prefixes(xs))

< ys €0, 777(x, Prefixes(xs))

e Potrebujeme pomocnu funkciu 777

X.10 VSetky prefixy — pomocna funkcia

e Specifikacia pomocnej funkcie pre Prefixes:
ys € Map_pair(x, vss) <» 3vs(ys = (x, vs) A vs € vss)

e Prida x na zaciatok kazdého zoznamu z vss

14.1.3. Segmenty

X.11 Segment

e Segment — vSeobecny stvisly tsek zoznamu

Segment(us, xs) = (us C xs) <> JysJzs(xs = ys @ us D zs)
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Napriklad
(5,7,0) € (5,7,11,13,0)
(5,7,0) € (2,3,5,7,11,13,0)
-((5,11,0) C (2,3,5,7,11,13,0)

e Vsimnite si:
us = | 5,7, |0
xs = 2,3 1] 57 |11,13,0
L ==

Cokolvek prvky us  Cokolvek

Ako zadefinujeme rekurzivne?

Ktory z predchadzajdcich predikatov ndm pomoze?

14.2. Podpostupnosti

X.12 Podpostupnost

e Zoznam ys je vybranou podpostupnostou zoznamu xs = xj, X2, . . .

Xn, 0, ak

pre nejakd rastlcu postupnost 0 < i3 < ip <--- < ix <n

e FormalnejSie na zoznamoch:
Subseq(ys, xs) = (ys < xs)
Jis(Set(is) A L(is) = L(ys) A
Vi(i < L(is) — is[i] < L(xs) A ys[i] = xs[is[i]]))
e Neformalne:
— ys vznikne vynechanim niektorych prvkov zo zoznamu xs

— vzajomné poradie zostavajlcich prvkov sa nezmenfi
e Napriklad:

xs =3,5,2,11,17,7,13,0
ys= 5,2, 7, 0
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X.13 Podpostupnost — analyza pripadov
Podpostupnost mézeme zadefinovat rekurzivne vyuzitim:

e Podpostupnostou prazdneho zoznamu je iba prazdny zoznam:

ys <10+ ys=0

e Podpostupnostou zoznamu (x, xs) je
— zoznam (x, zs), kde zs je podpostupnostou zoznamu xs
» x je zahrnuté v podpostupnosti
alebo
— podpostupnost zoznamu xs,
» x je vynechané z podpostupnosti

teda

ys < (x,xs) <> Jzs(ys = (x,zs) A zs <A xs) V ys <I xs

X.14 VsSetky podpostupnosti

e Generovanie vietkych podpostupnosti zoznamu — funkcia Subsegs(xs)

ys € Subseqs(xs) <> ys <1 xs

e Odvodime opat vyuzitim analyzy pripadov pre ys <1 xs

e Potrebujeme tiez:

acxsd@ys<raexsVacys
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X.15 Vsetky podpostupnosti — odvodenie rieSenia

1. Jedinou podpostupnostou prazdneho zoznamu je prazdny zoznam

ys € Subseqs(xs) <+ ys <10 <> ys =0

2. Podpostupnosti zoznamu (x, xs):
a) vsetky (x, zs), kde zs je vybranou podpostupnostou xs
» x zahrnieme do podpostupnosti
b) vSetky vybrané podpostupnosti xs
» x vynechdme
ys € Subseqs(x, xs) <+ ys <1 (x, xs)
<> Jzs(ys = (x,zs) A zs < xs) V ys < xs
<> Jzs(ys = (x, zs) A zs e Subseqs(xs)) V ys e Subseqs(xs)
Priklad:

Subseqs(‘ak’) ‘ak’, ‘a’, 'k’, ", 0
Subseqs(‘tak’) = (‘tak’, ‘ta’, ‘tk’, ‘t’, 0) a)
@ (‘ak', ‘a’, 'k, ", 0) b)

14.3. Permutacie

X.16 Permutacia

e Permutéciu zoznamu moéZeme zadefinovat aj inak ako
xs ~ ys <> Va(#a(xs) = #a(ys))

e Potrebujeme pomocny pojem — vsunutie:

Insertion(xs, ys, a) = (xs =~ ys[la]) +

Jus3vs(xs = us B (a, vs) A ys = us @ vs)
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e Analyza pripadov pre permutacie:

— Permutaciou prazdneho zoznamu je iba prazdny zoznam:

O~ys+ys=0

— Permutaciou zoznamu (x, xs) je fubovolné vsunutie prvku x do
nejakej permutacie zoznamu xs:

(x,xs) ~ ys <> Jzs(ys =~ zs[|x] A xs ~ zs)

X.17  Vsunutie

e Analyza pripadov pre vsunutie:

— ys je vsunutim a do prazdneho zoznamu, ak ys obsahuje iba a:
ys ~ 0[la] <> ys = (a,0)
— ys je vsunutim a do zoznamu (x, xs), ak ys vznikne pridanim

a na zaciatok (x, xs) alebo ak ys zadina prvkom x a pokraduje
nejakym vsunutim zs prvku a do zoznamu xs:

ys =~ (x, xs)[{a] <
ys = (a,x,xs) V 3zs(ys = (x, zs) A zs =~ xs[la])

14.4. Dalsie tlohy

X.18 Dalsie kombinatorické tlohy
Premyslite si:

e k-prvkové podpostupnosti,
e variacie (ako permutécie, ale niektoré prvky mozno vynechat)
e k-prvkové variacie,

e segmenty 1413
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Xl. prednaska

Binarne stromy
23. aprila 2012

15. Binarne stromy

15.1. Kédovanie stromov parovacimi konstruktormi

XI1.1  Binarne stromy

Binarny strom — datova struktira definovana rekurzivne:

e Prazdny strom
[ ]

e Vrchol s hodnotou x a dvoma detmi £ a r, ktoré st bindrnymi stromami

Napriklad

XI1.2 Parovacie konstruktory

e Binarne stromy by sme v CL mohli zakédovat parovanim:

— Prazdny strom: 0
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— Uzol s hodnotou x a detmi ¢ a r: trojica (x, ¢, r)
e PouZijeme elegantnejsi spdsob — parovacie konstruktory
C(x1, %2, ..., Xn) =k, x1,X2, ..., Xn
k je Ciselna konstanta — tag

— Z hodnoty konstruktora sa daji jednoznacne dekddovat jeho ar-
gumenty

Cxt, .o ovxn)=Cyt, - yn) @ X1 =Y1 A AXnp=¥n

— Ziadna hodnota nemdze byt st¢asne vysledkom dvoch konstruk-
torov s réznymi tagmi

m#n— (m,x)# (n,y)

= Konstruktory s r6znymi tagmi st diskriminovatelné

X1.3 Kdédovanie binarnych stromov

Binarny strom zakdédujeme konstruktormi takto:

e Prazdny strom:
E=e=0,0

e Uzol s hodnotou x a detmi £ a r:

Nd(x, ¢, r) = €)|<7r =1,x4r

Binarny strom dekédujeme diskriminaciou
..+ t=E R

et =Nd(x, 4, r) b=

Po dosadeni do argumentov:

f(E)y=--- flo)=---
F(NA(x, £,r)) = - - f'<X> L
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XI1.4 Koédovanie binarnych stromov — priklad
Napriklad strom

zakdédujeme

=
Q.
—~
~—
~
Il
o

E, o
Nd(6, E, E)))

X1.5 Format binarnych stromov

e Nie kazdé Cislo kdéduje binarny strom

o Cislo, ktoré kéduje binarny strom, sa da zapisat pomocou kondtruk-
torov E, Nd

e Predikat Bt(t) plati iba pre kédy bindrnych stromov:

Bt(E)
Bt(Nd(x, ¢, r)) < N(x) A Bt(¢) A Bt(r)

Bt(e)
Bt(ﬁ) « N(x) A Bt(£) A Bt(r)

e V CL takéto predikaty slizia aj na forméatovanie vysledkov query
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15.2. Operacie na binarnych stromoch

X1.6  Rekurzia na binarnych stromoch
Operéacie na bindrnych stromoch definujeme rekurziou na binarnych stro-
moch

f(E) =
FINA(x, £, 7)) = -+ F(€) -+ F(r) ---

Specialny pripad course-of-values rekurzie, kédy deti st mensie ¢isla ako kod
ich rodicovského uzla

¢ < Nd(x,¢,r)ANr<Nd(x,¢,r)

XI1.7 Dovolené defaulty

e Vsimnite si: Klauzélna definicia funkcie f(t)

f(E) =
NG £, ) = £ 107

neurcuje hodnotu f(t) pre vsetky &isla t

f(t) definujeme za predpokladu Bt(t), ostatné pripady prenechdvame
na default

Vsetky funkcie v tejto prednaske definujeme za predpokladu Bt(t)

Pravidla pre pouzitie defaultov:

— Ak platia predpoklady $pecifikicie, napr. Bt(t), musime hod-
notu f(t) uviest explicitne, aj ked' je riou 0!

— Ak predpoklady $pecifikacie neplatia, napr. =Bt(t), mdzeme hod-
notu f(t) prenechat na default
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X1.8 Operacie na binarnych stromoch
Velkost (pocet uzlov) bindrneho stromu Sz(t) = |t|p:

Sz(E) =0 = |o],=0
SzNd(x,¢,r) =1+ Sz(¢) 4+ Sz(r) =

o

Predikat ,x je prvkom t* Inbt(a, t) = a ey t:

angFa:X
asbﬁea;«éx/\asbf
asbﬁea#x/\ﬁ(asb«?)/\asbr

15.3. Prechody binarnymi stromami

X1.9  Prechody binarnymi stromami
Uzly binarneho stromu mézeme spracivat v r6znom poradi

e Preorder: rodic, lavé dieta, pravé dieta
e Inorder: lavé dieta, rodi¢, pravé dieta
e Postorder: lavé dieta, pravé dieta, rodic

Prechod stromu a uloZenie hodn6t z vrcholov do zoznamu v poradi inorder —
Inorder(t) (za predpokladu Bt(t)):

0
Inorder ] 5 =3,1,40,26,0
3 4 6
oo oo oo
TN
i 1 2
Inorder( - ):3,1,4,0 Inorder(. e> =2,6,0

Ako skonstruujeme inorderovy zoznam pre strom zo zoznamov pre jeho pod-
stromy?
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X1.10

X111

Prechod binarnym stromom — vypocet

0

Inorder 1

- morder(ﬁ. 1 |> @ (0’ '"°fd”<- | 2|>>
(1orser (33, ) @ (1 morsr (7))
)

® (o, Inorder(e) @ (2, Inorder( T.>

(( ©(3,0)@(1,00(4,0)) ® (0,00 (2,0 (6,0)))
:((, ) (1,4,0)) ©(0,2,6,0)
=(3.1,40)®(0,2,6,0)
3,1,4,0,2,6,0

Efektivne prechody binarnymi stromami

Vypocet Inorder je neefektivny — zretazenie prechaddza znova zoznam
Inorder(¢)

Zefektivnenie — odstranenie zretazenia

Trik: Pomocné premenné (akumulator) as — zoznam, ktory pripojime
za vypis (pod)stromu inorderom

Prvky priddvame na zaciatok akumulatora
Pozadovana vlastnost efektivnej (akumulatorovej) funkcie:
Inordera(t, as) = Inorder(t) @ as (%)

Funkciu Inordera naprogramujeme bez zretazenia

Program odvodime z pozadovanej vlastnosti ()
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X1.12  Efektivne prechody binarnymi stromami

Inordera(t, as) = Inorder(t) @ as (%)
0
Inordera 1 , 98,99,0]=31,4026982990
3 4 6 as as
oo oo ®*ls | o
17

ofe ofe
asy asi

Inordera<—|_. 25,88,89,0> — 2,6,88,89,0

asn

Inordera<3 — ,77,78,0) —3,1,4,77,78,0

X1.13  Efektivne prechody binarnymi stromami

Inordera(t, as) = Inorder(t) & as (%)

Inordera(e, as) © Inorder(e) ® as = 0 ® as = as

Inordera <£)|<r as>

(*:) Inorder<x) @ as
llr

= (Inorder(¢) & (x, Inorder(r))) ® as
= Inorder(¢) ® ((x, Inorder(r)) @ as)
= Inorder(¢) @ (x, Inorder(r) & as)
“ Inorder(¢) @ (x, Inordera(r, as))

()

= Inordera(¢, (x, Inordera(r, as)))
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15.4. Binarne vyhladavacie stromy

X1.14 Binarne vyhladavacie stromy

Binarny vyhladavaci strom
e Binarny strom
e V kazdom uzle s hodnotou x plati sticasne:
— x je vacsie ako vsetky hodnoty v lavom dietati
— x je mensie ako vSetky hodnoty v pravom dietati

— obe deti st binarne vyhladavacie stromy

X1.15 Binarny vyhladavaci strom — priklad
Vyjadrenie rekurzivnym predikatom:

Bst(e)
Bst(ﬁ) —x = UAx=<rABst({)ABst(r)

Cvicenie: rekurzivne definicie predikatov

x=teoVy(yept—x>y)
x<teVy(yept—=x<y)
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X1.16  Vyuzitie vyhladavacej vlastnosti

e Binarne vyhladavacie stromy reprezentujd mnoziny
» Podobne ako ostro usporiadané zoznamy v 8. prednaske
e Vyuzitie vyhladavacej vlastnosti pri predikate ,, byt prvkom" a €, t pre
t= ﬁ:
— Ak a < x, prehladdvame iba ¢, lebo a nemdze byt v r
— Ak a > x, prehladdvame iba r, lebo a nemé6ze byt v ¢

= Prehladadvame iba jednu cestu stromom

X1.17 Vkladanie do vyhladavacieho stromu
Princip vkladania hodnoty do vyhladavacieho stromu:

e Pokusime sa najst vkladani hodnotu

a) Hodnota sa v strome nenachidza (na jej mieste je prazdny strom)
= vyrobime novy uzol

b) Hodnota sa v strome nachiddza = strom sa nemeni

e Cestou naspat strom zrekonstruujeme
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X1.18 Zmazanie z vyhladavacieho stromu |
Zmazanie hodnoty je komplikovanejsie ako vloZenie

e Poklsime sa najst zmazavani hodnotu:
a) Hodnotu nenajdeme = strom sa nezmeni
b) Hodnotu najdeme a niektoré dieta je prazdne = nahradime uzol

druhym dietatom

X1.19 Zmazanie z vyhladavacieho stromu Il

e Poklsime sa najst zmazavani hodnotu:

c) Hodnotu najdeme a obe deti si neprazdne:

1. N&jdeme nadhradu za zmazavan( hodnotu:
napriklad maximum lavého podstromu

2. Odstranime nahradu z pévodného miesta
3. Pouzijeme nahradu namiesto zmazavanej hodnoty
(5) 20) @ (20)

(4)
9 0 \{5}: 9 e
© @« (9
o ©® ¢ ©

Kroky 1 a 2 — pomocna tuplingova funkcia (rozoberieme pod-
robnejsie)

e Cestou naspat strom zrekonsStruujeme
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X1.20 Maximum vyhladavacieho stromu
e N3jdenie a zmazanie maxima vyhladavacieho stromu:

Bst(t) At # @ — Maxt(t) ep t

Bst(t) At # @ Ax ep t = x < Maxt(t)

Bst(t) A t # @ — Bst Delmaxt(t)

Bst(t) At # @ — x &p Delmaxt(t) <+ x ep t A x # Maxt(t)

e Programy hladajd maximum v najpravejsom uzle:

Maxt ﬁ =X —r=e

Maxt( 717 ) = Maxt(r) —rte

Delmaxt ﬁ =/ —r=e
X - X

Delmaxt m = W —r ;& °

e Rovnaké diskriminacie a argumenty rekurzie = kandidati na tupling

XI1.21  Maximum vyhladavacieho stromu — tupling

e Spojena funkcia — extrakcia maxima:

Bst(t) A t # @ — Extract_max(t) = Maxt(t), Delmaxt(t)
Bst(t) At # e —
Im3ty (Extract_max(t) = m, ty A mep t A Bst(ty)
AVx(x ep t = x < m)
AVx(x €p ty ¢+ X €5 E A X # m))

e Definicia:
Extract_max % =77+ r=e
Extract_max % = 7,74 r # e AExtract_max(?) =7,7
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XIl. prednaska
Cislovanie binarnych stromov

VVSeobecné stromy
30. aprila 2012

15. Binarne stromy

15.5. Cislovanie vrcholov v binarnych stromoch

XI1.1  Uplné binarne stromy

e Hibka stromu — dizka najdlh3ej cesty korefi—list:

d(e) =0
d<ﬁ) = 1+ max(d(¢), d(r))

e Uplny binarny strom:
— na kazdej Grovni okrem poslednej: vSetky uzly neprazdne

— na poslednej Grovni su iba prazdne stromy

()
(1) (2)
OROBIONO)

e Vztah velkosti a hibky tplného stromu:

|t], + 1 =24
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XI11.2  Cislovanie vrcholov v aiplnych stromoch |

e Cislovanie uzlov tplného stromu &islami 0, 1, 2, ... v poradi preorder:

Full _pre(4) =

e Na ndjdenie rekurzivneho rieSenia musime problém zovseobecnit

s v/

e ZovSeobecnenie umozni Cislovat podstromy

X11.3  Cislovanie vrcholov v tplnych stromoch 11

e Zovseobecnenie — Full_pre;(n, m):

Cislovanie uzlov aplného stromu hibky n &islami m, m+1, m+2, ...
v poradi preorder

e Schéma rieSenia:

Cislovanie v poradi preorder.

1. ocislujeme koren podstromu mg = m

2. odislujeme lavy podstrom od m; = mg + 1

3. odislujeme pravy podstrom od mp = my + s
o Aké je s pre Gplny strom hibky n?

e Ako sa cislovanie zmeni pre inorder, postorder?
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XI1.4  Cislovanie vrcholov v lubovolnych stromoch

e Cislovanie uzlov fubovolného stromu ¢islami 0, 1, 2, ... v poradi pre-
order:

e Rovnaky postup ako pri Gplnych stromoch:
— Zovseobecnime na &islovanie od m — Num_pre; (t, m)
— Aky je rozdiel medzi ¢islom lavého a pravého dietata?

— Rozdiel vieme pocitat aj bez pomocnej funkcie — tupling

XI1.5  Cislovanie tplnych stromov do Sirky

e Cislovanie uzlov Gplného stromu &islami 0, 1, 2, ... v poradi prechodu
do Sirky:

e Problém zovSeobecnime pre podstrom s koreiom s ¢islom m

e Aky je vztah medzi Cislom uzla m a Cislami jeho deti m; a mp ?
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16. VSeobecné stromy

16.1. Kédovanie

XI1.6 VsSeobecné stromy — kédovanie

Vseobecny strom — [ubovolne vela potomkov kazdého uzla:

9)
OERO

© 2 O ®
OO

Ako zakédujeme takyto strom v CL?
e Pocet deti je premenlivy a neobmedzeny
e Ulozime ich do zoznamu

e Stadi nam jeden parovaci konstruktor:
X
Gnd(x,ts) = — =1,x,ts
ts

x — hodnota ulozend v uzle stromu, ts — zoznam deti

e Ako zakdédujeme strom na obrazku?

XI.7  Vseobecné stromy — kédovanie

(9)
OGO,

©® @O ®
OO

e Ako zakédujeme strom na obrazku?
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T1 = Gnd(9, (Gnd(3, (Gnd(6,
Gnd(2,
Gnd(7,
0)).
Gnd(5, (Gnd(4, 0),0),

0))
9

)
),
(Gnd(1,0), Gnd(0, 0),0)),

0
0

w

5
5 5 7.0
52,0750

ol
olo|
old

X11.8 Vseobecné stromy — dekédovanie

e VsSeobecny strom dekdédujeme diskriminaciou

t=2 = -+« t = Gnd(x, ts)
e Zoznam vseobecnych stromov dekédujeme kombinaciou zoznamovej

diskriminacie a diskriminacie na vseobecnych stromoch:

cei—ts =0 = o= ts=0
e ts = £, ts) = -+ 4= ts = Gnd(x, ts1), tsp

e Obe diskriminacie mézeme dosadit do argumentov:

f(x) = C fondns -
f(0) = = F0) = -
f(% t52> = = f(Gnd(x, ts1), tsp) = - -

XI1.9  VsSeobecné stromy
Aké cisla kéduji vSeobecné stromy?

e Rozpozname ich predikatom Gt:

Gt(£) + N(x) A 777(ts)

X
ts
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e ts je zoznam vSeobecnych stromov (/es)

Lgt(0)
Lgt(t, ts) < Gt(t) A Lgt(ts)

Gt(£) + N(x) A Lgt(ts)
e Predikaty Gt a Lgt st vzdjomne rekurzivne
e Problém: CL vzajomni rekurziu nepodporuje

e Riesenie: dosadime definiciu Gt do definicie Lgt

Lgt(0)
( o 52) (x) A Lgt(ts1) A Lgt(tso)
Gt(£) + N(x) A Lgt(ts)

e Tento postup — rekurziu na zoznamoch vSeobecnych stromov vyuzi-

jeme aj v dalsich dlohach

XI11.10 Odboc¢ka o zovseobecinovani
Vsimnite si:

e Rozpoznat kéd zoznamu stromov je vSeobecnejsi problém ako rozpoz-
nat kéd stromu

e Zovseobecnenie Casto vedie k rieseniu alebo k efektivnemu rieSeniu
e Uz sme videli priklady, ked zovSeobecnenie viedlo k efektivnemu rie-
seniu:
— funkcia While_fib(n, a, b) je vSeobecnejSia ako Fib(n + 1) =
While_fib(n, 0, 1)

— While_rev(xs, rs) = Rev(xs) @ rs je vseobecnejSia Rev(xs) =
While_rev(xs, 0)

— Preordera(t, as) = Preorder(t)@®as je vSeobecnejsia ako Preorder(t) =

Preordera(t, 0)
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alebo k vbébec nejakému rieseniu:
— Full_pre;(n, m) je vSeobecnejsia, ako Full_pre(n) = Full_pre;(n, 0)

— Num_pre;(t, m) je vSeobecnejsia, ako Num_pre(t) = Num_pre;(t, 0)

16.2. Programovanie so vSseobecnymi stromami

XI1.11  Programovanie so vseobecnymi stromami

e Pri programovani funkcii na vseobecnych stromoch vyuZivame po-
mocné funkcie na zoznamoch vSeobecnych stromov (podobne ako pri

Gt(t)):

(0
( ) = f|_(l'51)~~~f|_(t52)~”
F(X)=--fi(ts)-

S

)=

e Priklad: Zadefinujme funkciu |t|, poéitajiicu velkost vSeobecného stromu t

0]=0

t52’ =1+ ]tslh_ + |t52’|_

t51

‘%‘g =1+ ’tS’L

XI1.12  Zrkadlovy obraz

e Zadefinujme zrkadlovy obraz stromu t — funkciu Reflect(t)

© ©
ool oas©

TODO| ®TR®
OO 0lo

Reflect
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e Zovseobecnime na zoznamy stromov Reflecty (ts)

e &
do @) Q@b

XI11.13  Zrkadlovy obraz

e Skombinujeme obratenie zoznamu a zrkadlovy obraz bindrneho stromu

Rev(0) =0 y Reflect(e) = o

Rev(x, xs) = Rev(xs) & (x, 0) Reflect(gx

J— X
r) " Reflect(r) | Reflect(¢)

e Vysledna definicia

Reflect (0) =0
Reflect, (é t52) = Reflect, (ts2) ® (m 0)

e Podobne ako Rev, aj Reflect; je neefektivna

e Efektivna verzia s akumuldtorom a vlastnostou

Reflecta| (ts, rts) = Reflect (ts) @ rts

(09 09) -0 g0

Priklad:
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16.3. Prechody vSseobecnymi stromami

X11.14  Prechody vseobecnymi stromami

e Podobne ako pri binarnych stromoch
e Vyznam ma preorder a postorder, ale nie inorder

e Napriklad:

(9)
OSRO

Preorder =9,3,6,2,1,0,7,5,4,0

ORORGRO,
OO

e Opat zovseobecnime na zoznamy stromov — funkcia Preorder| (ts)

(3)
Preorder, ,,0 =3,6,2,1,0,7,5,4,0
O

X11.L15 Prechody vseobecnymi stromami

e Podobne ako na binarnych stromoch, Preorder na vSeobecnych stro-
moch pouzivajlci zretazenie je neefektivny

e Efektivna verzia s akumuldtorom a vlastnostou

Preordera (ts, as) = Preorder (ts) & as

e Priklad/navod:

Preorderal ,@,o 5,40 =2,1,0,7,5,4,0
OO
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XIHI. prednaska

Postfixovy stroj a numerické vyrazy
7. maja 2012

17. Postfixovy stroj a numerické vyrazy

17.1. Postfixovy stroj

XIIl.1  Postfixovy stroj

e Jednoduchy vypoctovy model, virtualny stroj

e Pamat: zasobnik cisel

N(~N[fw]lon

e Program: postupnost instrukcii

LOAD 2
PUSH 4
MUL
LOAD 2
LOAD 2
MUL
ADD

Instrukcie modifikuji zasobnik

Pridavaji/odoberaju &isla na vrch/z vrchu zasobnika
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XI11.2  InStrukcie postfixového stroja

n Vi
PUSH n LOAD 3 !
Vo Y Vo Vo Y Vo
Vi Vi Vi Vi
| | | | | | e |
L — - [
Lo Lo
a a
ADD MUL
T b+ a b Ty b-a
Vo %) Vo Vo
Vi %1 %1 Vi
| 1 | I | | I I
L | L — - [ IR L |

XI1.3  Priklad vypoctu programu
Pocitajme program

LOAD 2, PUSH 4, MUL, LOAD 2, LOAD 2, MUL, ADD

so zasobnikom, v ktorom su ¢&isla 2, 3, 5:

0 5 LOAD 2 0 5 PUSH 4 0 4 % o 20 LOAD 2
1 3 1| 2 1| s 1 2
2] 5 2 3 2[ 2 2[ 3
3 5 3 3 3 5
4 5
O 2 o 3 | E2 2% 0 2 ™ 0 6 |2 0] 26
1] 20 1| 3 1 20 2
2] 2 2| 20 2[ 2
3 3 3 2 3 3 5
4 5 4 3 4 5
5 5

XIM1.4  Priklad vypoctu programu — vSeobecnejsie

Pocitajme program

LOAD 2, PUSH 4, MUL, LOAD 2, LOAD 2, MUL, ADD
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so zasobnikom, v ktorom su &isla vg, vi, vo:

LOAD 2 PUSH 4 ADD

o o |—— 0o v |—— - — 0|vnid+viv
1l v 1l W 1 Vo
2 w2 2l v 2 Vi

3] W 3 V2

XI1.5 Kédovanie postfixovych strojov

Postfixové stroje lahko zakédujeme v CL:
e Zasobnik: zoznam Cisel; vrch zasobnika: prvy prvok

e Instrukcie: parové konstruktory (podobne ako E a Nd)

PUSH(n) = Ci(n) =0, n
LOAD(/) = Vi(i) =1,i
ADD =Ai =2,0
MUL =Mi =30

Predikat Instr(x) plati, ak x kéduje instrukciu:
Instr PUSH(n) <— N(n)

Instr LOAD(7) < N(i)

Instr(ADD)

Instr(MUL)

e Program: zoznam instrukcii

Program(0)
Program(i, is) < Instr(i) A Program(is)
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XII.6  Simulacia postfixovych strojov
Zakodovany postfixovy stroj mézeme simulovat:

e Funkcia Run(is, vs)
e Simuluje beh postfixového stroja s programom is a zasobnikom vs
e Vrati vrch zasobnika na konci programu

e Klauzilna definicia:

17.2. Numerické vyrazy s premennymi

X7  Numerické vyrazy s premennymi
Numericky vyraz s premennymi je

e Ciselnd konstanta k € N

» 3,0, 777, ...

e premennd x; s indexom i € N

» X2, X17, X0, - - -

e siltovy vyraz (t; + tp), kde t1 a tp si numerické vyrazy s premennymi
> (x1+5), (x5 +x0), (x3+ (x0+ x2)), ...

e sicinovy vyraz (t; X tp), kde t; a tp si numerické vyrazy s premennymi

> (2xx0), (xa xx1), ((x1 xx1)+(2xx1))+1), ...
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XI11.8  Numerické vyrazy ako stromy

e Numerické vyrazy maji stromovi Struktiru

e Napriklad ((xo x x0) + (2 X (x0 X x1))) + (x1 X x1)

XI11.9 Kédovanie numerickych vyrazov

Numerické vyrazy mozeme v CL zakédovat podobne ako binarne stromy:

e Parovacie konstruktory (podobne ako E a Nd)

n® = Ct(n) 0,n
x? = Vt( /) =1,i

t1 4+t =At(t, ) =2, b, b
t) X*thp =Mt(ty, ) =3, 11, b

e Predikat Term(t) plati, ak t kdduje numericky vyraz:

Term(n®) < N(n)
Term(x?) «— N(/)
Term(t1 +° t2) < Term(t1) A Term(t2)
Term(t; X*® t2) < Term(t1) A Term(t2)
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XI11.10 Kédovanie numerickych vyrazov — priklad
e Vyraz ((xo X xp) +

(
(O x® xg) +°
= At(At(Mt(Vt(0),
Mt(Ct(2)
Vv

2 X (xo0 X x1))) + (x1 X x1) zakédujeme ako

X* (g X" X)) +° (4 x* x7)
Vi(0)),

XI11.11  Vyhodnocovanie numerickych vyrazov

Ohodnotenie premennych:
® ZOzZznam Vs = vp, V1, Vo, ...
e priraduje premennej x; hodnotu v;

Hodnota (denotécia) vyrazu pre dané ohodnotenie premennych — funkcia
Den(t, vs) = [t]"*:

e Napriklad:

t= (0 X*x5) +°(2° x* (xg x* x7))) +* (3] x* x])
[e1>570 = ((3:3) + (2:(3:5))) + (5:5)

e Vseobecne:

[[n.]]VS =n
[x'1*

[t +° 2]
|I1.'1 x* tz]]vs =
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17.3. Kompilacia

X111.12  Programy a vyrazy — priklad
Program

LOAD 2, PUSH 4, MUL, LOAD 2, LOAD 2, MUL, ADD

so zasobnikom, v ktorom su &isla vy, vy, vs:

0 Vo LOAD 2 0 vy PUSH 4 o ﬂ o[ va-4 + vi-vg
1 Vi 1 Vo 1 Vo
2 Vo 2 %1 2 %1

3| W2 3 V2

vypocita na vrch zasobnika hodnotu numerického vyrazu
(X2 X 4) + (X1 X Xo)
pri ohodnoteni premennych vs = vy, v, v, 0

Run((LOAD(2), PUSH(4), MUL, LOAD(2), LOAD(2), MUL, ADD, 0), vs)
= [0 x*4%) +° (x4 x* x9)]”

XI11.13  Programy a vyrazy — kompilacia

e Numerické vyrazy — jazyk vysSej Grovne

e Programy postfixového stroja — jazyk nizsej Grovne

Preklad vyrazov do programov — kompilacia

Kompilator — funkcia Comp(t)

Vytvori program iy, fa, . . ., ix, 0, ktory na vrch zasobnika s hodnotami
premennych vypocita hodnotu vyrazu t

, Il
I Ik
o |— = w
Vi Vi
| e l [ |
L — - { I —
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Term(t) — Program Comp(t)
Term(t) — Run(Comp(t), vs) = [t]"*

XI1.14 Kompilacia — priklad
Videli sme, Ze

Run((LOAD(2), PUSH(4), MUL, LOAD(2), LOAD(2), MUL, ADD, 0), vs)

=[x x*4%) +° (x{ x*xg)1"

Chceme, aby kompilator skompiloval vyraz
(3 x*4%) +° (<] x* x7)

do programu

LOAD(2), PUSH(4), MUL, LOAD(2), LOAD(2), MUL, ADD, 0
teda

Comp((x3 x*4°) +° (xI x° x7))
= LOAD(2), PUSH(4), MUL, LOAD(2), LOAD(2), MUL, ADD, 0

X111.15  Kompilacia — konstanty

e Hodnotou vyrazu n® je ¢islo n

e Aky program vypocita na vrch zasobnika hodnotu n?

n
PUSH n
Vo _— Vo
Vi Vi
| | | |
L | L —— 1

e Klauzula kompilatora:

Comp(n®) = PUSH(n), 0
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XI11.16 Kompilacia — scitanie

e Hodnotou vyrazu t; +° to je Cislo [t1]** + [t2]**
e Akym programom ju vypoclitame?

1. Skompilujeme vyrazy t; a tp Dostaneme programy Comp(t1) =
is1 a Comp(tp) = isy

t Vs t Vs
is, [t:1 is) [t]
Vo — Vo %) — Vo
Vi Vi %1 %1
| | | |
2. Zretazime ich a priddme instrukciu pre scitanie
IIt2]IVS
t Vs t Vs t VS+ t Vs
is, [t:] is) [t:] ADD, 0 [t:]” + [t]
Vo — Vo — Vo —_— Vo
1% %1 %1 1%
| ! |

e Klauzula kompilatora:

Comp(t; +°* t2) = Comp(t1) @ Comp(t2) © (ADD, 0)

XI11.17 Kompilacia — premenna

e Hodnotou vyrazu x? je ¢islo vs|i]

e Aky program da na vrch zasobnika hodnotu vs[i]?

Vi

LOAD %
Vo e Vo
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e Skompilujme 4* 4-* x:
PUSH(4), LOAD(0), ADD, 0

e Otestujme s ohodnotenim 2,3, 0:

5 | PUSH(4), o] LOAD(®), ] ADD, (¢
1 3 1 2 1 4 1 2
3 2 3

3] 3

ZLE! LoAD(0) malo naditat 2

XI11.18 Kompilacia — medzivysledky

e Kompildtor si musi pamatat pocet j medzivysledkov v zasobniku:
Compy(t, )

e Comp(t) = Comp,(t,0)

e Aky program da na vrch zasobnika hodnotu vs[i]? Comp;(x®,j) =7

LOAD 4+5 | Vi
(o] —— [

my my
Vo Vo
1% %1

[ [

e Pocet medzivysledkov vzrastie po vypocitani t; vo vyrazoch t; +° t
a t; X° to:

Comp;(t; +° t2,j) = Compy(t1,j) ® Comp;(t2,j+1) @ (ADD, 0)
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XIV. prednaska
Generovanie XML/XHTML

14. maja 2012

18. XML/XHTML

18.1. Struktara

XIV.1 Co je XML/XHTML
XML/XHTML je format na zépis Struktdrovaného textu

<html xmlns="http://www.w3.org/1999/xhtml">
<head>
<title>Priklad</title>
</head>
<body>
<p>Priklad
<abbr title="Extensible Hypertext
Markup Language">XHTML</abbr><br/>
dokumentu.</p>
</body>
</html>

XIV.2  Struktira XML/XHTML dokumentu
Struktiira v XML dokumente — elementy

» U(sek textu medzi otvaracim tagom (<p>) a prisluSnym zatvaracim
tagom (</p>)

<html xmlns="http://www.w3.org/1999/xhtml">
<head>
<title>Priklad</title>
</head>
<body>
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<p>Priklad
<abbr title="Extensible Hypertext
Markup Language">XHTML</abbr><br/>
dokumentu.</p>
</body>
</html>

XIV.3  Strom elementov
Elementy vytvaraji stromovi Struktiru:

<html xmlns="http://www.w3.org/1999/xhtml">
<head>
<title>Priklad</title>
</head>
<body>

</body>
</html>

Co v strome chyba?

XIV.4  Nestruktiurovany text

<html xmlns="http://www.w3.org/1999/xhtml">
<head>
<title>Priklad</title>
</head>
<body>
<p>Priklad
<abbr title="Extensible Hypertext
Markup Language">XHTML</abbr><br/>
dokumentu.</p>
</body>
</html>

V strome elementov chyba nestruktirovany text
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XIV.5 Strom elementovych a textovych uzlov
Pridame uzly pre nestruktirovany text:

(Priklad | (Priklad]

Vseobecny strom s dvoma druhmi uzlov:

e ( elementové uzly ) — fubovolne vela deti (aj 0, br)
o (textové uzly | — listy, Ziadne deti

18.2. Kédovanie

XIV.6 Kédovanie stromu dokumentu v CL

e Strom XML dokumentu mé 2 druhy uzlov

e Kazdy druh zakédujeme osobitnym konstruktorom (podobne ako E
a Nd)
e Textové uzly: Xs(t)

t — text v uzle — retazec

e Elementové uzly: Xe(n, as, cs)
n — meno elementu (html, body, p, ...) — retazec
as — atriblty elementu

cs — deti elementu
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XIV.7 Kobdovanie atributov elementu

Xe(n, as, cs)

<a href="http://example.com/" class="external">link</a>

e Atribit je dvojica meno=hodnota

e Kdédujeme dvojicou retazcov:
Attr(n, v) < Str(n) A Str(v)
e Vsetky atribdty elementu zakédujeme zoznamom:

Lattr(0)
Lattr(a, as) « Attr(a) A Lattr(as)

e Napriklad:

("href’, 'http://example.com/"), ('class’, 'external’), 0

XIV.8 Koédovanie deti elementu

Xe(n, as, cs)

e Elementové uzly maji rézny pocet deti:

(Priklad | (Priklad|

e Deti zakédujeme do zoznamu uzlov XML stromu
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XIV.9 Kédovanie XML dokumentu — priklad

Xe("html’, (("xmlns’, "http: //www.w3.0rg/1999 /xhtml’), 0),
Xe("head’, 0,
Xe('title’, 0, Xs('Priklad'), 0),
0),
Xe('body’, 0,
Xe('p’, 0,
Xs('Priklad '),
Xe('abbr’,(('title’,'Extensible. .. Language'),0),
Xs('XHTML"),
0),
Xe('br’,0,0),
Xs(" dokumentu.'),
0),
0),
0)

XIV.10 Koédovanie XML — predikat

e Struktiru binarneho stromu sme popisali predikatom:

Bt(e)
Bt( £ ) « N(x) A Bt(£) A Bt(r)

e Struktiru véeobecného stromu sme popisali predikatmi:

Lgt(0)
(tL )  N(x) A Lgt(ts1) A Lgt(ts2)

Gt(£) « N(x) A Lgt(ts)

e Ako popiseme Struktiru XML stromu?
— Predikat X(x) — x kéduje uzol XML stromu

— Pomocny predikat Lx(xs) — xs je zoznam XML uzlov
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XIV.11 Kédovanie XML — predikat

e Prirodzena definicia vzdjomnou rekurziou:

X Xe(n, as, cs) < Str(n) A Lattr(as) A Lx(cs)
X Xs(t) <« Str(t)

Lx(0)
Lx(x, xs) <= X(x) A Lx(xs)

e CL neumoznuje vzajomnu rekurziu:

Lx(0)
Lx(Xe(n, as, cs), xs) < Str(n) A Lattr(as) A Lx(cs) A Lx(xs)
Lx(Xs(t), xs) — Str(t) A Lx(xs)

X Xe(n, as, cs) < Str(n) A Lattr(as) A Lx(cs)
X Xs(t) + Str(t)

XIV.12 Zobrazenie XML a kostra XHTML

o Ak v CL zakédujeme strom XML dokumentu, zobrazime ho ako sku-
to¢né XML formatom Xml:

Query: Xe('pokus’, 0, Xs('text'),0),0 = xs: Xml

Results: xs = ‘ <pokus>text</pokus> ‘

e Formatom Xml mdzeme zobrazovat iba hodnoty xs:
— jednoprvkové zoznamy uzlov: Lx(xs) A L(xs) =1
— jedinym prvkom je Xe
» XML dokument musi mat jeden korenovy element
e Skratkova funkcia Xhtml(t, cs) — kostra XHTML dokumentu
t — titulok — retazec
cs — obsah tela (body) — Lx
Format Xml zobrazi vysledok ako skuto¢né XHTML
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18.3. Neformalne typovanie

XIV.13 Neformalne typovanie

e CL je beztypovy jazyk — vSetky data su Cisla
e Md&zeme typovat neformalne predikatmi

e f:: Ty — T znamena:

— Ti1, T, si predikaty

argument funkcie f je typu T3

vysledok je typu T

skratka za:

Tl(X) — T2 f(X)
e Napriklad funkcie na binarnych stromoch:

Preorder :: Bt — Ln
Insert :: (Bt,N) — Bt
Extract_max :: Bt — (N, Bt)

e Ako otypujeme Xe, Xs, Xhtml?

18.4. Generovanie

XIV.14 Generovanie XML — priklad
Zadefinujme funkciu Mk_ul(xs), ktord zo zoznamu retazcov xs vytvori ne-
¢islovany XHTML zoznam (ul), ktorého polozky (1i) obsahuji retazce zo
zoznamu xs

e Otypujme tdto funkciu — vytvori jeden uzol XML stromu:

Mk_ul :: Lstr — X

e Naprogramujme ju:
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— Potrebujeme pomocni funkciu Mk_lis(xs), ktora vytvori zoznam
poloziek (uzlov XML stromu):

Mk_lis :: Lstr — Lx

Mk_lis(0) =0
Mk_lis(x, xs) = Xe('li", 0, Xs(x), 0), Mk_lis(xs)

— Vytvorené polozky pouzijeme ako deti elementu ul:

Mk_ul(xs) = Xe(‘ul', 0, Mk_lis(xs))

19. Organizacia: Opravny test a skuska

XIV.15 Nahradny/opravny test

Termin: pondelok 21. maja o 14:00 v H6
Ucel: nahradit skére z jedného semestralneho testu
Material: ako nahradzany test

Podmienky:
e z3viazné prihlasenie do 21. maja 0:00 (AIS)
— Ucast bez prihlasenia nie je mozna
e vyber nahrddzaného testu priamo na termine
— nepritomni prihlaseni: 2. test

e nové skére nahradi povodné skére bez ohladu na ich vzajomny
rozdiel

— mozete si pohorsit

— skére nepritomnych prihlasenych je 0
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XIV.16  Skuaska

Terminy: pondelky o 14:00 v H6

riadne: 21. a 28. mija, 4. jana

1. opravné: 4. jana a 18. jina

2. opravné: 18. jina a 25. jina

najviac 25 Studentov na termin

(4. jan — riadny termin: 12; opravny termin: 13)
Podmienka: skére z testov > 30

Material: Glohy najma podla ex11-ex14

Konzultacie: nahlasit den vopred sa e-mailom na udp zavinac lists.dai.fmph.uniba.sk
Terminy:
e piatok 18. maja 9:00-11:30 H6

e Stvrtky 24. a 31. méja, 14. a 21. jina vzdy o 13:00 I-33b, podla
potreby presun do volnej pocitacovej haly
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