1-AIN-470 Specifikacia a verifikacia programov
Letny semester 2025/26
11. prednaska

Jan Komara



Obsah 11. prednasky

Ciastoéne rekurzivne funkcie

Vypoétovy model pre Ciastocne rekurzivne funkcie

Aritmetizacia vypoctového modelu



Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

Ciastoéné funkcie
n-arna Ciastoc¢na funkcia f je jednoznacna relacia z N” do N:

X,y)efAN(X,z2)ef - y=z.
Ciastoéné funkcie st usporiadané mnozinovou relaciou f C g.

Silna rovnost (Kleene)

T =~ p plati, ak jedna z nasledujtcich podmienok je splnena:
» Vyrazy 7, p st definované a ich hodnoty st rovnaké.
» Vyrazy 7, p nie s definované.

Ak termy 7, p obsahuja len funkcie, potom 7 ~ p <> 7 = p.
Oznacenie:

» 7|, ak vyraz 7 je definovany (ma hodnotu, konverguje).

» 71, ak vyraz 7 nie je definovany (nema hodnotu, diverguje).



Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

Kleeneho prva veta o rekurzii
Funkcionalna rovnica v nezndmej f:

F(X1y .oy Xn) 2 T[fi X1, .., Xn)

ma najmensie riesenie n-arnu Ciastocni funkciu | J72, f;, ktora je

limitou retazca fy, fi, >, ... definovaného predpisom
fo = ¢(m
fir1(X1, ..o xn) = T[fii X1, -« Xn).
Poznamka

Toto je prva Cast prvej vety o rekurzii. V druhej Casti sa tvrdi, ze
najmensie rieSenie je vypocitatelné.



Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

Rekurzivne definicie ¢iastocnych funkcii
Sa to definicie Eiastocnych funkcii v tvare

f(Xt,. oy Xn) 2 T[Fi X1, ..., X

Ciastoénou funkciou, ktora je definovana uvedenym vztahom,
rozumieme najmensie riesenie tejto funkcionalnej rovnice v triede
n-arnych Ciastoénych funkcii. Existencia takého riesenia plynie z
prvej vety o rekurzii.

Poznamka
Regularne rekurzivne definicie do dobre zalozenych relacii

f(xt,...,%xn) =7T[F;x1, ..., %]

st Specialnym pripadom rekurzivnych definicii Ciastoénych funkcii.



Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

Vypoctovy model

-kra
. . x-Kkrat
» Vypocet prebieha na monadickych numeréaloch: x =S...5(0).

» Jeden krok vypoctu: p >1 0. Vyberame najlavejsi redex:

D(0, p2, p3) >1 p3 D(x+1, p2, p3) >1 p2
gi(ﬂu" )/m,) >1 gl(y17"‘7ym,') prei:17"')k
f(xt, .- Xp) D1 7[fi X1, .., %]

» Viac krokov vypoctu: p > o.

Veta (Ekvivalentnost vypoctovej a defini¢nej sémantiky)
Plati



Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

Definicia triedy Ciastocne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu P(x) = x = 1.

> Explicitné definicie ¢iastocnych funkcii:
(X1, ey Xn) 2 T[X1, ..y Xn]
» Rekurzivne definicie Ciastocnych funkcii:
f(X1y ..oy Xn) 2 T[fi X1, ., Xn]-

Funkcia je rekurzivna, ak je to totalna Ciastocne rekurzivna funkcia.
Predikat je rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.



Ciasto¢ne rekurzivne funkcie

Rekurzivne odvodenia
Sé&itanie

x4y ~if x # 0 then S(P(x)+y) else y.
Odgcitanie
x =y ~if x # 0 then if y # 0 then P(x) = P(y) else x else 0.
Nasobenie
x-y ~if x # 0 then P(x)-y + y else 0.
Umochovanie

x¥ ~if y # 0 then x-x") else 1.



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Rekurzivne termy a funkéné symboly (priklad)

Primitivne rekurzivna definicia

O+y=y
S(x) +y =S(x+y).

Regularna rekurzivna definicia
x+y =if x # 0 then S(P(x) + y) else y.
Rekurzivna definicia so silnou rovnostou
X1+ xo ~ D(Xl, S(P(xl) + X2),X2).

Rekurzivny funkény symbol

/\2.D(X1, ng(P(xl), x2),x2>.



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Rekurzivne termy a funkéné symboly

Induktivna definicia triedy rekurzivnych termov a triedy
rekurzivnych funkénych symbolov:

» Premenné xq,xo,...,Xn,... a konstanta 0 st rekurzivne termy.

» Ak 71,7, 73 s rekurzivne termy, potom aplikacia
diskriminacnej funkcie D(11, 72, 73) je rekurzivny term.

> Ak 7 je rekurzivny term, potom aplikacie funkcie nasledovnika
S(7) a funkcie predchodcu P(7) si rekurzivne termy.

» Ak 71,...,7Tn st rekurzivne termy, potom aplikacia n-arnej
funkénej premennej §,(71, ..., 7n) je rekurzivny term.

> Ak p1,...,pn sa rekurzivne termy a 7 je rekurzivny term v
premennych xi, ..., x, a funkénej premennej f,, potom
aplikacia (An.7)(p1,- .-, pn) je rekurzivny term.

S, P a \,.7 sa nazyvaju rekurzivne funkcné symboly.



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Interpretacia rekurzivnych termov a funkénych symbolov

Interpretaciu (denotaciu) definovanych rekurzivnych funkénych
symbolov \,.7 definujeme indukciou na truktiru rekurzivnych

termov 7:
Nech T[fn; x1,...,xn]| je rekurzivny term v premennych
Xi,...,Xn a funkénej premennej f,. Predpokladajme dalej,

Ze rekurzivne funkéné symboly vyskytujice sa vo vyraze T
s interpretované podla induktivneho predpokladu. Potom
rekurzivny funkény symbol \,.7 interpretujeme ako Cias-
toénd funkciu f definovanii vztahom

f(x1,...,xn) = 7[f; X1, .., Xn]

Interpretaciu rekurzivneho funkéného symbolu A,.7 oznacujeme
tym istym menom A,.T.



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Veta
Ciastocna funkcia je rekurzivna prave vtedy, ked' je interpretaciou
nejakého rekurzivneho funkéného symbolu.

Dékaz.

» Indukciou na dlzku rekurzivneho odvodenia dokazeme, ze
kazda ciastocne rekurzivna funkcia je interpretaciou nejakého
rekurzivneho funkéného symbolu.

» Indukciou na struktiru rekurzivneho termu 7 dokazeme, ze
interpretacia rekurzivneho funkéného symbolu A,.7 je
Ciastocne rekurzivna funkcia.



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Monadické numeraly
Vypocet prebieha na monadickych numeraloch:

0 S(0) SS(0) SSS(0) SSSS(0)

Oznacenie:

» Ak x je prirodzené Cislo, potom x je monadicky numeral, ktory
denotuje Eislo x:

x-krat
—
x=S5...500)
» Ak xi,..., X, st prirodzené Cisla, potom
x1-krat Xp-krat
— —

S...9(0),...,5...5(0).

X1y.oo 3 Xp = X1,. .0, Xn



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Jeden krok vypoctu

Ak uzavrety rekurzivny term 7 nie je numeral, tak musi obsahovat
aspon jeden podvyraz (redex) v tvare

D(x, 02,03) P(x) (An-0)(X).

Jeden vypoctovy krok spociva v najdeni najlavejsieho redexu a jeho
nahradenim kontrakciou podla nasledujacich pravidiel

D(0,02,03) >1 03
D(x +1,02,03) I>1 02
P(x)>1x=1
(An.olfn; X])(X) 1 o[An.0; X].

Tak dostaneme novy uzavrety rekurzivny term p a piseme

T D1 p.



Vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie

Viac krokov vypoctu
Oznacenie:

» 71 > 7o, ak vyraz 71 sa redukuje do vyrazu 7 po k krokoch.
To znamena, Ze existuju uzavreté rekurzivne termy
£0, P15 Pk také, ze

TL=po B>1p1 P11 pr = T2

Umoznime tiez pripad k = 0. Vtedy 71 g 72 <> 71 = T2.
> 71 > 7o, ak 71 >k T» pre nejaké k.
> Ak 7 > x, tak vravime, Ze vypocet skoncil s vysledkom x.

Veta (Ekvivalentnost defini¢nej a vypoctovej sémantiky)
Pre kazdy rekurzivny funkény symbol f plati:

f(X)~y <+ f(X)>y.



Aritmetizacia vypoctového modelu

Aritmetizacia rekurzivnych termov a funkénych symbolov
Pomocou parovych konstruktorov z réznymi rozlisovacimi

polozkami:
= (0, 1) (premenné)
= (1,0) (konstanta 0)
D(ty, ty, t3) = (2,t1, ta, t3) (podmienkovy vyraz)
(t,ts) = (3, t,ts) (kontrakcia argumentov)
e(ts) = (4, e, ts) (aplikacia funkcie)
S = (5,0) (funkcia nasledovnika)
P = (6,0) (funcia predchodcu)
fo=(7,n) (funkéna premenna)
An.t=(8,n,t). (definovana funkcia)



Aritmetizacia vypoctového modelu

Kontrakcia argumentov

» Notacna konvencia pre kontrakéni funkciu:

(t1, to, ts) = (1, (t2, ts)).

» Kontrakciou n-tice argumentov (t1,..., t,) € N” rozumieme
Cislo

(t1,toy...stn) € N.
> Projekéna funkcia [ts]; operuje na kontrakciach argumentov
[ty toy. ..y ta)]? = ¢ pre 1 <i<n.

Je to primitivne rekurzivna funkcia.



Aritmetizacia vypoctového modelu

Aritmetizacia rekurzivnych termov a funkénych symbolov
Cislo "7 7 resp. "f 7 je kédom termu 7 resp. funkéného symbolu f:

x7 =
0'=20
rD(Tla T2, 7-3)—| — D(rTl—I7 I’7-2—I’ F7-3“|)
(e, Tn) =TT TR YY)
s7=28
rPi=pP
rfn—l = .fn

AT =X "7



Aritmetizacia vypoctového modelu

Priklad

Regularna rekurzivna definicia
x4y =if x # 0 then S(P(x)+y) else y.
Rekurzivna definicia so silnou rovnostou
X1+ xo ~ D(Xl, S(P(xl) + X2),X2).
Rekurzivny funkény symbol

)\2.D<X1, S fz(P(xl),XQ),XQ)

a jeho aritmetizacia

Xo. D (:1:1, S(fg((P(a:l), mz))) , :1:2> .



Aritmetizacia vypoctového modelu

Monadické numeraly, Cast prva
x-krat
. /_/\
Unarna operacia "x ™ vytvori kéd numeralu x =S...5(0):

x-krat

Primitivna rekurzivnost funkcie "x7 plynie z tohoto vyjadrenia

I_O—l — 0 I_Xi_’_l—l — S(’_K—I)

Jej inverzia je funkcia Dc(t), ktora dekéduje kéd numeralu:
Dc("x™) = x.

Primitivna rekurzivnost funkcie Dc(t) plynie z tohoto vyjadrenia

Dc(0) =0 Dc S(t) = Dc(t) + 1.



Aritmetizacia vypoctového modelu

Monadické numeraly, Cast druha
Predikat Nm(t) plati, ak Cislo t je kédom nejakého numeralu:

Nm(t) <> 3Ixt="x".
Jej charakteristicka funkcia Nm,(t) je primitivne rekurzivna:

Nm,(0) =1

Nm, S(t) =1+ Nm(t) =1

Nm, 8(t) =0 < Nm(t) # 1

Nm.(t) =0+« =(t =0V 3 t=5(t)).

Predikatova forma uvedenej definicie

Nm(0)
Nm S(t) < Nm(t).



Aritmetizacia vypoctového modelu

Substittcia
Ternarna funkcia t[e; rs| je aritmetizacia operacie substiticie
T[An.0; X] nad rekurzivnymi termami:

T A (T X Y] =TT Ao X, Xa]
Primitivna rekurzivnost funkcie t[e; rs| plynie z tohoto vyjadrenia

zi[e; rs] = [rs]f\r(e)
Ole;rs] =0
D(t1, to, t3)[e; rs] = D(tile; rs], t2[e; rs], t[e; rs])
(t, ts)[e; rs] = (t[e; rs], ts[e; rs])
fa(ts)[e; rs] = e(ts]e; rs])
f(ts)[e; rs] = f(ts[e; rs]) < —3Anf = f,.

Tu Ar(e) je primitivne rekurzivna funkcia taka, ze Ar("f) = n pre
n-arny definovany rekurzivny funkény symbol f.



Aritmetizacia vypoctového modelu

Pomocné operacie
Specifikacia:

'Dn(l—i—l) — Ty =17

Dn("x7, t2, t3) = D(x, t2, t3).
Primitivna rekurzivnost oboch funkcii plynie z tohoto vyjadrenia

Pn(O) =0 DH(O, to, t3) =13
PnS(t) =t Dn(S(t1), t2, t3) = to.

Pomocny primitivny rekurzivny predikat

Nms(n, ts) <> Vi(1 < i < n— Nm([ts])).



Aritmetizacia vypoctového modelu

Jeden krok vypoctu
Specifikacia redukénej funkcie Rd(t):

ak 7 >>1 p, potom Rd("77) ="p" Rd("x™) ="x".
Primitivna rekurzivnost funkcie plynie z tohoto vyjadrenia

Rd(0) = 0
Rd D(ty, ta, t3) = Dn(ty, to, t3) < Nm(t;)
Rd D(ty, ta, t3) = D(Rd(t1), ta, t3) < = Nm(t1)
Rd({(t, ts) = (t, Rd(ts)) < Nm(t)
Rd(t, ts) = (Rd(t), ts) + —=Nm(t)
Rd S(t) = S(Rd(t))
Rd P(t) = Pn(t) < Nm(t)
Rd P(t) = P(Rd(t)) + —=Nm(t)
Rd (An. t)(ts) = t[An. t; ts] « Nms(n, ts)
Rd (Ap. t)(ts) = (A t)(Rd(ts)) < —~Nms(n, ts).



	Čiastočne rekurzívne funkcie
	Výpočtový model pre čiastočne rekurzívne funkcie
	Aritmetizácia výpočtového modelu

