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�iasto£ne rekurzívne funkcie

De�nícia triedy £iasto£ne rekurzívnych funkcií

I Základné funkcie:
I funkcia nasledovníka S(x) = x + 1,
I funkcia predchodcu x .− 1.

I Explicitné de�nície £iasto£ných funkcií:

f (x1, . . . , xn) ' τ [x1, . . . , xn].

I Rekurzívne de�nície £iasto£ných funkcií:

f (x1, . . . , xn) ' τ [f ; x1, . . . , xn].

Funkcia je rekurzívna, ak je to totálna £iasto£ne rekurzívna funkcia.
Predikát je rekurzívny, ak taká je jeho charakteristická funkcia.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Neohrani£ená minimalizácia
Sú to de�nície £iasto£ných funkcií v tvare

f (x1, . . . , xn) ' najmen²ie £íslo y také, ºe platí ϕ[x1, . . . , xn, y ],

kde ϕ je ohrani£ená formula. Skrátený zápis:

f (x1, . . . , xn) ' µy
[
ϕ[x1, . . . , xn, y ]

]
.

Veta
Trieda £iasto£ných rekurzívnych funkcií je uzavretá na de�nície
£iasto£ných funkcií neohrani£enou minimalizáciou.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Neohrani£ená minimalizácia
Sú to de�nície £iasto£ných funkcií v tvare

f (x1, . . . , xn) ' y ↔ ϕ[x1, . . . , xn, y ] ∧ ∀z < y ¬ϕ[x1, . . . , xn, z ],

kde ϕ je ohrani£ená formula. Skrátený zápis:

f (x1, . . . , xn) ' µy
[
ϕ[x1, . . . , xn, y ]

]
.

Veta
Trieda £iasto£ných rekurzívnych funkcií je uzavretá na de�nície
£iasto£ných funkcií neohrani£enou minimalizáciou.



�iasto£ne rekurzívne funkcie

Dôkaz.
V odvodení f pouºijeme túto £iasto£ne rekurzívnu funkciu:

g(y , ~x) '

{
y ak platí ϕ[~x , y ],

g(y + 1, ~x) ak neplatí ϕ[~x , y ].

Rekurzívnos´ £iasto£nej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(~x , y)↔ ϕ[~x , y ]

g(y , ~x) ' if P(~x , y) then y else g(y + 1, ~x)

f (~x) ' g(0, ~x).

Korektnos´ implementácie plynie z tejto vlastnosti £iasto£ne
rekurzívnej funkcie g :

g(y , ~x) ' z ↔ y ≤ z ∧ ϕ[~x , z ] ∧ ∀z1
(
y ≤ z1 < z → ¬ϕ[~x , z1]

)
.



Kleeneho veta o normálnej forme

Veta o normálnej forme (Kleene)

Existuje unárna primitívne rekurzívna funkcia U a pre kaºdé n ≥ 1
existuje (n+2)-árny primitívne rekurzívny predikát Tn taký, ºe pre
kaºdú n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f existuje £íslo e také, ºe
pre v²etky prirodzené £ísla x1, . . . , xn platí vz´ah:

f (x1, . . . , xn) ' Uµs[Tn(e, x1, . . . , xn, s)].

Zopakovanie

Nasledujúce témy boli prebraté na predo²lej predná²ke:
I výpo£tový model pre £iasto£ne rekurzívne funkcie,
I aritmetizácia výpo£tového modelu.



Kleeneho veta o normálnej forme

Idea dôkazu
Neformálny popis predikátu Tn a funkcie U:

I Kleeneho predikát Tn má túto základnú vlastnos´:

Tn(e, x1, . . . , xn, s) platí práve vtedy, ke¤ e je kód
programu a s je kód výpo£tu tohoto programu pre
vstupy x1, . . . , xn.

Tu programom rozumieme £iasto£ne rekurzívne odvodenie
nejakej £iasto£nej funkcie a výpo£tom proces vyhodnotenia
tejto £iasto£nej rekurzívnej funkcie.

I Funkcia U(s) ur£í z kódu výpo£tovej postupnosti výslednú
hodnotu.

Ukáºeme, ºe Kleeneho predikát Tn i funkciu U môºeme zvoli´ ako
primitívne rekurzívne.



Kleeneho veta o normálnej forme

Aritmetizácia reduk£nej relácie

Binárny primitívne rekurzívny predikát t B•
1 r je aritmetizáciou

jednokrokovej reduk£nej relácie τ B1 ρ:

t B•
1 r platí práve vtedy, ke¤ existujú uzavreté rekurzívne

termy τ, ρ také, ºe t = pτq, r = pρq a τ B1 ρ.

Primitívna rekurzívnos´ predikátu plynie z tohoto vyjadrenia

t B•
1 r ↔ Ctm(t) ∧ ¬Nm(t) ∧ Ctm(r) ∧ Rd(t) = r .

Tu Rd(t) je unárna primitívne rekurzívna funkcia taká, ºe platí:

ak τ B1 ρ, potom Rd(pτq) = pρq

Rd(pxq) = pxq.



Kleeneho veta o normálnej forme

Kleeneho predikát

Primitívne rekurzívny predikát Computation(s) platí, ak £íslo s je
kódom (ukon£enej) výpo£tovej postupnosti:

Computation(s)↔ s 6= 0 ∧ ∀i < L(s) .− 1 (s)i B
•
1 (s)i+1 ∧

∧ Nm
(

(s)L(s) .−1

)
.

Primitívne rekurzívna funkcia U(s) vyberie z výpo£tovej
postupnosti s výslednú hodnotu:

U(s) = Dc
(

(s)L(s) .−1

)
.

Kleeneho predikát Tn je (n+2)-árny primitívne rekurzívny predikát
de�novaný explicitne predpisom

Tn(e, x1, . . . , xn, s)↔ Rf (n, e) ∧ Computation(s) ∧
∧ (s)0 = e(((〈〈〈px1q, . . . , pxnq〉〉〉))).



Kleeneho veta o normálnej forme

Veta o normálnej forme (Kleene)

Existuje unárna primitívne rekurzívna funkcia U a pre kaºdé n ≥ 1
existuje (n+2)-árny primitívne rekurzívny predikát Tn taký, ºe pre
kaºdú n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f existuje £íslo e také, ºe
pre v²etky prirodzené £ísla x1, . . . , xn platí vz´ah:

f (x1, . . . , xn) ' Uµs[Tn(e, x1, . . . , xn, s)].

Poznámka
Z dôkazu Kleeneho vety o normálnej forme vyplýva, ºe pre kaºdý
n-árny rekurzívny funk£ný symbol f platí

f (x1, . . . , xn) ' Uµs[Tn(pf q, x1, . . . , xn, s)].



Kleeneho veta o normálnej forme

Churchova téza (1936)

Trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií nad oborom prirodzených
£ísel je totoºná s triedou obecne rekurzívnych funkcií.

Turingova téza (1936-1937)

Trieda intuitívne vypo£ítate©ných funkcií nad oborom prirodzených
£ísel je totoºná s triedou funkcií vypo£ítate©ných na Turingových
strojoch.

Modely (£iasto£ne) vypo£ítate©ných funkcií

I obecne rekurzívne funkcie [Herbrand-Gödel, 1931, 1934],
I λ-de�novate©né funkcie [Church, 1932],
I (£iasto£ne) µ-rekurzívne funkcie [Kleene, 1935, 1952],
I Turingove stroje [Turing, 1936-1937],
I £iasto£ne rekurzívne funkcie [Kleene, 1952],
I registrové stroje [napr. Minsky, 1961].



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Rekurzívne indexy

Symbolom ϕ
(n)
e ozna£ujeme n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu

de�novanú predpisom

ϕ
(n)
e =

{
f ak e = pf q pre nejaký n-árny rek. fun. symbol f ,

∅(n) iná£.

Ak f = ϕ
(n)
e tak £íslo e nazveme rekurzívnym indexom £iasto£nej

funkcie f . �ísla v tvare pf q sú dobre vytvorené indexy.

Veta
�iasto£ná funkcia je rekurzívna práve vtedy, ke¤ má rekurzívny
index.

Poznámka
Z dôkazu Kleeneho vety o normálnej forme vyplýva, ºe

ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn) ' Uµs[Tn(e, x1, . . . , xn, s)].



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Enumera£ná £iasto£ná funkcia
Symbolom Ψn si ozna£íme (n+1)-árnu £iasto£nú funkciu de�novanú
predpisom

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' ϕ(n)
e (x1, . . . , xn).

Veta o enumerácií (Kleene)

Pre kaºdé n ≥ 1, £iasto£ná funkcia Ψn je £iasto£ne rekurzívna
funkcia, ktorá enumeruje (s opakovaním) triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií, t. j. postupnos´

λx1 . . . xn .Ψn(e, x1, . . . , xn) pre e = 0, 1, 2, . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Dôkaz vety o enumerácií

I Z vety charakterizujúcej rekurzívne indexy plynie, ºe
nasledujúca postupnos´

λ~x .Ψn(0, ~x) λ~x .Ψn(1, ~x) λ~x .Ψn(2, ~x) . . .

t.j. ϕ
(n)
0 ϕ

(n)
1 ϕ

(n)
2 . . .

je enumerácia triedy n-árnych £iasto£ne rekurzívnych funkcií.
I Z dôkazu Kleeneho vety o normálnej forme vyplýva, ºe

Ψn(e, ~x) ' Uµs[Tn(e, ~x , s)].

Rekurzívnos´ £iasto£nej funkcie Ψn plynie z tohoto vyjadrenia

f (e, ~x) ' µs[Tn(e, ~x , s)] Ψn(e, ~x) ' U f (e, ~x).



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Enumera£ná £iasto£ná funkcia je univerzálna (platí to aj
naopak)

(n+1)-árna £iasto£ná funkcia Ψn sp¨¬a tieto dve podmienky:
I Pre kaºdú n-árnu £iasto£ne rekurzívnu funkciu f existuje £íslo

e také, ºe pre kaºdú n-ticu £ísel x1, . . . , xn platí rovnos´

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' f (x1, . . . , xn).

I Pre kaºdé £íslo e je n-árna £iasto£ná funkcia f de�novaná
vz´ahom

f (x1, . . . , xn) ' Ψn(e, x1, . . . , xn)

£iasto£ne rekurzívna.

Vravíme, ºe Ψn je univerzálnou pre triedu n-árnych £iasto£ne
rekurzívnych funkcií.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií
Zúplnenie enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívna
funkcia
Dôkaz sporom. Predpokladajme napr., ºe binárna funkcia f :

f (e, x) '

{
Ψ1(e, x) ak Ψ1(e, x)↓
0 ak Ψ1(e, x)↑

(1)

je rekurzívna. Potom aj unárna funkcia g de�novaná vz´ahom

g(x) = f (x , x) + 1 (2)

je rekurzívna. Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x platí

Ψ1(e, x) ' g(x). (3)

Odtia© Ψ1(e, e)↓. Postupnými úpravami odvodíme spor:

g(e)
(2)
= f (e, e) + 1

(1)
' Ψ1(e, e) + 1

(3)
' g(e) + 1.



Enumerácia £iasto£ne rekurzívnych funkcií

Graf enumera£nej £iasto£nej funkcie nie je rekurzívny predikát

Dôkaz sporom. Predpokladajme, ºe graf binárnej enumera£nej
£iasto£nej funkcie Ψ1:

G1(e, x , y)↔ Ψ1(e, x) ' y (1)

je rekurzívny predikát. Potom je rekurzívny aj unárny predikát P :

P(x)↔ G1(x , x , 0). (2)

Existuje teda £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x platí rovnos´

Ψ1(e, x) ' P∗(x). (3)

Postupnými úpravami teraz dostaneme spor:

P(e)
(2)⇔ G1(e, e, 0)

(1)⇔ Ψ1(e, e) ' 0
(3)⇔ P∗(e) ' 0⇔ ¬P(e).



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Problém zastavenia
Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie je (n+1)-árny predikát de�novaný predpisom

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ ϕ

(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne funkcie je
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
V opa£nom prípade by takéto zúplnenie enumera£nej £iasto£nej
funkcie Ψn bola rekurzívna funkcia:

f (e, x1, . . . , xn) '

{
ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn) ak ϕ(n)

e (x1, . . . , xn)↓,
0 ak ϕ(n)

e (x1, . . . , xn)↑.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Problém zastavenia
Aritmetizácia problému zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne
funkcie je (n+1)-árny predikát de�novaný predpisom

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔ ϕ

(n)
e (x1, . . . , xn)↓ .

Veta
Problém zastavenia pre n-árne £iasto£ne rekurzívne funkcie je
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
V opa£nom prípade by takéto zúplnenie enumera£nej £iasto£nej
funkcie Ψn bola rekurzívna funkcia:

f (e, x1, . . . , xn) ' if W
(n)
e (x1, . . . , xn) then Ψn(e, x1, . . . , xn) else 0.



Rekurzívne nerozhodnute©né problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumera£nú £iasto£nú funkciu je
nerozhodnute©ný problém.

Dôkaz.
Nech en je rekurzívny index enumera£nej £iasto£nej funkcie Ψn:

Ψn(e, x1, . . . , xn) ' Ψn+1(en, e, x1, . . . , xn).

�iºe

ϕ
(n)
e (x1, . . . , xn)↓ ↔ ϕ

(n+1)
en (e, x1, . . . , xn)↓ .

Odtia© dostaneme

W
(n)
e (x1, . . . , xn)↔W(n+1)

en (e, x1, . . . , xn).

Z rozhodnute©nosti problému zastavenia pre Ψn by sme dostali
rozhodnute©nos´ v²eobecného problému zastavenia.



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) =

{
Mk(x) if P Mk(x) and k is the least such number,

0 if there is no such number.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l(x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language L
Let M describe a single computation step of L and P its �nal
con�guration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M∗(x) = y ↔ ∃k
(
PMk(x) ∧ ∀l < k¬PM l(x) ∧ y = Mk(x)

)
∨

¬∃k PMk(x) ∧ y = 0.

Program for computing the evaluator M∗:

∃k PMk(x)→ M∗(x) = if P(x) then x else M∗M(x).

Condition of regularity of the program:

∃k PMk(x) ∧ ¬P(x)→ t M(x) < t(x) ∧ ∃k PMkM(x),

where t(x) = µk
[
∃l PM l(x)→ PMk(x)

]
is the number of

computation steps from the con�guration x (zero for in�nite loop).
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