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Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Definicia triedy Ciastoéne rekurzivnych funkcii

» Zakladné funkcie:

» funkcia nasledovnika S(x) = x + 1,
» funkcia predchodcu x = 1.

» Explicitné definicie Ciastocnych funkcii:
(X1, Xn) > T[x1, ...\ Xn].
» Rekurzivne definicie Ciastoénych funkcii:
f(X1y.. oy Xn) = T[fix1,. ., Xn)-

Funkcia je rekurzivna, ak je to totalna CiastoCne rekurzivna funkcia.
Predikat je rekurzivny, ak taka je jeho charakteristicka funkcia.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Neohrani¢ena minimalizacia
Sa to definicie Ciastonych funkcii v tvare

f(x1,...,xn) >~ najmensie Cislo y také, ze plati ¢[x1,...,xn, y],
kde ¢ je ohranicena formula. Skrateny zapis:

(X1, .. Xn) = uy[gp[xl,...,x,,,y]].

Veta
Trieda ciastocnych rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie
¢iastoénych funkcii neohrani¢enou minimaliziciou.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie

Neohrani¢ena minimalizacia
Sa to definicie Ciastonych funkcii v tvare

(X1, oy Xn) 2y < Q[x1,. .., Xn, Y| AVZ <y —pl[x1,...,Xn, 2],
kde ¢ je ohranicena formula. Skrateny zapis:

(X1, .. Xn) = uy[gp[xl,...,x,,,y]].

Veta
Trieda ciastocnych rekurzivnych funkcii je uzavreta na definicie
¢iastoénych funkcii neohrani¢enou minimaliziciou.



Ciastoc¢ne rekurzivne funkcie
Dékaz.

V odvodeni f pouzijeme tito Ciastocne rekurzivnu funkciu:

ak plati ¢[X, y],

7; = v i X
g(y,X) {g(y—i—l,x) ak neplati ¢[X, y].

Rekurzivnost CiastoCnej funkcie f plynie z tohoto vyjadrenia

P(X,y) < »lX,y]
gly,x) ~if P(x,y) then y else g(y + 1, X)
f(X) ~ g(0,).

Korektnost implementacie plynie z tejto vlastnosti Ciastocne
rekurzivnej funkcie g:

gly,X) :z<—>y§z/\g0[>_<',z]/\Vzl(y§zl <z—>ﬂ<p[>_<',zl]).



Kleeneho veta o normalnej forme

Veta o normalnej forme (Kleene)

Existuje undrna primitivne rekurzivna funkcia U a pre kazdé n > 1
existuje (n+2)-drny primitivne rekurzivny predikat T, taky, Ze pre
kazdi n-arnu &iastocne rekurzivnu funkciu f existuje &islo e také, Ze
pre vsetky prirodzené &isla xq, ..., x, plati vztah:

f(xiy...,xn) >~ Unps[Ty(e,x1,...,xn, )]

Zopakovanie
Nasledujice témy boli prebraté na predoslej prednaske:
» vypoctovy model pre Ciastoéne rekurzivne funkcie,

> aritmetizacia vypoctového modelu.



Kleeneho veta o normalnej forme

Idea dokazu
Neformalny popis predikatu T, a funkcie U:
» Kleeneho predikat T, ma tato zakladni vlastnost:
Th(e,x1,-..,xn,S) plati prave vtedy, ked e je kod

programu a s je kéd vypoétu tohoto programu pre
vstupy Xi, ..., Xnp.

Tu programom rozumieme CiastoCne rekurzivne odvodenie
nejakej Ciastoénej funkcie a vypoltom proces vyhodnotenia
tejto Ciastocnej rekurzivnej funkcie.

» Funkcia U(s) urci z kédu vypoctovej postupnosti vysledna
hodnotu.

Ukazeme, Ze Kleeneho predikat T, i funkciu U mdzeme zvolit ako
primitivne rekurzivne.



Kleeneho veta o normalnej forme

Aritmetizacia redukcnej relacie
Binarny primitivne rekurzivny predikat t >3 r je aritmetizéciou
jednokrokovej redukénej relacie 7 >1 p:

t >3 r plati prave vtedy, ked" existujii uzavreté rekurzivne
termy T,p také, zet ="1", r="p a1 > p.

Primitivna rekurzivnost predikatu plynie z tohoto vyjadrenia
t 7 r < Ctm(t) A=Nm(t) A Ctm(r) A Rd(t) =r.
Tu Rd(t) je unarna primitivne rekurzivna funkcia taka, ze plati:

ak 7 >1 p, potom Rd("77) ="p™
Rd('—g—') =X



Kleeneho veta o normalnej forme

Kleeneho predikat

Primitivne rekurzivny predikat Computation(s) plati, ak €islo s je
kédom (ukonéenej) vypocltovej postupnosti:

Computation(s) <+ s # 0 AVi < L(s) =1 (s); >7 ()i A
A Nm ((S)L(s)q) :

Primitivne rekurzivna funkcia U(s) vyberie z vypocCtove;
postupnosti s vysledni hodnotu:

U(s) = De ((s)ye)-1) -

Kleeneho predikat T, je (n+2)-arny primitivne rekurzivny predikat
definovany explicitne predpisom

Th(e,x1,...,Xxn,s) <> Rf(n, e) N Computation(s) A

AS)y=e({"x1 ... xa D).



Kleeneho veta o normalnej forme

Veta o normalnej forme (Kleene)

Existuje undrna primitivne rekurzivna funkcia U a pre kazdé n > 1
existuje (n+2)-drny primitivne rekurzivny predikat T, taky, Ze pre
kazdi n-arnu &iastocne rekurzivnu funkciu f existuje ¢islo e také, Ze
pre vsetky prirodzené &isla xq, . .., x, plati vztah:

f(xiy...,xn) >~ Unps[Ty(e, x1,...,Xxn, )]

Poznamka
Z dbkazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze pre kazdy
n-arny rekurzivny funkény symbol f plati

f(xt,. ., xn) 2 Ups[T("F 7, x1,..., %5, 9)]



Kleeneho veta o normalnej forme
Churchova téza (1936)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
Cisel je totozna s triedou obecne rekurzivnych funkcii.

Turingova téza (1936-1937)

Trieda intuitivne vypocitatelnych funkcii nad oborom prirodzenych
¢isel je totozna s triedou funkcii vypocitatelnych na Turingovych
strojoch.

Modely (Eiastoéne) vypocitatelnych funkcii

» obecne rekurzivne funkcie [Herbrand-Godel, 1931, 1934],
» A-definovatelné funkcie [Church, 1932],

> (Ciastocne) p-rekurzivne funkcie [Kleene, 1935, 1952],

» Turingove stroje [Turing, 1936-1937],

» CiastoCne rekurzivne funkcie [Kleene, 1952],

> registrové stroje [napr. Minsky, 1961].



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Rekurzivne indexy

Symbolom gogn) oznaCujeme n-arnu Ciastocne rekurzivnu funkciu
definovani predpisom

m _)f ak e =" pre nejaky n-arny rek. fun. symbol f,
P inac.

Ak f = go(e") tak Cislo e nazveme rekurzivnym indexom Ciastocne;
funkcie f. Cisla v tvare "7 st dobre vytvorené indexy.

Veta
Ciasto¢na funkcia je rekurzivna prave vtedy, ked ma rekurzivny
index.

Poznamka
Z dokazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze

W (xt, .o x) = U ps[To(e, x1, - -, Xn, 5)]-



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Enumeraéna Ciastoéna funkcia
Symbolom W, si ozna&ime (n+1)-arnu Ciasto¢na funkciu definovani
predpisom

Y, (e,Xx1,...,Xn) go(e")(xl, ey Xn)-

Veta o enumeracii (Kleene)

Pre kazdé n > 1, Ciasto¢na funkcia WV, je CiastoCne rekurzivna
funkcia, ktord enumeruje (s opakovanim) triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii, t. j. postupnost

AXq ..o Xp - Wn(e,x1, ...y Xn) pree=0,1,2,...

je enumerécia triedy n-drnych Eiastocne rekurzivnych funkcir.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Dokaz vety o enumeracii

» Z vety charakterizujicej rekurzivne indexy plynie, Ze
nasledujica postupnost

AR V,(0,%) ARW,(1,%) AR.V,(2,%)

t.. ol ol o

je enumeracia triedy n-arnych Ciasto€ne rekurzivnych funkcii.

» Z dékazu Kleeneho vety o normalnej forme vyplyva, ze
Vn(e, ) = U ps[To(e, %, 5)].
Rekurzivnost €iastoénej funkcie W, plynie z tohoto vyjadrenia

f(e,x) ~ us[T,(e, X, s)] V,(e,x) ~ Uf(e,X).



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Enumeracna Ciastocna funkcia je univerzalna (plati to aj
naopak)
(n+1)-arna &iastocna funkcia W, splia tieto dve podmienky:

» Pre kazdi n-arnu Ciastocne rekurzivnu funkciu f existuje Cislo
e také, ze pre kazda n-ticu Cisel xq,. .., x, plati rovnost

V(e x1, ... xn) = Fx1,...,Xn).

> Pre kazdé &islo e je n-arna Ciastoéna funkcia f definovana
vztahom

(X1, yxn) = VYale,x1, ..., Xp)

¢iastoéne rekurzivna.

Vravime, ze W, je univerzalnou pre triedu n-arnych Ciastocne
rekurzivnych funkcii.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii
Ziplnenie enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivna
funkcia
Dékaz sporom. Predpokladajme napr., ze binarna funkcia f:

k
Fle,x) ~ Vi(e,x) ak W(e,x)| (1)
0 ak Wi (e, x)t
je rekurzivna. Potom aj unarna funkcia g definovana vztahom
g(x) =f(x,x)+1 (2)

je rekurzivna. Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati

Vi (e, x) =~ g(x). (3)

Odetial W (e, e)l. Postupnymi Gpravami odvodime spor:

1 3
g(0) D fle,e)+1 Y w(e e)+1 ¥ gle) + 1.



Enumerécia Ciastocne rekurzivnych funkcii

Graf enumeracnej Ciastocnej funkcie nie je rekurzivny predikat

Dékaz sporom. Predpokladajme, Ze graf binarnej enumeracnej
Ciastocnej funkcie Vi:

Gi(e,x,y) <> W(e,x) ~y (1)
je rekurzivny predikat. Potom je rekurzivny aj unarny predikat P:
P(x) + Gi(x, x,0). (2)
Existuje teda Cislo e také, ze pre kazdé Cislo x plati rovnost
Y (e, x) ~ Pu(x). (3)
Postupnymi Gpravami teraz dostaneme spor:

P(e) 2 Gyi(e,e,0) B wi(e,e) ~ 0¥ P.(e) ~ 0 = —P(e).



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy

Problém zastavenia
Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne CiastoCne rekurzivne
funkcie je (n+1)-arny predikat definovany predpisom

Wgn)(xl,.__,x,,) “ w(e")(xl,...,xn)i.

Veta
Problém zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne funkcie je

nerozhodnutelny problém.

Dékaz.
V opaénom pripade by takéto ziplnenie enumeracnej Ciastoénej
funkcie W, bola rekurzivna funkcia:

¢ gn)(xl,...,x,,) ak gogn)(xl,...,x,,)i,
(e,X1y. ..y Xpn) = 0

B ak gogn)(xl,...,x,,)T.



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy

Problém zastavenia
Aritmetizacia problému zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne
funkcie je (n+1)-arny predikat definovany predpisom

Wgn)(xl, ceey Xp) & (pgn)(xl, cey Xn)d

Veta
Problém zastavenia pre n-arne Ciastocne rekurzivne funkcie je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.
V opaénom pripade by takéto ziplnenie enumeracnej Ciastoénej
funkcie W, bola rekurzivna funkcia:

fle,xi,...,xn) =~ if Wg")(xl,...,xn) then V,(e, xi, ..., x,) else 0.



Rekurzivne nerozhodnutelné problémy

Veta
Problém zastavenia pre enumeralnii Ciastoénii funkciu je
nerozhodnutelny problém.

Dékaz.

Nech e, je rekurzivny index enumeracnej Ciastocnej funkcie W,:
V,(e,x1,. .., xn) = Vpi1(en, €,x1,. .., Xn).
Cize

( )( (”+1)(

Xty ooy Xn)d <> e, X1, %) .
Odtial dostaneme
W s xn) ¢ WD (e 0, x).

Z rozhodnutelnosti problému zastavenia pre W, by sme dostali
rozhodnutel nost vieobecného problému zastavenia.



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language £

Let M describe a single computation step of £ and P its final
configuration. Evaluator of £ is the unlimited iteration of M s.t.

M (x) = {Mk(x) ?f PMk(x) and k is the least such number,
0 if there is no such number.
Program for computing the evaluator M*:
3k PM¥(x) — M*(x) = if P(x) then x else M* M(x).
Condition of regularity of the program:
Jk PMK(x) A =P(x) — t M(x) < t(x) A 3k PM*M(x),

where t(x) = pk[3I PM!(x) — PM¥(x)] is the number of
computation steps from the configuration x (zero for infinite loop).



Turing completeness and total functional programming

Evaluator of a programming language £

Let M describe a single computation step of £ and P its final
configuration. Evaluator of L is the unlimited iteration of M s.t.

M*(x) = y <> 3k(PM*(x) AVI < k=PM'(x) Ay = M¥(x)) v
-3k PM*(x) Ay = 0.

Program for computing the evaluator M*:

3k PM*(x) — M*(x) = if P(x) then x else M* M(x).
Condition of regularity of the program:

Ik PM¥(x) A =P(x) — t M(x) < t(x) A Ik PMKM(x),

where t(x) = pk[3I PM'(x) — PM¥(x)] is the number of
computation steps from the configuration x (zero for infinite loop).
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