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Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funk
ie

◮
Základné funk
ie:

◮
kon²tantná funk
ia Z(x) = 0,

◮
funk
ia nasledovníka S(x) = x + 1,

◮
identity (projek
ie):

Ini (x1, . . . , xn) = xi

pre kaºdé 1 ≤ i ≤ n.

◮
Kompozí
ia (skladanie) funk
ií:

f (x
1

, . . . , xn) = h
(

g
1

(x
1

, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)
)

.

◮
Primitívna rekurzia:

f (0, y
1

, . . . , yn) = g(y
1

, . . . , yn)

f
(

S(x), y
1

, . . . , yn
)

= h
(

x , f (x , y
1

, . . . , yn), y1, . . . , yn
)

.



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne odvodenia

h(x , z , y) = S I3
2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y)

h
2

(x , z , y) = I3
2

(x , z , y) + I3
3

(x , z , y)

0·y = 0 0·y = Z(y)

(x + 1)·y = x ·y + y S(x)·y = h
2

(x , x ·y , y)

C
1

(x) = SZ(x)

h
3

(y , z , x) = I3
3

(y , z , x)· I3
2

(y , z , x)

f (0, x) = C
1

(x)

x0 = 1 f
(

S(y), x
)

= h
3

(

y , f (y , x), x
)

xy+1 = x ·xy xy = f
(

I2
2

(x , y), I2
1

(x , y)
)



Zopakovanie

Primitívne rekurzívne funk
ie

◮
Základný vývoj primitívne rekurzívny
h funk
ií.

◮
Primitívne rekurzívne predikáty a ohrani£ená minimalizá
ia.

◮
Párova
ia funk
ia a aritmetizá
ia dátový
h ²truktúr.

◮
Vnorená jednodu
há rekurzia:

f (0, y) = g(y)

f (x + 1, y) = h
(

x , f
(

x , s
1

(x , y)
)

, f
(

x , s
2

(x , y , f (x , s
1

(x , y))
)

, y
)

.

◮
Regulárne rekurzívne de�ní
ie s mierou:

f (~x) = τ [f ; ~x ].

Podmienka regularity Γf (~ρ) → µ[~ρ] < µ[~x ] pre rekurzívne

volanie f (~ρ) funk
ie f v terme τ .



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

De�ní
ia

Vravíme, ºe (n+1)-árna funk
ia U je univerzálnou pre triedu

n-árny
h primitívne rekurzívny
h funk
ií, ak sú splnené tieto

podmienky:

◮
Pre kaºdú n-árnu primitívne rekurzívnu funk
iu f existuje £íslo

e také, ºe pre kaºdú n-ti
u £ísel x
1

, . . . , xn platí rovnos´

U(e, x
1

, . . . , xn) = f (x
1

, . . . , xn).

◮
Pre kaºdé £íslo e je n-árna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x
1

, . . . , xn) = U(e, x
1

, . . . , xn)

tieº primitívne rekurzívna.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Veta

�iadna univerzálna funk
ia pre triedu n-árny
h primitívne

rekurzívny
h funk
ií nie je primitívne rekurzívna.

D�kaz sporom pre n = 1

Predpokladajme, ºe existuje p.r. funk
ia U , ktorá je univerzálna pre

triedu unárny
h p.r. funk
ií. Potom funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x) = U(x , x) + 1 (1)

je primitívne rekurzívna. Existuje £íslo e také, ºe pre kaºdé £íslo x

U(e, x) = f (x). (2)

Postupnými úpravami teraz dostaneme

f (e)
(1)

= U(e, e) + 1

(2)

= f (e) + 1.

Spor.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia karteziánskeho sú£inu

Cantorova párova
ia funk
ia (modi�kovaná verzia)

〈x , y〉 0 1 2 3 4 5 6 · · ·

0 1 2 4 7 11 16 22 · · ·

1 3 5 8 12 17 23 30 · · ·

2 6 9 13 18 24 31 39 · · ·

3 10 14 19 25 32 40 49 · · ·

4 15 20 26 33 41 50 60 · · ·

5 21 27 34 42 51 61 72 · · ·

6 28 35 43 52 62 73 85 · · ·
.

.
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.

〈x , y〉 =

x+y
∑

i=0

i + 1+ x .



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia karteziánskeho sú£inu

Vlastnosti párova
ej funk
ie

Modi�kovaná verzia Cantorovej párova
ej funk
ie má tieto základné

vlastnosti:

〈x
1

, x
2

〉 = 〈y
1

, y
2

〉 → x
1

= y
1

∧ x
2

= y
2

x < 〈x , y 〉 ∧ y < 〈x , y〉

x = 0 ∨ ∃y∃z x = 〈y , z〉.

Projek
ie

Unárne projek
ie π
1

a π
2

sp¨¬ajú tieto identity:

π
1

〈x , y 〉 = x π
2

〈x , y 〉 = y π
1

(0) = 0 = π
2

(0).



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia karteziánskeho sú£inu

Notá
ia

Pre n ≥ 3 zapisujeme

〈

x
1

, 〈x
2

, . . . , xn〉
〉

skrátene 〈x
1

, x
2

, . . . , xn〉.

Aritmetizá
ia karteziánskeho sú£inu

◮
Kódom n-ti
e (x

1

, . . . , xn) ∈ N
n
je £íslo

〈x
1

, . . . , xn〉 ∈ N.

◮
Zobe
nená projek
ia [x ]ni operuje na kódo
h n-tí
:

[〈x
1

, . . . , xn〉]
n
i = xi pre 1 ≤ i ≤ n.

De�ní
ia:

[x ]ni = if i 6= n then π
1

πi .−1

2

(x) else πn .−1

2

(x).



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h odvodení

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operá
ie s£ítania

h(x , z , y) = S I3
2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y).

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol a

jeho syntakti
ký strom:

Re


2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

Re


2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h odvodení

Primitívne rekurzívne funk£né symboly

Trieda PR

n
pozostáva z n-árny
h p.r. funk£ný
h symbolov:

◮ Z ∈ PR

1

, S ∈ PR

1

a I ni ∈ PR

n
pre 1 ≤ i ≤ n.

◮
Ak h ∈ PR

m
a g

1

, . . . , gm ∈ PR

n
, potom

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm) ∈ PR

n.

◮
Ak g ∈ PR

n
a h ∈ PR

n+2

, potom

Re
n+1

(g , h) ∈ PR

n+1.

I
h zjednotenie je mnoºina v²etký
h p.r. funk£ný
h symbolov

PR =
⋃

n≥1

PR

n.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h odvodení

Interpretá
ia primitívne rekurzívny
h funk£ný
h symbolov

Symbol f ∈ PR

n
interpretujeme ako n-árnu funk
iu f N nad N:

◮ ZN
je kon²tantná funk
ia Z(x) = 0.

◮ SN
je funk
ia nasledovníka S(x) = x + 1.

◮ (I ni )
N

je identita Ini (~x) = xi .

◮

(

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm)

)N
je funk
ia de�novaná kompozí
iou

(

Comp

n
m(h, g1, . . . , gm)

)N
(~x) = hN

(

gN
1

(~x), . . . , gN
m (~x)

)

.

◮

(

Re
n(g , h)
)N

je funk
ia de�novaná primitívnou rekurziou

(

Re
n(g , h)
)N

(0, ~y ) = gN (~y)
(

Re
n(g , h)
)N

(x + 1, ~y) = hN
(

x ,
(

Re
n(g , h)
)N

(x , ~y ), ~y
)

.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h odvodení

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h funk£ný
h symbolov

Pomo
ou párový
h kon²truktorov z r�znymi rozli²ova
ími

poloºkami:

Z = 〈1, 0〉 (kon²tantná funk
ia)

S = 〈2, 0〉 (funk
ia nasledovníka)

I

n
i = 〈3, n, i〉 (identity)

〈〈〈g , gs〉〉〉 = 〈4, g , gs〉 (kontrak
ia)

Comp

n
m(h, gs) = 〈5, n,m, h, gs〉 (kompozí
ia)

Re
n(g , h) = 〈6, n, g , h〉. (primitívna rekurzia)

Pre kon²truktor 〈〈〈g , gs〉〉〉 pouºívame podobné nota£né konven
ie ako

pre párova
iu funk
iu 〈x , y 〉.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h odvodení

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h funk£ný
h symbolov

�íslo pf q ∈ N ozna£uje kód (aritmetizá
iu) primitívne rekurzívneho

funk£ného symbolu f ∈ PR. Induktívna de�ní
ia:

pZq = Z

pSq = S

pI ni q = I

n
i

pComp

n
m(h, g1, . . . , gm)q = Comp

n
m

(

phq, 〈〈〈pg
1

q, . . . , pgmq〉〉〉
)

pRe
n(g , h)q = Re
n(pgq, phq).



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Aritmetizá
ia primitívne rekurzívny
h odvodení

Príklad

Primitívne rekurzívne odvodenie operá
ie s£ítania

h(x , z , y) = S I3
2

(x , z , y)

0+ y = y 0+ y = I(y)

x + 1+ y = x + y + 1 S(x) + y = h(x , x + y , y).

Primitívne rekurzívny funk£ný symbol

Re


2

(I 1
1

,Comp

3

1

(S , I 3
2

))

a jeho aritmetizá
ia

Re


2

(I 1

1

,Comp3

1

(S , I 3

2

)).

Re


2

I

1

1

Comp

3

1

S

I

3

2



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Interpreter programova
ieho jazyka

�pe
i�ká
ia

Interpreter programova
ieho jazyka p.r. odvodení je binárna funk
ia

e • x , ktorá má tieto dve základné vlastnosti:

◮
Pre kaºdé f ∈ PR

n
a x

1

, . . . , xn ∈ N platí rovnos´

pf q • 〈x
1

, . . . , xn〉 = f N (x
1

, . . . , xn).

◮
Pre kaºdé £íslo e ∈ N, unárna funk
ia f de�novaná vz´ahom

f (x) = e • x

je primitívne rekurzívna funk
ia.

Poznámka

De�ní
ia univerzálnej funk
ie U pre triedu n-árny
h p.r. funk
ií

U(e, x
1

, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Interpreter programova
ieho jazyka

Implementá
ia

Klauzálna forma rekurzívnej de�ní
ie:

Z • x = 0

S • x = x + 1

I

n
i • x = [x ]ni

〈〈〈g , gs〉〉〉 • x =
〈

g • x , gs • x
〉

Comp

n
m(h, gs) • x = h • (gs • x)

Re
n(g , h) • 〈0, y 〉 = g • y

Re
n(g , h) • 〈x + 1, y 〉 = h •
〈

x ,Re
n(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉

.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Interpreter programova
ieho jazyka

Dobré usporiadanie

Lexikogra�
ké usporiadanie dvojí
 prirodzený
h £ísel

(a, b) <
lex

(c , d) ↔ a < c ∨ a = c ∧ b < d .

Je to dobré usporiadanie: kaºdá ostro klesajú
a postupnos´

(a
1

, b
1

) >
lex

(a
2

, b
2

) >
lex

(a
3

, b
3

) >
lex

(a
4

, b
4

) >
lex

· · ·

je kone£ná.

Trans�nitná rekurzia

Podmienky regularity pre interpreter e • x sú triviálne splnené, napr.

(

Re
n(g , h), 〈x , y 〉
)

<
lex

(

Re
n(g , h), 〈x + 1, y〉
)

(

h,
〈

x ,Re
n(g , h) • 〈x , y 〉, y
〉)

<
lex

(

Re
n(g , h), 〈x + 1, y〉
)

.



Univerzálna funk
ia pre primitívne rekurzívne funk
ie

Primitívne rekurzívne indexy

De�ní
ia

Prirodzené £íslo e také, ºe

∀x
1

. . . ∀xn f (x1, . . . , xn) = e • 〈x
1

, . . . , xn〉,

sa nazýva primitívne rekurzívny index funk
ie f .

Veta

Funk
ia je primitívne rekurzívna práve vtedy, ke¤ má primitívne

rekurzívny index.

De�ní
ia

Predikát Prf (n, e) platí, ak £íslo e je dobre vytvorený primitívne

rekurzívny index nejakej n-árnej primitívne rekurzívnej funk
ie, t.j.

e = pf q pre nejaké f ∈ PR

n
.
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