Cantorova parovacia funkcia

Celoé¢iselnd odmocnina. Zapis |/z] oznacuje celo¢iselni odmocninu pri-
rodzeného ¢isla x. Je to funkcia na N definovand predpisom:

Vr] =y ey’ <z<(y+1)% 1)
Podmienka jednoznaé¢nosti pre (1)
vi<zr<@+1)?Ay<z<(@+1)? ==y
je dosledok tejto monoténnej vlastnosti perfektnych stvorcov
1 <y2 =y < (y1 +1)?<wd < (y2+1)%
Existenénd podmienka pre (1)
Vedyy? <z < (y+1)2

plynie z faktu, ze funkcia Az.z? na N mé neohrani¢eny obor hodnét obsa-
hujuci ¢islo 0.

Trojuholnikové ¢isla. Zapis T,, oznacuje funkciu na N ktorej hodnoty st
trojuholnikové ¢isla:

Tp=0+1+243+--+(n-1)+n=> i (2)
i=0
Nasledujtica vlastnost trojuholnikovych &fsel sa dokéze matematickou induk-
ciou
8T, +1=(2n+1)% (3)

Pravd inverzna funkcia. Zapis T, ! oznacuje pravii inverzni funkciu k
T,:

T, '=me T <n<Th. (4)
Podmienka jednoznacnosti pre (4)

Th, Sn<Th41ATh, <n<Thy,p1 — m1 =ma
je dosledok tejto monotdénnej vlastnosti trojuholnikovych cisel

myp < mo — Tm1 < Tm1+1 S ng < Tm2+1-

Existenénd podmienka pre (4)



Vnam T, <n < Ty

plynie z faktu, ze obor funkcie T,, je neohrani¢eny obsahujuci ¢islo 0.
Teraz vyjadrime pravi inverznu funkciu k T,, s pomocou celo¢iselnej od-
mocniny. Postupnymi tpravami dostavame

Ty <1 < Topsr = 8T + 1< 80+ 1< 8Ty +12

@m+1)2<8n+1<2m+1)+1)?=2m+3)?%

2m+1< [V8n+1] <2m+2=2m < |[V8n+1|-1<2m+1=

m < V@J_lJ < Vm;lJ =m

Plati preto

T~ VWJ _ (|VERTT| - 1)+ 2.

Cantorova parovacia funkcia. Jednou z najjednoduchsich nesurjektivnych
parovacich funkcif je tdto modifikdcia Cantorovej parovacej funkcie

() = |[{(a,b) |a+b<z+yVat+b=z+yAa<azl}, (5)

ktora je zobrazena na obrazku:

(e, y)]| O] 1] 2[ 3[ 4] 5[ 6] --
0 1| 2| 4| 7|11{16/|22|- - -
3| 5| 8[12|17(23|30|- - -
6] 9|13|18]24(31|39|- - -
10{14(19|25|32{40(49|- - -
15/20|2633|41|50(60|- - -
21|27|34]42(51|61|72|- - -
28(35(43|52|62|73|85|- - -

O O = W N

Aby sme nasli jej numerické vyjadrenie, vyuzijeme nasledujice identity, ktoré
plynt priamo z definicie (5):

(z,y) =0,z +y) += (6)
(O,x+y>:|{(a,b)|a+b<x+y}|+1. (7)

Postupnymi Upravami teraz dostaneme:



—~

(x,y) :)<O,x+y>+x(:7) {(@b)|atb<az+y}|+14+z=

= > H@batb=d}|+142= 3 @+1)+1+2=

d<z+y d<z+y
= Z d—|—1+x@Tz+y—|—1+x.
d<z+y
Preto
Tty
<x7y>:Zi+l+x:Tm+y+1+x. (8)
i=0

Diagondlna funkcia. Unérna funkcia d(x) je takd, ze plati
d{z,y) =z +y. 9)
Diagonalnu funkciu definujeme explicitne vzfahom
d(z) =T_!,. (10)
Dékaz. Vsimnime si najprv, ze z nasledujicich tprav
®) © (5) (

Toty +1=Totaty +1+0=(0,2+y) < (z,y) < (0,z+y+1) =
=Totatys1 +14+0=Toqy1 +1

=

plynie t4to nerovnost

Toty < (@,y) =1 < Tagyta.
Odtial dostaneme

1) - (10)

Projekcie. Prva a druhd projekcia modifikovanej Cantorovej parovacej fun-
kcie su unarne funkcie 1y a 1o také, ze

m(0) =0 (11)
i {x,y) =x (12)
m2(0) =0 (13)
2 (2,y) = Y- (14)

Funkcie definujeme explicitne vz£ahom



T (x) =z = (0,d(z))
To(z) = d(x) = 71 (z).

Dokaz. Postupnymi tipravami dostaneme:

1 (z,y) = (@) = (0, d(2,9)) L (@) = (0,2 +y)

=0, z+y)+r=(0,z+y) ==

(9),(12)
> =

Tz, y) = d(z,y) ~ T (z,y r+y=r=y.

Dékaz zvysnych vlastnosti prenechdvame ¢itatelovi. O



