
Kapitola 1ÚvodTrojsemestrálny kurz matemati
kého programova-nia.� 1.semester - Základy funk
ionálneho programovania (deklaratívneho) pro-gramovania v jazyku CL.� 2.semester - Výroková, predikátová logika, dokazovanie v proof systémeCL.� 3.semester - Dokazovanie vlastností programov (hlavne pomo
ou induk
ie)s vyuºitím znalostí z 1. a 2. semestra.1.1 Imperatívne programovanie verzus deklara-tívne programovanie1.1.1 Imperatívne programovanie.� Programy sú postupnosti príkazov, re
epty ako nie£o spravi´.� Výpo£et pozostáva z vykonávania príkazov, ktoré modi�kujú pamä´.� �aºká otázka: £o vlastne program po£íta, aké sú jeho vlastnosti, £i sp¨¬anami poºadované vlastnosti (²pe
i�ká
iu).� V teoreti
kej informatike existuje komplikovaná, dos´ nepreh©adná teoria -sémantika pro
edurálny
h programov, ktorá sa snaºí rie²i´ tieto spomenuté´aºké otázky.� Jazyky: PASCAL, C, C++, FORTRAN, COBOL, ASSEMBLER.
1

KAPITOLA 1. ÚVOD 21.1.2 Deklaratívne programovanie.� Má matemati
ké základy, pra
ujeme s matemati
kými objektami.� Programy sú vlastne de�ní
ie funk
ií a predikátov.� Zhruba pod©a toho rozdelenie na funk
ionálne a logi
ké programovanie.� Na zápis samotný
h de�ní
ií funk
ií a predikátov (ako program po£íta) avlastností, ²pe
i�ká
ií (£o program po£íta) pouºívame jednotne ten istýjazyk logiky.� Jazyk logiky pozostáva z nasledujú
i
h mnoºín symbolov:� mnoºina premenný
h: x; y; z; : : :� mnoºina funk£ný
h symbolov: f; g; h; : : :� mnoºina predikátový
h symbolov: p; q; r; : : :� mnoºina logi
ký
h spojok: :;^;_;!;$� mnoºina kvanti�kátorov: 8; 9� mnoºina pomo
ný
h symbolov: 0(0;0 )0;0 ;0� Z matemati
kej algebry a analýzy uº máte bohatú prax v zapisovaní vlast-ností a de�ní
ií matemati
ký
h objektov pomo
ou logi
ký
h formúl v horeuvedenom jazyku. Teraz ju len roz²írime na programovanie.� Výpo£et hodnoty pre nejakú de�novanú funk
iu je vlastne vyhodno
ov-anie, zjednodu²ovanie, prepisovanie výrazov do základného ¤alej uº nere-dukovate©ného tvaru. Pre ilustrá
iu uvaºujme nasledovnú jednodu
húde�ní
iu funk
ie F (x):F (x) = 2 � (x+ 4) .Potom výpo£et hodnoty F (3) bude takéto vyhodno
ovanie, prepisovanievýrazov: F (3) = 2 � (3 + 4) = 2 � 7 = 14. Intuitívne vidíme, ºe de
imálnakon²tanta 14 je dostato£ne jednodu
hý výraz (pre uºívate©a), ktorý uºnemá zmysel ¤alej redukova´. V ¤al²om texte sa k pojmu výpo£tu e²tepodrobnej²ie vrátime a ukáºeme si mnohé uº menej triviálne príklady.� Jazyky: LISP, SCHEME, HASKELL, MIRANDA, ML, CL, TRILOGY(funk
ionálne), PROLOG (logi
ký).1.2 Úvod do CLV tomto semestri sa budeme u£it programova´ a osvojova´ si základné (pro-gramova
ie) te
hniky funk
ionálneho programovania v jazyku CL, ktorého au-tormi sú do
. Voda a Ing. Komara. Jazyk CL je jednodu
hý ©ahko nau£ite©nýelegantný pedagogi
ky vhodný predstavite© funk
ionálneho programovania. Je-ho syntax priamo vy
hádza z matemati
ký
h de�ní
ií funk
ií. V jazyku CLbudeme programova´ iba funk
ie nad N (£o je pre informatiku úplne posta£u-jú
e).



KAPITOLA 1. ÚVOD 31.2.1 Matemati
ké de�ní
ie funk
ií. Matemati
ké de�ní
ie funk
ií m�ºemerozdeli´ na expli
itné a na induktívne (rekurzívne). Expli
itnú de�ní
iu funk
iem�ºeme s
hémati
ky zapísa´ nasledovne:F (�a) = 8>><>>:V1 if 
ond1(�a)... ...Vn if 
ondn(�a);kde F (:) sa uº nevyskytuje vo Vi a 
ond i(�a). Ak 
h
eme de�nova´ funk
iu Fnad nejakou mnoºinou, doménou D, aby de�ní
ia bola naozaj korektná, musísp©¬a´ dve vlastnosti.1. Výlu£nos´: pre ©ubovo©né argumenty �a existuje najvia
 jeden riadok spodmienkou 
ond i(�a) splnenou.2. Úplnos´: pre ©ubovo©né argumenty �a existuje aspo¬ jeden riadok s pod-mienkou 
ond i(�a) splnenou.�iºe dokopy: pre ©ubovo©né argumenty �a existuje práve jeden riadok s pod-mienkou 
ond i(�a) splnenou. Z výlu£nosti a úplnosti sa dá dokáza´, ºe existujepráve jedna funk
ia F nad D, ktorá sp©¬a danú de�ní
iu. Platí, ºez úplnosti ) jednozna£nos´z výlu£nosti ) existen
ia � funk
ie:1.2.2 Nesprávne príklady. Teraz si uvedieme nekorektné de�ní
ie funk
ií:Neúplna de�ní
ia: F (�a) = (1 if x > 32 if x < 3:Pre x = 3 nemá ur£enú hodnotu, £iºe neko¬e£ne ve©a funk
ií tvaruF (0) = f (1) = f (2) = 2F (3) = n 2 NF (x) = 1 pre x > 3vyhovuje de�ní
ii.Nevýlu£ná de�ní
ia: F (�a) = (1 if x � 32 if x � 3:Platí, ºe F (3) = 1 6= 2 = F (3), teda vyhovujú
a funk
ia neexistuje.
KAPITOLA 1. ÚVOD 41.2.3 Úvod do syntaxe jazyka CL. Teraz si spravíme malý úvod do syn-taxe jazyka CL, aby sme vedeli písa´ (programova´) jednodu
hé expli
itné de�ní-
ie. Podobne ako pri expli
itný
h matemati
ký
h de�ní
ia
h, aj expli
itnáCL-de�ní
ia sa skladá z nieko©ký
h riadkov (odpovedajú riadkom matemati
kejde�ní
ie) nazývaný
h klauzulami. Klauzula má tvarF (a1; : : : ; ak) = v  t1Rel1t2 & � � �& t2n�1Relnt2n(v matemati
kom zápise namiesto & pouºívame ^), kde1. F je identi�kátor de�novanej funk
ie, alfa-numeri
ký re´aze
 za£ínajú
i sas ve©kým písmenom. Vo vnútri re´az
a nie je uº dovolené ve©ké písmeno,ale m�ºeme pouºi´ _ (napríklad: Max_3 );2. a-£ka, v-£ko, t-£ka sú termy (ako v logike) de�nované induktívne:Term je(a) premenná (re´aze
 z malý
h písmien, m�ºe sa kon£i´ jedno alebodvoj
iferným indexom x1; x99; x0 � x; x00 � x),(b) £íslo - prírodzené de
imálne (kon²tanta),(
) výraz F (t1; : : : ; tn) (kde F je identi�kátor funk
ie a t-£ka sú termy).V CL-ku sú zabudované aritmeti
ké relá
ie:= 6= < > � � matemati
ký zápis= ! = < > <= >= ASCII zápis v CL-ku:�alej v CL-ku sú zabudované nasledujú
e aritmeti
ké funk
ie, ktoré budemepouºíva´ (sú binárne, preto sa dajú písa´ in�xne):násobenie x � y ASCII *s£ítanie x+ y ASCII +;modi�kované od£ítaniex :� y = (x� y if x � y0 if x < y ASCII -(klasi
ké od£ítanie nie je uzavreté na N),
elo£íselné delenie a zvy²ková funk
iax� y ASCII x/yx mod y ASCII x mod y;ktoré sp¨¬ajú y > 0! x = (x� y) � y + xmod y ^ xmod y < yx� 0 = x mod 0 = 0:



KAPITOLA 1. ÚVOD 51.2.4 Príklady expli
itne de�novaný
h funk
ii nad N a i
h zápis vjazyku CL.Druhá mo
nina. Power (x) = x � x:V CL to isté.Maximum. max (x; y) = (x if x > yy if x � y :V CL:max (x; y) = x x > ymax (x; y) = y  x � y ,zápis v if_then_else forme:max (x,y) = if x > y then xelse y .Funk
ia F1 . F1 (x; y) = 8><>:1 if x < y2 if x = y3 if x > y :V jazyku CL:F1 (x; y) = 1 x < yF1 (x; y) = 2 x = yF1 (x; y) = 3 x > y ,zápis v if_then_else forme:F1 (x,y) = if x < y then 1else if x = y then 2else 3 .Funk
ia F2 . F2 (x; y) = (1 if x = y2 if x 6= y :V jazyku CL:F2 (x; y) = 1 x = yF2 (x; y) = 2 x 6= y ,

KAPITOLA 1. ÚVOD 6zápis v if_then_else forme:F2 (x,y) = if x = y then 1else 2 .Funk
ia F3 . F3 (x; y; z) =8>>><>>>:1 if x < y ^ y = z2 if x < y ^ y 6= z3 if x � ^y � z4 if x � ^y > z :V jazyku CL:F3 (x; y; z) = 1! x < y ^ y = zF3 (x; y; z) = 2! x < y ^ y 6= zF3 (x; y; z) = 3! x � y ^ y � zF3 (x; y; z) = 4! x � y ^ y > z ,zápis v if_then_else forme:F3 (x,y) = if x < y then if y = z then 1 else 2else if y � z then 3 else 4 .1.2.5 Výpo£et v CL. Neformálne, výpo£et v CL prebieha: zlava-dopravapo st¨p
o
h. Dosadíme za premenné argumenty, sko£íme za  a v st¨p
o
hvyselektujeme odpovedajú
i riadok, ktorého hodnotu (hodnota termu za =)priradíme danej aplikovanej funk
ie na zadané argumenty. V jazyku CL 
h
emedovoli´ iba výlu£né a úplné expli
itné de�ní
ie. Dokazova´ výlu£nos´ a úplnos´de�ní
ie v²ak m�ºe by´ netriviálny problém. Pri výlu£nosti kompilátor dokáºerozpoznáva´ iba syntakti
ky zrejmé prípady. Tento pro
es sa volá diskriminá
ia.Na úvod si uvedieme diskriminá
iu pomo
ou aritmeti
ký
h relá
ií.1. De�ní
ia musí ma´ rovnaký za£iatok F (�a) vo v²etký
h riadko
h;2. za  máme st¨p
e tvaru: di
hotómiatri
hotómiax = y x < y x < yx 6= y x � y x = yx > yanalogi
kyx > yx � y ;3. riadky v st¨p
i sa m�ºu opakova´, permutova´ (po£ítame z©ava do pravapo st¨p
o
h, preto na poradí riadkov nezáleºí);



KAPITOLA 1. ÚVOD 74. pre vnorený podprípad za£iatok z musí by´ rovnaký, napríklad: z ^ r1 z ^ r2 z ^ r3:Úplnos´ de�ní
ie sa zabezpe£í ove©a jednodu
h²ie. Ak sa pri vyhodnotenínevyskytuje ºiadny riadok defaultovo vezmeme 0 ako hodnotu funk
ie pre danéargumenty. Impli
itne predpokladáme, ºe v de�ní
ii je riadok tvaru F (:) = 0 otherwise.Príklady:(Neúplná tri
hotómia)F (x) = 1 x = 5F (x) = 2 x > 5pre x < 5 F (x) = 0, aleboF (x) = 10 x = 5pre x 6= 5 F (x) = 0:

Kapitola 2Induktívne de�ní
ieTeraz si povieme nie£o o induktívny
h (rekurzívny
h) de�ní
ia
h. V matematikeste sa neraz stretli napríklad s nasledovnými induktívnymi de�ní
iami:� mo
nina s prírodzeným exponentom:x0 = 1xn+1 = x � xn� faktorial: 0! = 1(n+ 1)! = (n+ 1) � n!� Fibona

iho funk
ia: F (0) = 0F (1) = 1F (n+ 2) = F (n+ 1) + F (n):V²eobe
ne induktívne de�ní
ie funk
ií m�ºeme s
hémati
ky zapísa´ nasledovne:F (�a) = 8>><>>:V1 
ond1(�a)... ...Vn 
ondn(�a);£o sa ve©mi podobá na s
hému expli
itný
h de�ní
ií. Rozdiel je v tom, ºe tátos
héma je v²eobe
nej²ia, totiº umoºnuje, aby sa term tvaru F (:) vyskytoval aj voV -£ka
h a 
ond i(�a). Opä´ 
h
eme, aby na²a de�ní
ia nám korektne de�novalajednu funk
iu F nad doménou D. K tomu budeme potrebova´, aby de�ní
iuokrem výlu£nosti a úplnosti sp¨¬ala i podmienku regularity: existuje funk
ia -miera z Dar(F) ! N, taká, ºe pre ©ubovo©nú apliká
iu funk
ie F - F (�b) z pravejstrany de�ní
ie (za svorkou) vyskytujú
ej sa vo V -£ka
h £i 
ond i(�a), musí plati´,ºe m(�a) > m(�b). 8



KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 92.0.6 Kontrapríklady. Uvaºujme nasledovnú de�ní
iu: F (x) = F (x) fun-k
ie nad N. Tá je zrejme úplná a výlu£ná, ale nie regulárna, lebo nem�ºeexistova´ taká funk
ia-miera m, ºe m(x) > m(x). De�ní
ii vyhovuje ©ubovo©náfunk
ia nad N, £iºe de�ní
ia neur£uje jednozna£ne funk
iu.Podobne de�ní
ia: F (x) = F (x)+1 je úplná a výlu£ná, ale nie je regulárna,lebo opä´ nem�ºe existova´ miera m, ºe m(x) > m(x). �alej pre ºiadnu funk
iunem�ºe plati´, ºe F (x) = F (x) + 1, z toho vyplýva, ºe daná de�ní
ia neur£ujeºiadnu funk
iu.Summa summarum, ak poru²íme podmienku regularity, m�ºe sa sta´ ºeneexistuje ºiadna funk
ia vyhovujú
a de�ní
ii alebo via
ero r�zny
h funk
ií jejvyhovuje.Na vytváranie induktívny
h de�ní
ii nám budú posta£ova´ znalosti z CL-syntaxe uvedené pri expli
itný
h de�ní
ia
h. Okrem diskriminá
ie pomo
ouaritmeti
ký
h výrazov budeme pouºíva´ ¤al²í typ klauzálny
h de�ní
ií vyuºíva-jú
i
h diskriminá
iu na prirodzený
h £ísla
h. V hlavá
h klauzúl sa bude vysky-tova´ st¨pe
 tvaru: 012...kn+ (k + 1);kde k 2 N a argumenty na
hádzajú
e sa na©avo od tohoto st¨p
a (v hlaveklauzuly) musia by´ vo v²etký
h riadko
h-klauzulá
h identi
ké.V ¤al²om texte uº budeme uvádza´ iba CL-de�ní
ie nako©ko sú ve©mi podob-né matemati
kým a i
h vzájomný prepis je priamo£iary.2.1 PríkladyAko vyzerá výpo£et pomo
ou induktívny
h, rekurzívny
h de�ní
ií ? Minule smesi nie£o povedali o výpo£te pomo
ou expli
itný
h de�ní
ií. Teraz si na²e intu-itívne znalosti roz²írime. Mohli by sme 
harakterizova´ výpo£et vo funk
ionál-nom programovaní ako vyhodno
ovanie výrazov - te
hni
kej²ie ako prepisovanie(reduk
ia) výrazov (termov) do nejaký
h základný
h, iredu
ibilný
h, ¤alej sauº neprepisujú
i
h tvarov. Uvaºujme nasledujú
e jednodu
hé príklady:2.1.1 Mo
nina. x0 = 1xn+1 = x:xn pre (n � 0) 2 N:Ako by sme ju spravili v Pas
ali pomo
ou 
yklov?

KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 10Moºeme ju naprogramova´ napríklad pomo
ou while-
yklu:p := 1;i := n;{ invariant }  while i>0 dobeginp := x*p;i := i-1end.Tento 
yklus nám reprezentuje jeden typ výpo£tu mo
niny. Klesajú
i parameter
yklu je i, testuje sa £i je i > 0, po kaºdom zbehnutí tela 
yklu sa nám zníºi ojedna; z toho vyplýva, ºe 
yklus skon£í. Invariant 
yklu (podmienka nemenia
asa po£as 
yklu, platí na za£iatku aj na kon
i 
yklu v bode  ) bude:xn = p � xi ^ i � 0:1. Na za£iatku máme i = n � 0; xn = 1 � xn.2. Ak 
yklus zbehol, tak muselo i > 0. Vieme, ºe pre i > 0 platí xn =p �x �xi�1 = �p �x�i. Sú£asne �i � 0. �iºe invariant platí aj pre nové hodnoty�p a �i po vykonaní 
yklu.3. Na kon
i máme i = 0, xn = p � x0 = p � 1 = p.Z platnosti invariantu teda vidíme, ºe 
yklus naozaj korektne vypo£íta mo
ninudo premennej p.CL-de�ní
ia:Power (x; 0) = 1Power (x; n+ 1) = x � Power (x; n) .Výpo£et (neformálne) pre x = 2; n = 5 odsimulujume nasledovne:Power (2; 5) = 2 � Power (2; 4) = 2 � 2 � Power (2; 3) = 2 � 2 � 2 � Power (2; 2)= 2 � 2 � 2 � 2 � Power (2; 1) = 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � Power (2; 0)= 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 1 = 32;1. dosadíme za premenné2. vyselektujeme (pomo
ou diskriminá
ii) vhodný riadok3. prepí²eme výraz výrazom na prvej strane = vybratého riadku.V CL-ku m�ºeme spravi´ nasledovnú de�ní
iu mo
niny, pomo
ou ktorej m�ºemema´ podobný výpo£et ako pri while-
ykle:



KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 11za£iatok po 1.zbehu po 2.zbehu 3.zbehu 4.zbehu 5.zbehup = 1 2 4 8 16 32i = 5 4 3 2 1 0Obrázok 2.1: Výpo£et pre x = 2 a n = 5.Power (x; i;m) = Pow1 (x; n; 1)Pow1 (x; 0;m) = mPow1 (x; n+ 1;m) = Pow1 (x; i; x �m) .Výpo£et pre x = 2; n = 5:Power (2; 5) = Pow1 (2; 5; 1) = Pow1 (2; 4; 2)= Pow1 (2; 3; 4) = Pow1 (2; 2; 8)= Pow1 (2; 1; 16) = Pow1 (2; 0; 32) = 32:1. Vidíme, ºe výpo£ty sú analogi
ké - rovnaká modi�ká
ia i, p pri while-
ykle a 2., 3. argumentu pri Pow1.2. 3. argument, m, je miesto, kam si odkladáme medzivýsledky, takzvanýakumulátor, preto sa takáto te
hnika nazýva te
hnikou akumulátorovejpremennej.3. Tento typ rekurzie, ke¤ po vyhodnotení rekurzívneho volania uº nemusímeni£ dovyhodno
ova´ v ºiadnom prípade, nazveme 
hvostová rekurzia - tailre
ursion. Na rozdiel od prvej de�ní
ie, kde sme museli e²te donásobova´dvoma, a ktorá je £isto rekurzívna.Kompilátor dokáºe rozpozna´, £i ide o tail rekurziu a vtedy ju implementujepomo
ou 
yklu (efektívne). �iºe i vo funk
ionálnom programovaní m�ºe by´výpo£et dlhý, neefektívny alebo naopak krátky a efektívny. Záleºí na zru£nostiprogramátora.Do treti
e pomo
ou for-
yklu:p:=1;for i=1 to n do p := x*pCyklus for vºdy skon£í, ak n � 0 uskuto£ní sa n-krát. Klesajú
i parameter jen� i+ 1. Pre n � 0 platí invariant xn = p � xn�i+1:1. Na za£iatku máme i = 1; p = 1. Platí xn = 1 � xn�1+1.2. Pre i � n dostávame xn = p � x � xn�i�1+1 = �p � xn��i+1.3. Na kon
i máme i = n+1; p := xn. Teda xn = xn �xn�(n+1)+1 = xn �x0 =xn

KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 12za£iatok po 1.zbehu po 2.zbehu 3.zbehu 4.zbehu 5.zbehup = 1 2 4 8 16 32i = 1 2 3 4 5 6Obrázok 2.2: Výpo£et pre x = 2 a n = 5.Power (x; n) = Pow2 (x; 1; n; 1)Pow2 (x; i; n;m) = m i > nPow2 (x; i; n;m) = Pow2 (x; i+ 1; n; x �m) i � nVýpo£et pre x = 2; n = 5:Power (2; 5) = Pow2 (2; 1; 5; 1) = Pow2 (2; 2; 5; 2)= Pow2 (2; 3; 5; 4) = Pow2 (2; 4; 5; 8)= Pow2 (2; 6; 5; 32) = 32 :1. Opä´ sa vyuºíva te
hnika akumulátorovej premennej, navia
 máme argu-ment pre n - 'hornú hrani
u 
yklu'.2. De�ní
ia je tail - rekurzívna. Kompilátor ju nahradí 
yklom.3. Výpo£et je analogi
ký ako výpo£et pomo
ou for 
yklu. Nasledovné pre-menné si odpovedajú:(a) i, p vo for 
ykle a(b) i, m - 2. a 4. argument v Pow2 .2.1.2 Najvä£²í spolo£ný delite©. Ne
h x; y 2 N 
h
eme nájs´ najvä£²iehospolo£ného deli´e©a z, kde z má sp©¬a´ podmienku:zjx ^ zjy ^ 8d (djx ^ djy ! d � z):V prípade, ºe x + y > 0 (x > 0 alebo y > 0), z je ur£ené jednozna£ne. Preprípad x + y = 0, pre 8z 2 N platí zj0, £iºe najvä£²ie z s touto vlastnos´ouneexistuje, preto de�nitori
ky poloºíme G
d(0; 0) = 0.Na²ou úlohou bude teda nájs´ funk
iu G
d(x; y), ktorá bude spl¬a´ nasle-dovnú ²pe
i�ká
iu:8x8y(x+ y > 0! G
d(x; y)jx ^G
d(x; y)jy ^8d[djx ^ djy ! d � G
d (x; y)℄):Ur£ili sme si, £o 
h
eme po£íta´. Ako to po£íta´?



KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 13za£iatok po 1.zbehu po 2.zbehu 3.zbehu 4.zbehuxi = 12 21 12 9 3yi = 21 12 9 3 0zi = ? 12 9 3 0Obrázok 2.3: Výpo£et pre x = 12 a y = 21.Napríklad pomo
ou nasledovnej verzie Euklidovho algoritmu:xi := x;yi := y;while yi > 0 dobeginzi := xi mod yi;xi := yi;yi := ziendg
d := xi;Klesajú
i parameter 
yklu bude yi (� 0).1. Testujeme £i yi > 0.2. Vieme, ºe nová hodnota yi bude xi mod yi < ako stará hodnota yi . �iºehodnota yi sa zmen²í po kaºdom pre
hode 
yklom. Cyklus nám skon£í,vtedy yi = 0.Ak x+ y > 0, invariant bude g
d(x; y) = g
d(xi ; yi).1. Na za£iatku máme x = xi ; y = yi .2. Vieme, ºe pre yi > 0 platí: g
d(x; y) = g
d (xi ; yi)g
d (yi ; xi mod yi ) = g
d ( �xi ; �yi):3. Na kon
i yi = 0 , £iºe g
d(x; y) = g
d(xi ; 0) = xi = g
d .Ak x+ y = 0 tak g
d = 0 (ako sme sa dohodli). Cyklus ani raz nezbehne.Ako de�nova´ v CL-ku G
d ?G
d(x; 0) = xG
d(x; y + 1) = G
d(y + 1; x mod (y + 1)) .De�ní
ia je tail - rekurzívna. V²imnime si analogi
ký výpo£et (nepotrebujemepomo
nú premennú zi) pre x = 12; y = 21:G
d(12; 21) = G
d(21; 12) = G
d(12; 9) = G
d(9; 3) = G
d(3; 0) = 3:Poznamenajme, ºe sme pouºili ten istý jazyk logiky na zápis ²pe
i�ká
ie (£orobi´) aj de�ní
ie funk
ie (ako to robi´). Z toho tieº vyplýva, ºe na²e programysú matemati
ké.

KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 142.1.3 Fibona

iho funk
ia. Uvaºujme Fibona

iho postupnos´:0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 : : :Z faktu, ºe nasledujú
i £len postupnosti je sú£tom pred
hádzajú
i
h dvo
h,moºeme ihne¤ napísa´ rekurzívnu de�ní
iu:Fib(0) = 0Fib(1) = 1Fib(n+ 2) = Fib(n+ 1) + Fib(n).Skúsme po£íta´ pre Fib(5):Fib(5) = Fib(4) + Fib(3)= Fib(3) + Fib(2) + Fib(2) + Fib(1)= Fib(2) + Fib(1) + Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(0) + 1= Fib(1) + Fib(0) + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1= 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1 = 5:Dostávame ne²ikovný dlhý výpo£et. Pribliºne 2n (pre Fib(5) 8 volaní) rekurzívny
hvolaní treba pre výpo£et Fib(n). Skúsme to teda ²ikovnej²ie, sta£í nám pamäta´si v pomo
ný
h premenný
h (v akumulátoro
h) hodnoty pre dva pred
hádza-jú
e prípady a z ni
h vypo£íta´ nový £len postupnosti. Dostávame de�ní
iu:Fiba(0; a; b) = aFib(n) = Fiba(n; 0; 1)Fiba(n+ 1; a; b) = Fiba(n; a+ b; a) .De�ní
ia je tail - rekurzívna. Na porovnanie si ukáºeme tieº výpo£et Fib(5).Fib(5) = Fiba(5; 0; 1) = Fiba(4; 1; 0)= Fiba(3; 1; 1) = Fiba(2; 2; 1)= Fiba(1; 3; 2) = Fiba(0; 5; 3) = 5:Vidíme, ºe je omnoho krat²í. Pre ilustrá
iu si skúsme túto tail - rekurzívnude�ní
iu naprogramova´ (odsimulova´) pomo
ou while-
yklu (predpokladáme,ºe n � 0).a := 0;b := 1;i := n;while i > 0 dobegin
 := a+b;b := a;a := 
;i := i-1;end�b := a;



KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 15za£iatok po 1.zbehu po 2.zbehu 3.zbehu 4.zbehu 5.zbehua = 1 1 2 3 3 5b = 1 0 1 1 2 3
 = ? 1 1 2 3 5i = 5 4 3 2 1 0Obrázok 2.4: Výpo£et pre n = 5.1. Klesajú
i parameter je i; testujeme, £i i > 0; v 
ykle dekrementujemei := i� 1; £iºe 
yklus vºdy skon£í.2. Pre n = 0 platí �b = Fib(0).3. Pre n > 0 máme invariant Fib(n� i) = aFib(n� i� 1) = b(a) Na za£iatku pre i = n� 1 dostávameFib(n� n+ 1) = Fib(1) = 1 = aFib(n� n) = Fib(0) = 0 = b:Po vykonaní 
yklu máme:Fib(n��i) = Fib(n� i+ 1) = Fib(n� i) + Fib(n� i� 1)= a+ b = �aFib(n��i� 1) = Fib(n� i) = a = �b:(b) Na kon
i platí, ºe Fib(n� 0) = Fib(n) = a = �bFib(n� 1) = b:Výpo£et pre n = 5 najdeme v tabu©ke 2.4.

KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 16Teraz si skúsime verziu Fibona

iho funk
ie pomo
ou for-
yklu.if n=0 then �b := 0else if n=1 then �b := 1elsebegina := 1;b := 0;for i=2 to n dobegin
 := a+b;b := a;a := 
;end�b := aendOverme si korektnos´ ná²ho programu. Pren = 0 �b = 0 = Fib(0)n = 1 �b= 1 = Fib(1):Pre n � 2 
yklus zbehne n� 2+1-krát (klesajú
i parameter je n� i+1). Platíinvariant Fib(i� 1) = aFib(i� 2) = b:1. Na za£iatku máme Fib(2� 1) = Fib(1) = 1 = aFib(2� 2) = Fib(0) = 0 = b:2. Po zbehnutí 
yklu dostávame:Fib(�i� 1) = Fib(i) = Fib(i� 1) + Fib(i� 2)= a+ b = �aFib(�i� 2) = Fib(i� 1) = a = �b:3. Na kon
i i = n+ 1 a platí, ºeFib(n+ 1� 1) = Fib(n) = a = �bFib(n+ 1� 2) = Fib(n� 1) = b:�iºe ná² program po£íta Fibona

iho funk
iu korektne.



KAPITOLA 2. INDUKTÍVNE DEFINÍCIE 17za£iatok po 1.zbehu po 2.zbehu 3.zbehu 4.zbehua = 1 1 2 3 5b = 0 1 1 2 3
 = ? 1 2 3 5i = 2 3 4 5 6Obrázok 2.5: Výpo£et pre n = 5.V CL-ku m�ºeme simulova´ tento výpo£et nasledovne:Fib(0) = 0Fib(1) = 1Fib(n+ 2) = Fib2 (2; n+ 2; 1; 0)Fib2 (i; n; a; b) = a i > nFib2 (i; n; a; b) = Fib2 (i+ 1; n; a+ b; a) i � n .1. De�ní
ia je tail - rekurzívna.2. Netreba pomo
nú premennú 
.3. Medzivýsledky sa ukladajú do akumulátorov a = Fib(i�1); b = Fib(i�2).Pre porovnanie si ukáºeme tieº výpo£et pre Fib(5):Fib(5) = Fib2 (2; 5; 1; 0) = Fib2 (3; 5; 1; 1)= Fib2 (4; 5; 2; 1) = Fib2 (5; 5; 3; 2)= Fib2 (6; 5; 5; 3) = 5:

Kapitola 3�íselné reprezentá
ieV tejto kapitole si zrekapitulujeme na²e znalosti o £íselný
h sústavá
h, ktorépoznáme zo základnej a strednej ²koly, z informati
kého h©adiska. Na£rtneme siimplementá
iu ve©kej aritmetiky v rozli£ný
h £íselný
h reprezentá
ia
h. �alej sazoznámime s p-adi
kými £íselnými sústavami, kde na²u pozornos´ sústredíme nadiadi
kú sústavu a jej reprezentá
iu pomo
ou ²pe
ialny
h termov - numerálov.Nakonie
 si rozoberieme implementá
iu diadi
kej sústavy v jazyku CL.3.1 Unárna sústavaUnárna sústava je asi prvá £íselná sústava, s ktorou ste sa zoznámili v detstve(po£ítanie na prsto
h, guli£ky, £iarky). Prázdny re´aze
 £iarok (reprezentujú
i£ísla unárnyzápis0 ;1 j2 jj3 jjj... ...Obrázok 3.1: Unárna sústava.0) v nej ozna£íme ako ; (pozri Obrázok 3.1). �o je jej plus? Je jednodu
há -©ahko sa pri£íta a od£íta jednotka.3.1.1 Pri£ítanie a od£ítanie jednotky. Dostávame nasledovné jednodu
héklauzálne de�ní
ie:Su

essor(X) = X j 18



KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 19Prede
essor (;) = ; (de�nitori
ky)Prede

essor(X j) = X ,Moºeme i
h zapísa´ i v tablovej verzii:(+1) XX j (�1) ;; (�1) X jX :Vzor (pattern) X j naozaj matemati
ky znamená X+1. Nakonie
 si ukáºme,ºe aj de�ní
ie s£ítania a od£ítania nie sú ove©a zloºitej²ie.3.1.2 S£ítanie.Addition(;; Y ) = YAddition(X j; Y ) = Addition(X;Y j)aleboAddition(X j; Y ) = Addition(X;Y )j ,tablová verzia: ;+ YY X j+ YX + Y j X j+ Y(X + Y )j :3.1.3 Od£ítanie.Subtra
tion(;; Y ) = ; (de�nitori
ky)Subtra
tion(X j; ;) = X jSubtra
tion(X j; Y j) = Subtra
tion(X;Y ) ,tablová verzia: ;� Y; X j� ;X j X j� Y j(X � Y ) :Zápis £ísel v unárnej sústave má v²ak aj svoje nevýhody. Dlºka zápisu zod-povedá ve©kosti £ísla (napríklad na £íslo 5 potrebujeme jjjjj £iarok, znakov). Tieºrekurzia je typu x+1! x, po£et rekurzívny
h volaní zhruba odpovedá ve©kosti£ísla x. Preto sa pouºívajú iné £íselné sústavy, ktoré umoºnujú 'ekonomi
kej²í'(krat²í zápis) a tieº rý
hlej²iu rekurziu (men²í po£et rekurzívny
h volaní, mierarý
hlej²ie klesá).3.2 De
imálna sústava�al²ou £íselnou sústavou, s ktorou ste sa zoznámili v ²kole, bola de
imálna(desiatková) sústava. Pouºíva 10 
i�er (znakov) 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9.�íslo 
 v nej vyjadríme ako polynóm 10-vý
h mo
nín
 = kn10n + kn�110n�1 + � � �+ k0100

KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 20a pozi£ne ho napí²eme ako kn; : : : ; k0. Zápis je výrazne krat²í. Napríkladpre £íslo tisí
 - 1000 namiesto tisí
 £iarok sta£ia 4 znaky, £o zhruba odpovedálog10 103 = 3; pre milión - 1000000 (log10 106 = 6) pouºijeme iba 7 znakov.Pribliºne potrebujeme log10 
 znakov na zápis £ísla 
, dokáºeme ho teda zapísa´v logaritmi
kej d¨ºke. V prípade unárnej sústavy sme pre £íslo 
 potrebovali aº
 znakov, zapisovali sme ho v lineárnej d¨ºke, rozdiel d¨ºok je ve©mi ve©ký.Ako je to s pri£ítaním a od£ítaním jednotky? Dostávame nasledujú
e jedno-du
hé de�ní
ie:3.2.1 Pri£ítanie jednotky.Su

essor(;) = 1Su

essor(X0) = X1Su

essor(X1) = X2...Su

essor(X9) = Su

essor(X)0 ,tablová verzia: (+1) ;1 (+1) X0X1 : : : (+1) X9((+1) X)0 :3.2.2 Od£ítanie jednotky.Prede
essor (;) = ; (de�nitori
ky)Prede
essor (X0) = Prede
essor(X)9 X 6= ;Prede
essor = 0 X = ;Prede
essor (X1) = X0...Prede
essor (X9) = X8 ,tablová verzia:(�1) ;; (�1) X0 (X 6= ;)((�1) X)9 (�1) X0 (X = ;)0 (�1) X1X0 : : : (�1) X9X8 :Pred
hádzajú
a de�ní
ia v²ak v sebe skrýva problém, funguje, iba ak zápisneobsahuje v©avo neplatné nuly, ale sama túto zásadu nedodrºí. Napríkladod£ítaním jednotky od zápisu 10 £ísla 10 dostaneme zápis 09, vygeneruje sav©avo neplatná 0. Od£ítaním jednotky od zápisu 00 £ísla 0 získame dokon
a
hybný výsledok 09! Pri p-adi
ký
h sústavá
h si ukáºeme správne rie²enie.Pokúsme sa s
hémati
ky si zade�nova´ s£ítanie, od£ítanie a násobenie.3.2.3 S£ítanie. ;+ YY X0+ Y 0(X + Y )0 : : : X9+ Y 9(X + Y + 1)8 :



KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 21Napríklad: 347+ 589936 .3.2.4 Od£ítanie.;� Y; X0� ;X0 X0� Y 0(X � Y )0 : : : X0� Y 9(X � Y � 1)1 : : : X9� Y 9(X � Y )0 :Naríklad: 589� 49990 .Keby sme 
h
eli presnej²ie formalizova´, vznikli by problémy ako pri funk
iiPrede
essor kv�li nejednozna£nému zápisu (neplatné nuly v©avo).3.2.5 Násobenie.Celková s
héma: X� Y kX � k+X � Y � 10 :Príklad: 45� 93135+ 40504185 .Vyuºívame násobenie X jednou 
ifrou: Xk1� k2(X � k2 + prenos)(k1 � k2) :V de
imálnej sústave vidíme, ºe sa ©ahko realizuje násobenie základom 10(posuv do©ava + pridanie 0 vpravo) a 
elo£íselné delenie 10-mi (posuv doprava+ odrezanie 
ifry napravo).3.3 Binárna sústavaV po£íta£o
h sa pouºíva na kódovanie (reprezentá
iu, zápis) £ísel £asto binárnasústava (popri hexade
imálnej a oktálnej). Pouºívame dve 
ifry 0; 1. �íslo 

KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 22£íslo binárnasústava0 01 12 103 114 100... ...Obrázok 3.2: Binárna sústava.vyjadríme ako polynóm 2-vý
h mo
nín
 = kn � 2n + kn�1 � 2n�1 + : : :+ k0 � 20a pozi£ne zapí²eme ako kn : : : k0 (pozri Obrázok 3.2). D¨ºka zápisu zodpovedálog2 
 (analogi
ky ako pri desiatkovej sústave i tu dosahujeme logaritmi
kú d¨ºkuzápisu). Napríklad: (1024)10 = (10000000000)2, d¨ºka je 11 znakov, £o pribliºnezodpovedá log2 1024 = 10.Základné aritmeti
ké operá
ie odvodíme analogi
ky ako pri desiatkovej sús-tave. Sú vlastne i
h zjednodu²ením z desiati
h 
i�er (prípadov) na iba dve 
ifry(prípady).3.3.1 Su

essor. (+1) ;1 (+1) X0X1 (+1) X1((+1) X)0 :3.3.2 Prede
essor. Taktieº, ako pri desiatkovej sústave, funguje iba ak zápisneobsahuje v©avo neplatné nuly a pritom sám i
h vyrába.(�1) ;; (�1) X0 (X 6= ;)((�1) X)1 (�1) X0 (X = ;)0 (�1) X1X0 :3.3.3 S£ítanie.;+ YY X0+ Y 0(X + Y )0 X0+ Y 1(X + Y )1 X1+ Y 0(X + Y )1 X1+ Y 1(X + Y + 1)0 :Príklad: 1011+ 111111010 .



KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 233.3.4 Od£ítanie.;Y; X0;X0 X0� Y 0(X � Y )0 X0� Y 1(X � Y � 1)1 X1;X1 X1� Y 0(X � Y )1 X1� Y 1(X � Y )0 :Príklad: 1110� 1010100 .Keby sme 
h
eli presnej²ie de�nova´ od£ítanie, znova by vznikli problémykv�li nejednozna£nému zápisu (neplatné nuly v©avo).3.3.5 Násobenie. X� Y 0X � Y 0 X� Y 1X+X � Y 0 :Príklad: 10� 1110+ 100110 .Podobne ako pri desiatkovej sústave, i tu sa ©ahko realizuje (v kon²tantnom£ase) násobenie 2-mi (posuv do©ava + pridanie 0 vpravo) a 
elo£íselne delenie2-mi (posuv doprava + odrezanie 
ifry napravo).3.4 P -adi
ké £íselné sústavyNejednozna£nos´ zápisu v n-árny
h sústava
h je ur£ité i
h mínus. Vyplýva ztoho, ºe umoºnujeme ako koe�
ienty pri mo
niná
h pouºíva´ 0. Preto sa námv zápise £ísla m�ºu v©avo hromadi´ neplatné nuly:0 = 0010 = 00021 = 0110 = 00122 = 0210 = 00210 = 00102 :To nám m�ºe sp�sobova´ problémy vytvori´ elegantné de�ní
ie aritmeti
ký
hfunk
ií.Ako si pom�
´ ? Jednodu
ho, zakáºeme koe�
ienty 0. Ne
h p je priridzené£íslo > 0. �ubovo©né £íslo 
 2 N je bu¤ 0 alebo ak 
 > 0, tak sa dá zapísa´ako polynóm p mo
nín: 
 = kn � pn + : : :+ k0 � p0, kde ki 2 f1; : : : ; pg. Pozi£neho zapí²eme ako kn; : : : ; k0. Takúto £íselnú sústavu nazveme p-adi
kou. Dlºka
KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 24£íslo monadi
ká0 01 12 113 1114 1111... ...Obrázok 3.3: Monodi
ká sústava.zápisu 
 je logaritmi
ká, pribliºne logp 
. Ak p = 1, sústavu voláme monadi
ká(pozri Obrázok 3.3). Odpovedá vlastne na²ej unárnej sústave. Len miesto £iarokj pí²eme 1-ky. Nebudeme ju ¤alej rozvádza´, nako©ko o nej platí presne to, £osme si povedali o unárnej sústave.3.5 Diadi
ká sústava£íslo diadi
ká0 01 12 23 114 125 216 227 1118 1129 12110 12211 21112 21213 22114 22215 1111... ...Obrázok 3.4: Diadi
ká sústava.V ¤al²om výklade sa zameriame na prípad p = 2 - na diadi
kú sústavu (pozri



KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 25Obrázok 3.4). Z polynomiálneho zápisu ihne¤ vidíme, ºe platí:X1 = 2X + 1; X2 = 2X + 2;kde X je pozi£ný zápis £ísla X .S vyuºitím hore uvedený
h rovností si skúsme zade�nova´ niektoré aritmet-i
ké operá
ie:3.5.1 Su

essor. (+1) 01 (+1) X1X2 (+1) X2((+1) X)1 :3.5.2 Prede
essor.(�1) 00 (�1) 10 (�1) X11((�1) X1)2 (�1) X21X12 (�1) X2X1alebo (�1) 00 (�1) X1(X = ;)0 (�1) X1(X 6= ;)((�1) X)2 (�1) X2X1 :3.5.3 S£ítanie.0+ YY X1+ 0X1 X1+ Y 1(X + Y )2 X1+ Y 2(X + Y + 1)1 X2+ 0X2 X2+ Y 1(X + Y + 1)1 X2+ Y 2(X + Y + 1)2 :3.5.4 Násobenie. 0� Y0 X1� YY+X � Y+X � Y X2� YY+ Y+X � Y+X � Y :

3.5.5 Umo
¬ovanie.0Y1 X1YY � Y X � Y X X2YY � Y � Y X � Y X :

KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 263.6 Reprezentá
ia £ísel pomo
ou numerálovVo funk
ionálnom programovaní pra
ujeme s výrazmi, termami. Ako sme siuº uviedli, výpo£et je vyhodno
ovanie výrazov, i
h prepis, reduk
ia do základ-ný
h, ¤alej uº nerozloºitelný
h, iredu
ibilný
h tvarov. Na²im ¤al²ím 
ie©ombude reprezentova´, implementova´, vyjadri´ niektoré £íse©né sústavy pomo
ou²pe
ialný
h termov - numerálov.Za£nime s monadi
kou sústavou. Pouºijeme� 0 - kon²tantu, de�novanú ako 0 2 N a� S - unárny funk£ný symbol (su

essor), de�novaný ako S(x) = x+ 1.Budeme ma´ nasledovnú kore²ponden
iu uvedenú na Obrázku 3.5.£íslo monadi
ká sústava numerál0 0 01 1 S(0)2 11 SS(0)3 111 SSS(0)... ... ...n 111 : : :1| {z }n SSS : : : S| {z }n (0)Obrázok 3.5: Reprezentá
ia £ísel v unárnej sústave pomo
ou numerálov.Pri diadi
kej sústave pouºijeme� 0 - kon²tantu, de�novanú ako 0 2 N a� S1; S2 - unárne funk£né symboly, de�nované nasledovne:S1(x) = 2 � x+ 1;S2(x) = 2 � x+ 2:V CL-ku sú funk£né symboly S1 a S2 uº predde�nované. Aby sme sa £o najvia
priblíºili pozi£nému diadi
kému zápisu, budú v systéme Cl výrazy S1(x) a S2(x)zobrazované v post�xovom formáte x1 a x2. Dostávame kore²ponden
iu uvedenúna Obrázku 3.6.V²imnite si, ºe postupnos´ 1; 2 a S1; S2 je zrkadlovo oto£ená. Vyplývato z pre�xovej notá
ie S1(x) a S2(x) a post�xovej notá
ie i
h skratiek x1 ax2. Napríklad: 4 = S2S1(0) = S2(01) = 012. V CL-ku na zobrazenie £ísel vdiadi
kej sústave budeme pouºíva´ formát N2. Napríklad, pre 5 = x : N2 sazobrazí x ako 021. Prilepí nám to 0 pred diadi
ký zápis, £o vyplýva z post�xovejnotá
ie skratiek pre S1; S2.Preberieme si ¤al²í typ diskriminá
ie a to diadi
kú diskriminá
iu. Vyzeránasledovne:



KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 27£íslo diadi
ká sústava numerál V CL-ku0 0 0 01 1 S1(0) 012 2 S2(0) 023 11 S1S1(0) 0114 12 S2S1(0) 0125 21 S1S2(0) 0216 22 S2S2(0) 0227 111 S1S1S1(0) 01118 112 S2S1S1(0) 0112Obrázok 3.6: Reprezentá
ia diadi
kej sústavy pomo
ou numerálov.F (0) = v1F (S1(x)) = v2F (S2(x)) = v3 ,po kompilá
ii sa zobrazí ako:F (0) = v1F (x1) = v2F (x2) = v3 .M�ºeme ma´ aj vnorenú diskriminá
iu. Napríklad:F (0) = v1F (S1(0)) = v2F (S1(S1(x))) = v3F (S1(S2(x))) = v4F (S2(0)) = v5F (S2(S1(x)) = v6F (S2(S2(x)) = v7 ,po kompilá
ii sa zobrazí akoF (0) = v1F (01) = v2F (x11) = v3F (x21) = v4F (02) = v5F (x12) = v6F (x22) = v7 .Dá sa pouºíva´ diadi
ká diskriminá
ia i v nasledovnom tvare:F (0) = v1F (2 � x+ 1) = v2F (2 � x+ 2) = v3 .

KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 28Skúsme si teraz niektoré aritmeti
ké funk
ie nad diadi
kou sústavou klauzálnede�nova´:3.6.1 Su

essor.S (0) = 1S (S(x1)) = x2S (S(x2)) = S(x)1aleboS (0) = 1S (2 � x+ 1) = 2 � x+ 2S (2 � x+ 2) = 2 � S(x) + 1 .3.6.2 Prede
essor.Príklad na vnorenú diskriminá
iu:Pred(0) = 0Pred(01) = 0Pred(x11) = Pred(x1)2Pred(x21) = x1Pred(x2) = x1 .Verzia bez vnorenej diskriminá
ie:Pred(0) = 0Pred(x1) = 0 x = 0Pred(x1) = Pred(x)2  x 6= 0Pred(x2) = x1 .3.6.3 S£ítanie.Add(0; y) = yAdd(x1; 0) = x1Add(x1; y1) = Add(x; y)2Add(x1; y2) = S(Add(x; y))1Add(x2; 0) = x2Add(x2; y1) = S(Add(x; y))1Add(x2; y2) = S(Add(x; y))2 .3.6.4 Násobenie.Mul(0; y) = 0Mul(x1; y) = y + z + z  Mul(x; y) = zMul(x1; y) = y + y + z + z  Mul(x; y) = z .



KAPITOLA 3. �ÍSELNÉ REPREZENTÁCIE 293.6.5 Umo
¬ovanie.Exp(x; 0) = 1Exp(x; y1) = x � z � z � z  Exp(x; y) = zExp(x; y1) = x � x � z � z � z  Exp(x; y) = z Kapitola 4Kódovanie dátový
h ²truktúrdo NPri programovaní sa pouºíva ve©ké mnoºstvo r�zny
h dátový
h ²truktúr: n-ti
e,vektory, mati
e, via
dimenzionálne polia, re´az
e, zoznamy, záznamy, zásobníky,fronty, tabu©ky, stromy, lesy, grafy at¤.. Otázka znie, ako tieto ²truktúry im-plementova´ do jazyka, ktorý umoºnuje de�nova´ funk
ie iba nad prirodzenými£íslami. Presnej²ie ako zakódova´ tieto ²truktúry do N. V nasledujú
om výkladesi odpovieme na túto otázku.4.1 Kódovanie kone£ný
h postupností nad kone£-nou abe
edouAko prvý krok k na²mu 
ie©u, sa zamyslíme nad kódovaním kone£ný
h postup-ností znakov (zoznamov, re´az
ov) nad kone£nou abe
edou - mnoºinou znakov.Doteraz sme vyuºívali diadi
kú (p-adi
kú) £íselnú sústavu na 'budovanie' ve©kejaritmetiky. De�novali sme si niektoré základné aritmeti
ké funk
ie, ktoré sús
hopné pra
ova´ s ©ubovo©ne ve©kým £íslom bez obmedzenia. Na²ím jedinýmreálnym obmedzením je ve©kos´ pamäte v po£íta£i. �alej si ukáºeme, ako pomo-
ou p-adi
kej sústavy m�ºeme kódova´ postupnosti - zoznamy, re´az
e znakovnad nejakou kone£nou abe
edou s po£tom znakov p. Bez ujmy na v²eobe
-nosti predpokladajme, ºe abe
eda P = f1; 2; 3; 4; : : : ; pg. (Na²a abe
eda saskladá iba zo znakov - 
i�er.) �ubovo©ný re´aze
 znakov z tejto abe
edy budemekódova´ £íslom, ktorého pozi£ný zápis v p-adi
kej sústave zodpovedá danémure´az
u. Napríklad pre p = 8, re´aze
 23871 budeme kódova´ £íslom, ktoréhozápis v 8-adi
kej sústave je 023871. Prázdny re´aze
 kódujeme 0-ou.Teraz si zade�nujme jednodu
hé operá
ie s re´az
ami. Pre jednodu
hos´ostaneme v diadi
kej sústave, budeme teda uvaºova´ iba re´az
e zloºené z 1-tieka 2-ok. 30



KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 314.1.1 Konkatená
ia dvo
h re´az
ov.Con(X; 0) = XCon(X;Y1) = Con(X;Y )1Con(X;Y2) = Con(X;Y )2 .Výpo£et: Con(012; 022) = Con(012; 02)2 = Con(012; 0)22 = 01222:4.1.2 Reverz (oto£enie re´az
a). Rekurzívna verzia:Rev(0) = 0Rev(X1) = Con(01;Rev(X))Rev(X2) = Con(02;Rev(X)) .Príklad: Rev(012) = Con(02;Rev(01)) == Con(02;Con(01;Rev(0)))= Con(02;Con(01; 0)) = Con(02; 01)= Con(02; 0)1 = 021:Iteratívna (²ikovnej²ia verzia):Rev(X) = Revi(X; 0)Revi(0; a) = aRevi(X1; a) = Revi(X; a1)Revi(X2; a) = Revi(X; a2) .Príklad: Rev(012) = Revi(012; 0) = Revi(01; 02)= Revi(0; 021) = 021:Analogi
kým sp�sobom by sa dali zade�nova´ i ¤al²ie elegantné operá
ie naddiadi
kými re´az
ami.4.2 Teraz o kódovaní nie£o v²eobe
nej²ieNa²ím ¤al²ím 
ie©om bude navrhnú´ kódovanie zoznamov (kone£ný
h postup-ností) nad nekone£nou abe
edou, napríklad N. Pozrime sa tro²ku do históriefunk
ionálneho programovania. V jazyku LISP (SCHEME) sa dajú r�zne dátové²truktúry implementova´ (kódova´) pomo
ou s-výrazov. S-výraz je bu¤� atóm� numeri
ký: 1; 2; 100,� symboli
ký: jano1, auto (re´aze
 písmen a £ísli
 za£ínajú
i písmenom),
KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 32a1 a2 an nilObrázok 4.1: S-výraz kódujú
i zoznam (a1; a2; : : : ; an).� (²pe
iálny) predde�novaný nil ;� 
ons(s1; s2) - zloºený s-výraz (pár), kde s1; s2 sú nejaké s-výrazy. Budemezna£i´ aj ako s1 s2. (V LISP-e sa pouºíva zápis s1: s2.)Ako by sme mohli implementova´ pomo
ou s-výrazov zoznamy - kone£népostupnosti nejaký
h prvkov ? Zoznam, ozna£ený akol = (a1; a2; : : : ; an); n � 0;budeme kódova´ s-výrazom na£rtnutým na obrázku 4.1. Prázdny zoznam, (n =0), ozna£íme pomo
ou atomu nil . �iºe zakódovaný zoznam je� bu¤ tvaru nil - prázdny zoznam� alebo tvaru a1 l1 - neprázdny zoznam, kde a1 je jeho prvý prvok a l1 jepodzoznam - zvy²ok zoznamu.4.3 Jednodu
hé funk
ie nad zoznamamiAko budú vyzera´ jednodu
hé funk
ie nad zoznamami ?4.3.1 Prvý prvok zoznamu.H(nil) = nil (de�nitori
ky)H(a1 l1) = a1 .V LISP-e sa ozna£uje ako 
ar .4.3.2 Zvy²ok zoznamu.T (nil) = nil (de�nitori
ky)T (a1 l1) = l1 .V LISP-e sa ozna£uje ako 
dr .



KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 334.3.3 Pridanie prvku na za£iatok zoznamu.C(a1; l1) = a1 l1 .V LISP-e sa ozna£uje ako 
ons .4.3.4 D¨ºka zoznamu.L(nil) = 0L(a l) = L(l) + 1 .Výpo£et:L(a1 a2 a3 nil
) = L(a2 a3 nil) + 1 =

= L(a3 nil) + 1 + 1 = L(nil) + 1 + 1 + 1 = 0 + 1 + 1 + 1 = 3:4.3.5 Konkatená
ia dvo
h zoznamov.Con(nil ; l2) = l2Con(a l1; l2) = a Con(l1; l2) .

KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 34Výpo£et:Con(a1 a2 nil;a3 a4 nil) == a1 Con(a2 nil ; a3 a4 nil)
= a1 a2 C(nil ,a3 a4 nil�� AA,, AA )����� AA������� AA = a1 a2 a3 a4 nil�� AA,, AA���� AA!!!! AA :

4.4 Kódovanie dátový
h ²truktúr4.4.1 Párova
ie funk
ie. Je zrejmé, ºe pomo
ou s- výrazov sa budú da´priamo£iaro reprezentova´ binárne stromy:1. nil - prázdny strom,2. �t1 �t2�� LL - neprázdny binárny strom t1 t2�� LL , kde �ti je reprezentá
ia ti.O tom ako kódova´ ©ubovolné stromy si povieme nesk�r.Po¤me teraz spravi´ ¤al²í krok k ná²mu 
ie©u- implementá
ii, kódovania dá-tový
h ²truktúr do N: Budeme sa snaºi´ stotoºni´ mnoºinu (doménu) s- výrazovs prirodzenými £íslami. M�ºeme si dovoli´ nasledovné matemati
ké zjednodu²e-nie (abstrak
ia) lispovský
h s-výrazov:� miesto mnoºiny r�zny
h atómov sa budeme snaºi´ vysta£i´ iba s jednýma to s 0 - ou,� kon²truktor- párova£ 
ons budeme implemetova´ pomo
ou vhodnej binár-nej párova
ej funk
ie P nad N, ktorá by mala spl¬a´ tieto vlastnosti:



KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 351. P (x; y) = P (v; w)! x = v ^ y = W2. x < P (x; y) ^ y < P (x; y)3. x = 0 _ 9v9wx = P (v; w)1. vlastnos´ nám zaru£uje injektívnos´ funk
ie P , dvom r�znym "párom"x; y a v; w nem�ºeme priradi´ to isté £íslo P (x; y) = P (v; w);2. vlastnos´ sa jednak vyuºije pri korektnosti párovej induk
ii, ktorá slúºina dokazovanie správnosti programov- £o sa budete u£i´ 2. ro£níku, ataktieº z nej vyplýva: 8x; y : 0 � x < P (x; y), £iºe 8x; y : 0 6= P (x; y);nula nie je v obore hodn�t funk
ie P (range(P )), £iºe: range(P ) �N n f0g.3. vlastnos´ tvorí, ºe range(P ) = N n f0g.Pomo
ou 0 a binárneho funk
£ného symbolu P m�ºeme vytvára´ nasledovnéP -výrazy (párové výrazy). Zjednodu²enie lispovský
h s-výrazov:0; jediný atómP (0; 0);P (P (0; 0); 0);P (P (0; 0); P (0; 0)) at¤ : : : P - výrazyKe¤ máme zloºené P "�xované" nijakou vhodnou funk
iu sp¨¬ajú
ou vlastnos-ti 1-3., m�ºeme kaºdému prirodzenému £íslu n jednozna£ne priradi´ P - výraz(jeho párový zápis), ktorého hodnota bude práve n. �iºe prirodzené £ísla bu-deme vedie´ reprezentova´ pomo
ou P - výrazov. Takúto reprezentá
iu budemevola´ párová reprezentá
ia priridzený
h £ísel a P -výrazy budeme nazýva´ P -numeralmi, kedºe reprezentujú prirodzené £ísla. Pod párovou ve©kos´ou £ísla nbudeme rozumie´ po£et P -£ok v jeho párovom zápise, ozna£íme ju ako jnj.4.4.2 Cantorova párova
ia funk
ia. Skúsme teraz poh©ada´ vhoný
h kan-didátov na funk
iu P sp¨najú
i
h podmienky 1.,2. a 3.. Z matemati
kej analýzypoznáte Cantorovu funk
iu, ktorá bijektívne zobrazuje N2 na N. Znázornimesi ju pomo
ou tabu©ky 4.2. M�ºeme si ju zmodi�kova´ nasledovne: ²iftneme oC(x; y) 0 1 2 3 4 � � �0 0 1 3 6 10 � � �1 2 4 7 11 16 � � �2 5 8 12 17 23 � � �3 9 13 18 24 31 � � �4 14 19 25 32 40 � � �... ... ... ... ... ...Obrázok 4.2: Cantorova párova
ia funk
ia

KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 36J(x; y) 0 1 2 3 4 � � �0 1 2 4 7 11 � � �1 3 5 8 12 17 � � �2 6 9 13 18 24 � � �3 10 14 19 25 32 � � �4 15 20 26 33 41 � � �... ... ... ... ... ...Obrázok 4.3: Modi�kovaná Cantorova párova
ia funk
iajedna (pozri tabu©ku 4.3) a dostaneme funk
iu- bijek
iu z N2 na N n f0g.Expli
itný vzore
: J(x; y) = (x+ y) � (x + y + 1)2 + (x+ 1) :Napríklad: J(1; 2) = 3�42 + 2 = 8. Ozna£me ju J . Funk
ia J spl¬a podmienky1-3.. M�ºeme teda pomo
ou J- numerálov reprezentova´ £ísla. Funk
ia J má£ísla J- numerál0 01 J(0; 0)2 J(0; 1) = J(0; J(0; 0))3 J(1; 0) = J(J(0; 0); 0)4 J(0; 2) = J(0; J(0; J(0; 0)))5 J(1; 1) = J(J(0; 0); J(0; 0))6 J(2; 0) = J(J(0; J(0; 0)); 0)7 J(0; 3) = J(0; J(J(0; 0); 0)8 J(1; 2) = J(J(0; 0); J(0; J(0; 0)))9 J(2; 1) = J(J(0; J(0; 0)); J(0; 0))10 J(3; 0) = J(J(J(0; 0); 0); 0)Obrázok 4.4: J-numerályv²ak ur£ité nevýhody:� £ísla s rovnakou párovou ve©kos´ou nie sú spolu. Napríklad: £ísla 7; 8; 9; 10(pozri v tabu©ke 4.3)� dá sa ukáza´, ºe zápis pomo
ou J- numerálov nie je "ve©mi úsporný",obsahuje príli² ve©a J-£ok v párovom zápise nejakého £ísla n.4.4.3 Kódovanie pomo
ou binárny
h stromov. Skúsme sa pozrie´ povhodnej²om kandidátovi, ktorý by nemal spomenuté nevýhody. Ch
eme, aby



KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 37£ísla s rovnakou párova
ou ve©kos´ou boli drºané spolu. V²eobe
ne, na párovýnumeral pre nejaké £íslo n sa m�ºeme pozrie´ ako na binárny strom:� 0- je reprezentované ako prázdny strom, ozna£íme ho ako � (bodka),� P(x; y)- zobrazíme ako �x �y�� BB , kde �x; �y sú binárne stromy pre numerály x; y.Napríklad: P (P (0; 0); P (0; 0)) zobrazíme ako � ��� BB � ��� BB�� TT .Poznamenajme, ºe párová velkos´ zápisu, po£et P -£ok v párovom zápise, jerovná po£tu vnútorný
h vr
holov v jeho stromovom zobrazení. �ahko sa dá otom presved£i´ z de�ní
ie stromového zobrazenia párového numerálu.binárne stromy binárne stromys po£tom vnútorný
h s po£tom vnútorný
h at¤ : : :vr
holov 0. vr
holov 1.Obrázok 4.5: Binárne stromyVhodného kandidáta na párova
iu funk
iu P dostaneme nasledovne: Bude-me enumerova´ v²etky binárne stromy (stromové zobrazenia párový
h numerá-lov) - vytvára´ nekone£nú postupnos´ binárny
h stromov:b0; b1; b2; : : : , (£iºe 0priradíme binárny strom b0 (a tým odpovedajú
i párový numeral), 1 zase b1 at¤...) takým sp�sobom, ºe binárne stromy s po£tom vnútorný
h 0 (len prázdnystrom), potom s po£tom vnútorný
h vr
holov 1; 2; 3 at¤.. Tým dosiahneme, ºe£ísla rovnakou párovou ve©kos´ou budú drºané spolu a stromy s men²ím po£tomvnútorný
h vr
holov budú pred
hádza´ stromy s vä£²ím po£tom vnútorný
h vr-
holov. Na²u postupnos´ bude znázor¬uje Obrázok 4.5.Ako teraz vymenova´ v jednom bloku v²etky binárne stromy s rovnakým po£-tom vnútorný
h vr
holov ? Zoradíme i
h lexikogra�
ky: ne
h t1; t2 sú binárnestromy s rovnakým po£tom vnútorný
h vr
holov, potom t1 je pred t2 ak ©avýpodstrom t1 je pred ©avým podstromom t2 alebo ak ©avé podstromy sú rovnaké(zhodné, identi
ké) tak pravý podstrom t1 musí by´ pred pravým podstromomt2. Tohoto kandidáta (na párova
iu funk
iu) budeme ozna£ova´ £iarkou ";" apouºíva´ in�xovú notá
iu. Napríklad: (x; y); (0; (0; 0)). Obrázok 4.6 znázor¬ujeza£iatok tejto postupnosti.Ako vidíme z kon²truk
ie, táto postupnos´ nám jednozna£ne �xuje párova
iufunk
iu (x; y). Pre dve £ísla x; y vezmeme x-ty a y-ty binárny strom (po£ítajú
od 0) t1; t2. Potom pozí
ia binárneho stromu t1 t2�� LL bude ur£ova´ hodnotu (x; y).Dá sa ukáza´, ºe takto de�novaná funk
ia ";" sp¨¬a vlastnosti 1-3. a navia
pre párovú ve©kos´ £ísla n platí, ºe jnj je pribliºne logn, £iºe dostávame zápis s
KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 380 1 = (0; 0) 2 = (0; 1) 3 = (1; 0)

4 = (0; 2) 5 = (0; 3) 6 = (1; 1) 7 = (2; 0) 8 = (3; 0)

9 = (0; 4) 10 = (0; 5) 11 = (0; 6) 12 = (0; 7)

13 = (0; 8) 14 = (1; 2) 15 = (1; 3) 16 = (2; 1)

17 = (3; 1) 18 = (4; 0) 19 = (5; 0) 20 = (6; 0)

21 = (7; 0) 22 = (8; 0)
Obrázok 4.6: Enumerá
ia binárny
h stromov



KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 39logaritmi
kou dlºkou, ktorý povaºujeme uº za ekonimi
ký (ako pri n-árny
h a p-adi
ký
h sústava
h pre n; p > 1). Podarilo sa nám eliminova´ obidve nevýhodyfunk
ie J . Funk
ia ";" navia
 sp¨¬a nasledujú
e vlastnos´i:4. x < y ! jX j � jyj5. jxj < jyj ! x < y6. j(x1; x2)j = j(y1; y2)j ! ((x1; x2) < (y1; y2)$ x1 < y1_x1 = y1^x2 < y2)7. monotónnos´: x1 < x2 ! (x1; y) < (x2; y)y1 < y2 ! (x; y1) < (x; y2) :4.4.4 Kontrak
ia do unárny
h funk
ií. Teraz si ukáºeme prirodzenú ko-re²ponden
iu medzi unárnymi a n-árnymi funk
iami nad N . Najsk�r malápoznámka k zna£eniu, zápisu ";"-numerálov, aby sme nemuseli zbyto£ne písa´ve©a zátvoriek ";"- numerálov tvaru(x1; (x2; : : : ; (xn�1; xn) : : : )) budeme skra
ova´ do tvaru: x1; x2; : : : ; xn�1; xn.Ne
h f je najaká n-árna funk
ia nad N, pokúsime sa ju "iplementova´" pomo
ouunárnej funk
ie-kontrak
ie pre f , ozna£nej ako < f >, a párova
ej funk
ie ";".Uvaºujme nasledovnú de�ní
iu:< f > (x) =8><>:f(x1; x2; : : : xn| {z }oddelova£e ) if x = x1; : : : ; xn| {z }párova£e0 otherwise :Z nej dostávame, ºef( x1; x2; : : : ; xn| {z }£iarky sú syntakti
kéoddelova£e argumentov) =< f > ( x1; : : : ; xn| {z }£iarky sú identi�kátory prena²u párova
iu funk
iu ",")�iºe bez ujmy na v²eobe
nosti sa m�ºeme zaobís´ bez n-árny
h fun
kií a vysta£i´iba s unárnymi a párova
iu binárnou funk
iou ";". Poznámka: pre unárnufunk
iu f je < f >= f .Príklady:max (x; y) < max > (z) = (max (x; y) if z = x; y0 otherwisex+ y < + > (z) = (x + y if z = x; y0 otherwise

KAPITOLA 4. KÓDOVANIE DÁTOVÝCH �TRUKTÚR DO N 404.4.5 Ako je to v CL ?. CL umoºnuje de�nova´ ©ubovo©ne n-árne funk
ie.Napríklad: binárnu funk
iu Max zade�nujeme:fun=2MaxMax (x; y) = x x > yMax (x; y) = y  x � y .Doteraz ste impli
itne, nevedomky miesto n-árny
h funk
ií de�novali i
h kon-trak
ie. Miesto fun=1 m�ºeme písa´ fun. Ako zisti´ kedy ";" je párova
ia funk
iaa kedy oddelova£ argumentov ? Na zistenie jednozna£nosti zave¤me nasledovnúkonven
iu. Ne
h f je n-árna funk
ia a m � n potom 
hápemef(x1; : : : ; xn�1; xn; : : : ; xm)ako f(x1; : : : ; xn�1| {z }oddelova£e ; (xn; : : : ; xm| {z }párova£e ))�iºe:� x1 je 1: argument� xn�1 je n� 1: argument� xn; : : : ; xm je n: argument .Ak by m < n, tak ide o zlý zápis apliká
ie f . Pri unárnej funk
ii v²etky ";" súpárova
ie funk
ie.



Kapitola 5Zoznamy5.1 Kódovanie kone£nej postupnostiNa minulej predná²ke sme si stru£ne na£rtli implementá
iu zoznamov v LISPEpomo
ou s- výrazov. Teraz zoznamy budeme implementova´ pomo
ou ";"-výrazov.
a1; 0 a1; a2; 0 a1; a2; a3; 0 a1; a2; : : : ; an; 0

a1 0 a1 a2 0 a1 a2 a3 0 a1 a2 an 0

Obrázok 5.1: ZoznamyZoznam je kone£ná postupnos´ prvkov (a1; : : : ; an).1. Ak n = 0 (prázdny zoznam), tak ho reprezentujeme ako 0.2. Ak n > 0, tak ho reprezentujeme ako na Obrázke 5.1.Pod©a dohody (a1; (a2; : : : ; (an; 0) : : : )) skra
ujeme na a1; : : : ; an; 0.D�leºitá poznámka: p-adi
ké sústavy nám umoºnili kódovanie kone£ný
hpostupností nad kone£nou abe
edou f1; : : : ; pg. Párová reprezentá
ia nám umoº-¬uje omnoho v²eobe
nej²ie kódovanie kone£ný
h postupností nad nekone£nouabe
edou N, ai m�ºe by´ ©ubovo©né prírodzené £íslo. �iºe sú moºné dva prípadyzoznamov:1. prázdny zoznam: 0 41

KAPITOLA 5. ZOZNAMY 422. neprázdny zoznam: x; y; kde x je prvý prvok a y je podzoznam-zvy²okzonamu.V²eobe
ne v párovej reprezentá
ii £íslo n je tvaru 0 ak n = 0 alebo je tvarux; y; kde x; y sú nejaké ";"-numerály ak n > 0. Z toho dostávame v CL-kupárovú diskriminá
iu:v hlaveF (0) = v1 : : :F (x; y) = v2 : : :v teleF (z) = v1  z = 0F (z) = v2  z = x; y .M�ºeme ma´ i vnorené podprípady. Napríklad:v vhlaveF (0) = v1 : : :F (x; 0) = v2 : : :F (x; y; z) = v3 : : :zmie²anáF (0) = v1F (x; p) = v2  p = 0F (x; p) = v3  p = y; zv teleF (r) = v1  r = 0F (r) = v2  r = x; p ^ p = 0F (r) = v3  r = x; p ^ p = y; zaleboF (r) = v1  r = 0F (r) = v2  r = x; 0F (r) = v3  r = x; y; z .5.2 Základné operá
ie nad zoznamamiPre
vi£íme si ju na nasledujú
i
h príklado
h.5.2.1 Prvý prvok.H (0) = 0 dohodaH (x; y) = x5.2.2 Zvy²ok zoznamu.T (0) = 0 dohodaT (x; y) = y



KAPITOLA 5. ZOZNAMY 435.2.3 D¨ºka zoznamu.L(0) = 0L(x; y) = L(y) + 1Výpo£et : L(0; 0; 0; 0) = L(0; 0; 0) + 1 = L(0; 0) + 1 + 1= L(0) + 1 + 1 + 1 = 0+ 1+ 1+ 1 = 3 :5.2.4 Konkatená
ia dvo
h zoznamov.0� y = y(x1; x2)� = x1; (x2 � y) = x1; x2 � yVýpo£et:(1; 2; 3; 0)� (4; 5; 0) = 1; (2; 3; 0)� (4; 5; 0) == 1; 2; (3; 0)� (4; 5; 0) == 1; 2; 3; 0� (4; 5; 0) = 1; 2; 3; 4; 5; 0 :5.2.5 Reverz.Rev(0) = 0Rev(x; y) = Rev(y)� (x; 0)Výpo£et:Rev(1; 2; 3; 0) = Rev(2; 3; 0)� (1; 0) = (Rev(3; 0)� (2; 0))� (1; 0)= ((Rev(0)� (3; 0))� (2; 0))� (1; 0)= ((0� (3; 0))� (2; 0))� (1; 0)= ((3; 0)� (2; 0))� (1; 0) = (3; 0� (2; 0))� (1; 0)= (3; 2; 0)� (1; 0) = 3; (2; 0)� (1; 0)= 3; 2; 0� (1; 0) = 3; 2; 1; 0 :Iteratívny:Rev(x) = Revi(x; 0)Revi(0; a) = aRevi((x; y); a) = Revi(y; x; a) .Výpo£et: Revi(1; 2; 3; 0) = Revi((1; 2; 3; 0); 0) == Revi((2; 3; 0); 1; 0)= Revi((3; 0); 2; 1; 0) = Revi(0; 3; 2; 1; 0)= Revi(3; 2; 1; 0) :

KAPITOLA 5. ZOZNAMY 445.2.6 i-ty prvok zoznamu. Po£ítame od nuly.Take(0; i) = 0 dohodaTake((x; y); 0) = xTake((x; y); i+ 1) = Take(y; i)Výpo£et: Take((1; 2; 3; 4; 0); 2) = Take((2; 3; 4; 0); 1)= Take((3; 4; 0); 0) = 3 :Take(0; 0) = 0 dohodaTake(0; x; y) = xTake(i+ 1; 0) = 0 dohodaTake(i+ 1; x+ y) = Take(i; y) .Výpo£et: Take(2; 1; 2; 3; 4; 0) = Take(1; 2; 3; 4; 0)= Take(0; 3; 4; 0) = 3 :5.2.7 Vymaºe prvý
h i prvkov.Drop(z; 0) = zDrop(z; i+ 1) = 0 z = 0Drop(z; i+ 1) = Drop(y; i) z = x; yVýpo£et: Drop((1; 2; 3; 0); 2) = Drop((2; 3; 0); 1)= Drop((3; 0); 0) = 3; 0 :Ak vymeníme argumentyDrop(0; z) = zDrop(i+ 1; 0) = 0Drop(i+ 1; x; y) = Drop(i; y)Výpo£et: Drop(2; 1; 2; 3; 0) = Drop(1; 2; 3; 0)= Drop(0; 3; 0) = 3; 0 :5.2.8 Párová ve©kos´.j0j = 0jx; yj = jxj+ jyj+ 1Výpo£et: j(0; 0); (0; 0)j = j0; 0j+ j0; 0j+ 1= j0jj0j+ 1 + j0j+ j0j+ 1 + 1= 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 = 3 :



Kapitola 6Predikáty6.1 De�ní
iaNa prvej predná²ke sme si 
harakterizovali jazyk logiky. Povedali sme si, ºeobsahuje symboli pre� premenné : x; y; z; : : :� logi
ké spojky: :;^;_;!; � kvanti�kátory: 8; 9� pomo
né symboly: (; )Tieto symboli súhrne nazveme logi
kými.6.1.1 Funk£né symboly. �alej, ºe obsahuje funk£né symboly s aritou � 0.(0-árne funk£né symboly 
hápeme ako symboly pre kon²tanty) a predikátovésymboly s aritou � 1. Tieto symboly súhrne nazveme ²pe
iálnymi. Ak mámenijakú mnoºinu (prvkov), doménu D m�ºeme funk£né symboly interpretova´,da´ im zmysel, význam pomo
ou funk
ií nad D: n-árnemu funk£nému symbolu,napr. f , priradíme n-árnu funk
iu, zna£me ju f I ,f I :Dn 7! D. V na²om výkladesme za zamerali na D = N a pre funk
ie nad N sme h©adali matemati
ky korek-tné de�ní
ie, pomo
ou ktorý
h sme dokázali po£íta´, vyhodno
ova´ de�novanéfunk
ie pre vstupné argumenty.6.1.2 Predikátové symboly. Analogi
ká situá
ia bude i pri predikátový
hsymbolo
h. Vy ste sa uº stretli s mnohými najmä binárnymi relá
iami (predikát-mi). Napr. na N :<;�;=; j. Pomo
ou binárneho predikátového symbolu = steozna£ovali mnoºinu-binárnu relá
iu, predikátf(x; x)jx 2 Ng � N2g45

KAPITOLA 6. PREDIKÁTY 46pomo
ou binárneho predikátového symbolu < ste ozna£ovali mnoºinu-binárnurelá
iu, predikátf(0; 1); (0; 2); : : : ; (0; n) : : :(1; 2); (1; 3); : : : ; (1; n) : : :(2; 3); (2; 4); : : :... g � N2 :Nad D je nejaká doména- mnoºina prvkov, predikátové symboly budeme in-terpretova´, dáva´ im význam, pomo
ou predikátov, relá
ií nad D: n-árnemupredikátovemu symbolu napr. P priradíme n-árny predikát(relá
iu), ozna£meju P I , P I � Dn. Opä´ v na²om výklade sa zameriavame na D = N a pre pre-dikáty, relá
ie nad N budeme h©ada´ korektné de�ní
ie a v CL-ku programova´klauzálne de�ní
ie, pomo
ou ktorý
h budeme s
hopné zisti´, vyhodnoti´ £i ni-jaké vstupné argumenty sú v de�novanej relá
ii, predikáte.6.2 PríkladyTeraz si spravýme nieko©ko jednodu
hý
h príkladov.6.2.1 Even. Matemati
ká de�ní
ia:Even(x)$ 9y(2:y = x) :Ako v CL-ku ? Napríklad pomo
ou mod m�ºeme spravi´ expli
itnú de�ní
iu:pred EvenEven  x mod 2 = 0 .Ak napríklad v okienku Query zadáme Even(8), tak v okienku Results dosta-neme true (naozaj 8 je párne). Pre Even dostaneme false (7 nie je párne).Keby sme ne
h
eli de�nova´ unárny predikát Even pomo
ou mod , m�ºemenapísa´ nasledovnú rekurzívnu klauzálnu de�ní
iu:predEvenEven(0)Even(x + 2) Even(x) .Matemati
ky: x � y $ 9z(x+ z = y) :V CL-ku m�ºeme spravi´ nasledujú
u klauzálnu de�ní
iu:0 � yx+ 1 � y + 1 x � y .Samozrejme �; <;�; >;=; 6= sú v CL-ku predde�nované. ASCII <=, <, >=,>, =, !=.



KAPITOLA 6. PREDIKÁTY 476.2.2 Pair. Predikát, ktorý platí ke¤ x je pár.Matemati
ky: Pair (x)$ 9x1; x2(x1; x2 = x) :Klauzálne:Pair (x) x = x1; x2aleboPair (x1; x2) .6.2.3 Triple. Predikát, ktorý platí, ke¤ x je troji
a.Matemati
ky: Triple(x)$ 9x1; x2; x3(x1; x2; x3 = x) :Klauzálne:Triple(x) x = x1; x2; x3aleboTriple(x1; x2; x3) .6.2.4 Ptriple. Predikát, ktorý platí, ke¤ x je pár trojí
.Matemati
ky:Ptriple(x)$ 9x1; x2(x1; x2 = x ^ Triple(x1) ^ Triple(x2)) :Klauzálne:Ptriple  x = x1; x2 ^ Triple(x1) ^ Triple(x2)aleboPtriple(x1; x2) Triple(x1) ^ Triple(x2) .6.2.5 Zúplnenie predikátov. Od na²í
h klauzálny
h de�ní
ii predikátovbudeme vyºadova´, aby podobne ako pri de�ní
ia
h funk
ií sp©¬ali1. výlu£nos´2. úplnos´3. podmienku regularity (existen
iu miery).Takisto tieto podmienky nám zaru£ia, ºe klauzálna de�ní
ia bude korektnede�nova´ relá
iu - relá
ia bude ur£ená jednozna£ne a bude existova´. Ke¤ sapozrieme na pred
hádzajú
e de�ní
ie, vidíme ihne¤, ºe sú výlu£né a rekurzívneaj regulárne. Ako je to s úplnos´ou ? Uvedené de�ní
ie nie sú úplne. Zúplnimei
h nasledovne:

KAPITOLA 6. PREDIKÁTY 48Even  x mod 2 = 0:Even  x mod 2 6= 0Even(0):Even(1)Even(x + 2) Even(x):Even(x+ 2) Even0 � y:x+ 1 � 0x+ 1 � y + 1 x � y:x+ 1 � y + 1 :x � x � y:Pair  x = 0Pair  x = x1; x2alebo:Pair (0)Pair (x1; x2):Triple(x) x = 0:Triple(x) x = x1; 0Triple(x) x = x1; x2; x3alebo:Triple(0):Triple(x1; 0)Triple(x1; x2; x3):Ptriple(x) x = 0:Ptriple(x) x = x1; x2 ^ :Triple(x1):Ptriple(x) x = x1; x2 ^ Triple(x1) ^ :Triple(x2)Ptriple(x) x = x1; x2 ^ Triple(x1) ^ Triple(x2)alebo:Ptriple(0):Ptriple(x1; x2) :Triple(x1):Ptriple(x1; x2) Triple(x1) ^ :Triple(x2)Ptriple(x1; x2) Triple(x1) ^ Triple(x2) .Vidíme, ºe teraz na²e doplnené klauzálne de�ní
ie sú naozaj úplne - pre kaºdýprípad existuje klauzula. Av²ak v²etky doplnené klauzuly sú tvaru:hlava : : : ;to jest sú negatívne. Podobne ako sme zúpl¬ovali funk
ie, pre v²etky prípady,pre ktorú neexistovala klauzula, sme sa dohodli, ºe F (:) = 0, budeme zúpl¬ova´ i



KAPITOLA 6. PREDIKÁTY 49predikátové de�ní
ie: pre v²etky prípady, pre ktoré neexistuje klauzula budemeuvaºova´ negatívne klauzuly : hlava : : : , t.j. , ºe v tý
hto prípado
h predikátneplatí. Preto v de�ní
ia
h nikdy nebudeme písa´ negatívne klauzuly (v CL-ku sú dokon
a zakázané). Na základe tejto konven
ie sú na²e pred
hádzajú
ede�ní
ie takto impli
itne úplne. Kapitola 7Charakteristi
ké funk
ieTeraz si povieme nie£o o 
harakteristi
ký
h funk
ia
h k predikátom a o tom akopomo
ou ni
h vyhodno
ujeme, po£ítame predikáty.Ne
h R je predikát, tak 
harakteristi
ká funk
ia k R, ozna£ená ako R� musísp¨¬a´ nasledujú
e podmienky:P1: R� = 0 _R�(x) = 1P2: R(x)$ R�(x) = 1 .Z toho bezprostredne vyplýva:R�(x) = 1! R(x)R�(x) = 0! :R(x)(z :R(x)  :F�(x) = 1 a P1). Po¤me si nájs´ k de�novaným predikátom
harakteristi
ké funk
ie:Even�(x) x mod 2 = 0Even�(x) = 0 x mod 2 6= 0 je zúplnenie, ktoré je impli
itné, leboEven�(x) = 0 ;preto ho nemusíme písa´.Even�(0) = 1Even�(1) = 0 zúplnenie impli
itnéEven�(x+ 2) = 1 Even�(x) = 1Even�(x+ 2) = 0 Even�(x) = 0 zúplnenie expli
itnéV²imnime si, ºe klauzuly tvaru P�(�a) = 0  : : : odpovedajú negatívnymklauzulám tvaru :P(�a) a na základe na²i
h dvo
h doh�d pre impli
itné zúplne-nie funk£ný
h a predikátový
h de�ní
ií svorne vyna
háme. Kedºe ne
h
emezbyto£ne roz²irova´ ná² výpo£tový model a 
h
eme na¤alej zosta´ pri vyhodno-
ovaní funk
ií, predikáty budeme vyhodno
ova´ pomo
ou i
h 
harakteristi
ký
h50



KAPITOLA 7. CHARAKTERISTICKÉ FUNKCIE 51fun
kií. Ak 
harakteristi
ká funk
ia sa vyhodnotí do 1 pre daný vstup tak po-tom predikát pre daný vstup platí. A naopak ak sa 
har. funk
ia vyhodnotí do0, predikát pre daný vstup neplatí. Príklad:0��y = 1x+ 1�� = 0 zúplneniex+ 1��y + 1 = 1 x��y = 1x+ 1��y + 1 = 0 x��y = 0 zúplnenie2 � 3 je true2��3 = 11��2 = 1 -preto0��1 = 1 -preto3 � 2 je false3��3 = 02��1 = 0 -preto1��0 = 1 -pretoSkúsme si nasledovný výpo£et pre rekurzívnu de�ní
iu Even(x). Budeme po£í-ta´ Even(8):Even�(8) = 1Even�(6) = 1 -pretoEven�(4) = 1 -pretoEven�(2) = 1 -pretoEven�(0) = 1 -pretopreto je Even(8) true.Po£ítajme Even(7):Even�(7) = 1Even�(5) = 0 -pretoEven�(3) = 0 -pretoEven�(1) = 0 -pretopreto je Even(7) false. Takºe, predikát Even sa pomo
ou jeho 
harakteristi
kejfunk
ie vyhodno
uje správne.�Pair�(x) = 0 x = 0Pair�(x) = 1 x = x1; x2alebo�Pair�(0) = 0Pair�(x1; x2) = 1�Triple�(x) = 0 x = 0�Triple�(x) = 0 x = x1; 0Triple�(x) = 1 x = x1; x2; x3

KAPITOLA 7. CHARAKTERISTICKÉ FUNKCIE 52alebo�Triple�(0) = 0�Triple�(x1; 0) = 0Triple�(x1; x2; x3) = 1�Ptriple�(x) = 0 x = 0�Ptriple�(x) = 0 x = x1; x2 ^ Triple�(x1) = 0�Ptriple�(x) = 0 x = x1; x2 ^ Triple�(x1) = 1 ^ Triple�(x2) = 0Ptriple�(x) = 1 x = x1; x2 ^ Triple�(x1) = 1 ^ Ptriple�(x2) = 1�Ptriple�(0) = 0�Ptriple�(x1; x2) = 0 Triple�(x1) = 0�Ptriple�(x1; x2) = 0 Triple�(x1) = 1 ^ Triple�(x2) = 0Ptriple�(x1; x2) = 1 Triple�(x1) = 1 ^ Triple�(x2) = 17.0.6 Predikát Eq. Zade�nujme si ¤al²í predikát:Eq(x; y)$ x = y :Pomo
ou párovej rekurzie:Eq(0; 0)Eq((x1; x2); y1; y2) Eq(x1; y1) ^ Eq(x2; y2) .(vyuºívame P1 vlastnos´ párova
iej funk
ie ";"-jej injektívnos´)Úplná de�ní
ia::Eq(0)Eq(0; 0):Eq(0; y1; y2):Eq((x1; x2); 0):Eq((x1; x2); y1; y2) :Eq(x1; y1):Eq((x1; x2); y1; y2) Eq(x1; y1) ^ :Eq(x2; y2):Eq((x1; x2); y1; y2) Eq(x2; y2) .K tomu priamo£iaro spravíme 
harakteristi
kú funk
iu:Eq�(0) = 0Eq�(0; 0) = 0Eq�(0; y1; y2) = 0Eq�((x1; x2); 0) = 0Eq�((x1; x2); y1; y2) = 0 Eq�(x1; y1) = 0Eq�((x1; x2); y1; y2) = 0 Eq�(x1; y1) = 1 ^ Eq�(x2; y2) = 0Eq�((x1; x2); y1; y2) = 1 Eq�(x1; y1) = 1 ^ Eq�(x2; y2) = 1 .Podobne ako v minulý
h príklado
h, pozitívne klauzuly z de�ní
ie prediká-tu odpovedajú klauzulám s hodnotou 1 v de�ní
ií 
harakteristi
kej funk
ie anegatívne klauzuly-klauzulám s hodnotou 0. �iºeEq�(�x) = 1 odpovedá Eq(�x)



KAPITOLA 7. CHARAKTERISTICKÉ FUNKCIE 53a analogi
ky Eq�(�x) = 0 odpovedá :Eq(�x) :Na základe tohto faktu dokáºeme syntakty
ky priamo£iaro prepisova´ de�ní
iupredikátov na de�ní
ie i
h 
harakteristi
ký
h funk
ií a naopak. Sta£í prepísa´p(�x) na p�(�x) = 1:p(�x) na p�(�x) = 0a naopak.Výpo£et Eq�((0; 0); 0; 0):Eq�((0; 0); 0; 0) = 1Eq�(0; 0) = 1 ^ Eq�(0; 0) = 1 -preto£iºe Eq((0; 0); 0; 0) je true.Výpo£et Eq((0; 0); 0; 0; 0):Eq�((0; 0); 0; 0; 0) = 1Eq�(0; 0) = 1 ^ Eq�(0; 0; 0) = 0 -preto£iºe Eq((0; 0); 0; 0; 0) je false.7.0.7 By´ prvkom. Skúsme si ¤al²í predikát na zoznamo
h: x " y - x jeprvkom zoznamu y. Matemati
ky:x " y $ 9z19z2(z1 � (x; z2) = y) :Klauzálna de�ní
ia:pred=2 "x " (v; y) x = vx " (v; y) x 6= v ^ x " y .Úplná de�ní
ia:x 6 " 0x " (v; y) x = vx " (v; y) x 6= v ^ x " yx 6 " (v; y) x 6= v ^ x 6 " y .Charakteristi
ká funk
ia:fun=2 "�x "� 0x "� (v; y) = 1 x = vx "� (v; y) = 1 x 6= v ^ x "� y = 1x "� (v; y) = 0 x 6= v ^ x "� y = 0 .

KAPITOLA 7. CHARAKTERISTICKÉ FUNKCIE 54Skúsme si nijaký výpo£et.Výpo£et 2 " (1; 2; 3; 0):2 "�(1; 2; 3; 0) = 12 6= 1 ^ 2 "� (2; 3; 0) = 1 -preto2 = 2 -preto,£iºe 2 " (1; 2; 3; 0) je true.Výpo£et pre 4 "� (1; 2; 3; 0):4 "�(1; 2; 3; 0) = 04 6= 1^4 "� (2; 3; 0) = 0 -preto4 6= 2^4 "�(3; 0) = 0 -preto4 6= 3 ^ 4 "� 0 = 0 -preto,£iºe 4 "� (1; 2; 3; 0) je false.Poznámka: predikát " je v CL-ku uº predde�novaný, ASCII ozna£enie: inpre ", !in pre 6 ". Pre�x (x; y) je za£iato£ným podre´az
om y. Matemati
ky:Pre�x (x; y)$ 9z(x� z = y) :Klauzálne Pre�x :pred=2 Pre�xPre�x(0; y)Pre�x((x1; x2); y1; y2) x1 = y1 ^ Pre�x (x1; y2) .Úplná de�ní
ia:Pre�x(0; y):Pre�x ((x1; x2); 0):Pre�x ((x1; x2); y1; y2) x1 6= y1:Pre�x ((x1; x2); y1; y2) x1 = y1 ^ :Pre�x (x2; y2)Pre�x((x1; x2); y1; y2) x1 = y1 ^ Pre�x (x2; y2) .Charakteristi
ká funk
ia:fun=2 Pre�x�Pre�x�(0; y) = 1Pre�x�((x1; x2); 0) = 0Pre�x�((x1; x2); y1; y2) = 0 x1 6= y1Pre�x�((x1; x2); y1; y2) = 0 x1 = y1 ^ Pre�x�(x2; y2) = 0Pre�x�((x1; x2); y1; y2) = 1 x1 = y1 ^ Pre�x�(x2; y2) = 1 .Výpo£et Pre�x((1; 2; 0); 1; 2; 3; 0):Pre�x�((1; 2; 0); 1; 2; 3; 0) = 11 = 1 ^ Pre�x�((2; 0); (2; 3; 0)) = 1 -preto2 = 2 ^ Pre�x�(0; 3; 0) = 1 -preto



KAPITOLA 7. CHARAKTERISTICKÉ FUNKCIE 55£iºe Pre�x ((1; 2; 0); 1; 2; 3; 0) je true.Výpo£et Pre�x((1; 3; 0); 1; 2; 3; 0):Pre�x�((1; 3; 0); 1; 2; 3; 0) = 01 = 1 ^ Pre�x�((3; 0); 2; 3; 0)= 0 -preto3 6= 2 -preto£iºe Pre�x ((1; 3; 0); 1; 2; 3; 0) je false.7.0.8 Su�x. SuÆx(x; y) - x je kon
ovým podre´az
om y. Matemati
ky:SuÆx(x; y)$ 9z(z � x = y) :Klauzálne:pred=2SuÆxSuÆx(x; 0) x = 0SuÆx(x; y1; y2) x = y1; y2SuÆx(x; y1; y2) x 6= y1; y2 ^ SuÆx(x; y2) .Úplná de�ní
ia:SuÆx(x; 0) x = 0:SuÆx(x; 0) x 6= 0SuÆx(x; y1; y2) x = y1; y2SuÆx(x; y1; y2) x 6= y1; y2 ^ SuÆx(x; y2):SuÆx(x; y1; y2) x 6= y1; y2 ^ :SuÆx(x; y2) .Charakteristi
ká funk
ia SuÆx�:fun=2SuÆx�SuÆx�(x; 0) = 1 x = 0SuÆx�(x; 0) = 0 x 6= 0SuÆx�(x; y1; y2) = 1 x = y1; y2SuÆx�(x; y1; y2) = 1 x 6= y1; y2 ^ SuÆx�(x; y2) = 1SuÆx�(x; y1; y2) = 0 x 6= y1; y2 ^ SuÆx�(x; y2) = 0 .Výpo£et SuÆx(2; 3; 0); 1; 2; 3; 0):SuÆx�((2; 3; 0); 1; 2; 3; 0) = 12; 3; 0 6= 1; 2; 3; 0^ SuÆx�((2; 3; 0); 2; 3; 0)= 1 -preto2; 3; 0 = 2; 3; 0 -preto£iºe SuÆx((2; 3; 0); 1; 2; 3; 0) je true.Výpo£et SuÆx((1; 3; 0); 1; 2; 3; 0):SuÆx�((1; 3; 0); 1; 2; 3; 0) = 01; 3; 06= 1; 2; 3; 0^ SuÆx�((1; 3; 0); 2; 3; 0) = 0^ -preto1; 3; 06= 2; 3; 0 ^ SuÆx�((1; 3; 0); 3; 0) = 0 -preto1; 3; 0 6= 3; 0 ^ SuÆx�((1; 3; 0); 0)= 0 -preto1; 3; 0 6= 0 -preto£iºe SuÆx((2; 3; 0); 1; 2; 3; 0) je false.

KAPITOLA 7. CHARAKTERISTICKÉ FUNKCIE 567.0.9 Podre´aze
. Substr(x; y) -x je podre´az
om y.Matemati
ky: Substr(x; y)$ 9z1; z2(z1 � x� z2 = y) :Klauzálne:pred=2SubstrSubstr(x; 0) = 0Substr(x; y1; y2) Ptre�x (x; y1; y2)Substr(x; y1; y2) :Pre�x (x; y1; y2) ^ Substr(x; y2) .Úplná de�ní
ia:Substr(x; 0) x = 0:Substr(x; 0) x 6= 0Substr(x; y1; y2) Pre�x (x; y1; y2):Substr(x; y1; y2) :Pre�x (x; y1; y2) ^ :Substr(x; y2) .Charakteristi
ká funk
ia:fun=2SubstrSubstr�(x; 0) = 1 x = 0Substr�(x; 0) = 0 x 6= 0Substr�(x; y1; y2) = 1 Pre�x(x; y1; y2)Substr�(x; y1; y2) = 1 :Pre�x (x; y1; y2) ^ Substr�(x; y2) = 1Substr�(x; y1; y2) = 0 :Pre�x (x; y1; y2) ^ Substr�(x; y2) = 0 .Výpo£et Substr((1; 2; 0); 3; 4; 1; 2; 3; 0):Substr�((1; 2; 0); 3; 4; 1; 2; 3; 0) = 1:Pre�x ((1; 2; 0); 3; 4; 1; 2; 3; 0)^ Substr�(1; 2; 0); 4; 1; 2; 3; 0) = 1 -preto:Pre�x((1; 2; 0); 4; 1; 2; 3; 0)^ Substr�(1; 2; 0); 1; 2; 3; 0) = 1 -pretoPre�x ((1; 2; 0); 1; 2; 3; 0) -preto£iºe Substr((1; 2; 0); 3; 4; 2; 3; 0) je true.Výpo£et Substr((1; 2; 0); 3; 4; 3; 0):Substr�((1; 2; 0); 3; 4; 3; 0) = 0:Pre�x ((1; 2; 0); 3; 4; 3; 0)^ Substr�(1; 2; 0); 4; 3; 0) = 0 -preto:Pre�x((1; 2; 0); 4; 3; 0) ^ Substr�(1; 2; 0); 3; 0) = 0 -preto:Pre�x ((1; 2; 0); 3; 0) ^ Substr�(1; 2; 0); 0) = 0 -pretoPre�x((1; 2; 0); 1; 2; 3; 0) -preto£iºe Substr((1; 2; 0); 3; 4; 3; 0) je false.



Kapitola 8Unárne predikáty verzusn-árnePodobne ako pri funk
ia
h aj pomo
ou unárny
h predikátov a párova
ej fun
kie,dokáºeme vyjadri´ n-árne predikáty. Ne
h p je n-árny predikát, budeme k nemude�nova´ unárnu kontrak
iu < p > nasledovne:< p > (x)$ 9x1; : : : ; xn(x = x1; : : : ; xn| {z }párova£e ^ p(x1; : : : ; xn| {z }oddelova£e )) :Potom platí: < p > (jeden argumentz }| {(x1; : : : ; xn| {z }párova£e ) $ p(x1; : : : ; xn| {z }oddelova£e ) :Ak p je unárny predikát tak potom < p >= p. CL-ko umoºnuje de�nova´lubovo©né n-árne predikáty: pred=n=p; ak zapí²eme iba pred=p tak je to skratkaza pred pred=1=p. Konven
ia:ne
h p je n-árny predikát a m � n tak potomp(x1; : : : ; xn�1; xn; xn+1; : : : ; xm)
hápeme ako p(x1; : : : ; xn�1| {z }oddelova£e ; (xn; xn+1; : : : ; xm| {z }párova£e )) ;Ak m < n tak ide o syntakti
ky 
hybný zápis.1: argument je x1n� 1: argument je xn � 1n: argument je (xn; xn+1; : : : ; xm). 57

KAPITOLA 8. UNÁRNE PREDIKÁTY VERZUS N -ÁRNE 588.1 Predde�nované predikáty (formáty)8.1.1 N(x). N (x)$ x je prirodzené £ísloKedºe uvaºujeme prirodzené £ísla, vºdy pravdivý.Klauzálna de�ní
ia:N (0)N (x+ 1) N (x) .Má bo£ný zobrazova
í efekt: ke¤ napí²eme v okienku Query �=x:N (pouºije Nako formát), v okienku Results dostanemetrue for:x=de
imálna kon²tanta ,£iºe hodnota x-prirodzené £íslo sa sformátuje a zobrazí do de
imálnej kon²tanty.8.1.2 N2 (x). N2 (x)$ x je prirodzené £ísloKlauzálna de�ní
ia:N2 (0)N2 (x1) N2 (x)N2 (x2) N2 (x) ,kdeS1 (x) = 2x+ 1 = x1S2 (x) = 2x+ 2 = x2 .Má bo£ný zobrazova
í efekt:� Query: �=x:N2� Results:true for:x=diadi
ká kon²tantaNapríklad: 8=x:N2!x=0112.8.1.3 P (x). P (x)$ x je prirodzené £ísloKlauzálna de�ní
ia:



KAPITOLA 8. UNÁRNE PREDIKÁTY VERZUS N -ÁRNE 59P(0)P(x; y) P ^ P(y) .Bo£ný zobrazova
í efekt:� Query: �=x:P� Results:true for:x=párový, £iarkový numeral (£iarková kon²tanta)Napríklad: 8=x:P!x=((0,0),0),0).8.1.4 M(x). M (x)$ x je prirodzené £ísloKlauzálna de�ní
ia:M (x) .Vºdy platí, pre ©ubovo©né x.Bo£ný zobrazova
í efekt:� Query: �=x:M� Results:true for:x=mixovaná £iarkovode�novaná kon²tantaNapríklad.: 8,7=x:M!x=8,7 alebo 8,S1S2(0)=x:M!x=8,5.8.1.5 Ch(x). Ch(x)$ x < 256Klauzálna de�ní
ia:Ch(x) x < 256 .Bo£ný zobrazova
í efekt:� Query: �=x:Ch� Results:true for:(ak hodnota x < 256) x="znak s ASCII hodnotou x"Napríklad: 100=x:Ch!x="d" alebo 300=x:Ch!x=?C?(300).Napríklad: "d"=x(:M)!x=100.

KAPITOLA 8. UNÁRNE PREDIKÁTY VERZUS N -ÁRNE 608.1.6 Ln(x). Ln(x)$x je zoznamx je prirodzené £ísloKlauzálna de�ní
ia:Ln(0)Ln(x; y) N (x) ^ Ln(y) .Bo£ný zobrazova
í efekt:� Query: �=x:Ln� Results:true for:x=x1; x2; : : : ; xk; 0; kde xi sú de
imálne kon²tantyNapríklad: 100=x:Ln!x=0,16,0 alebo 9=x:Ln!x=0,0,0,0,0.8.1.7 Str(x).Str(x)$ xje re´aze
, zoznam 
harov x = x1; : : : ; xn; 0; kde xi < 256Klauzálna de�ní
ia:Str(0)Str(x; y) Ch(x) ^ Str(y) .Bo£ný zobrazova
í efekt:� Query: �=x:Str� Results:true for:x = 0
1 : : : 
k0, kde �=x:Ln!x=x1; : : : ; xk; 0 a xi je ASCII hodnotapre znak 
iNapríklad:� 300,0 = x:Str!x=?S?(300,0)� 100,101,102,0=x:Str!'def'� 'def'=x(:ln)(:M)!100,101,102,0� kon²tantu- re´aze
 0
1 : : : 
0k m�ºeme pouºíva´, je skratkou za zoznamx1; : : : ; xk ; 0; kde xi je ASCII hodnota 
i



KAPITOLA 8. UNÁRNE PREDIKÁTY VERZUS N -ÁRNE 61� v re´az
i m�ºete zada´ znak 
i aj akoxi, kde xi je ASCII hodnota (3 miestna) 
i.� V module Standard sú zade�nované ²tandardné de�ní
ie. Dostane sa tamtak, ºe sa nastavíte na £iarku nad in
l Standard a stla£íte F4 (rozbalíteaj zbalíte okno).� m�ºeme rozby´ i zloºené 
iele: �1=x:F1 & �2=y:F2 : : :8.1.8 Moºnos´ de�novania predikátov. M�ºeme si aj my de�nova´ pre-dikáty- formáty typu Ln £i Str . V²eobe
ná s
héma:Lt(0)Lt(x; y) T (x) ^ Lt(y)kde T je nejaký predikát s bo£ným zobrazova
ím efektom. Potom ak zadáme vQuery �=x:Lt, dostaneme v Resultstrue for:x=x1:T,: : : ; xk:T,0; kde x = x1; : : : ; xk; 0.Napríklad:Ln2 (0)Ln2 (x; y) N 2(x) ^ Ln2 (y)� x:Ln2 sa zapí²e ako zoznam diadi
ký
h kon²tánt� 4,5,6,0 = x:Ln2  012; 021; 022; 0Lln(0)Lln(x; y) Ln(x) ^ Lln(y)� x:Lln sa zapí²e ako zoznam, zoznamov (s de
imálnymi kon²tantami).� 4,5,6=x:Lln!(0,0,0,0),(0,1,0),(1,0,0),0� 1,2,4,9,0=x:Lln!(0,0),(0,0,0),(0,0,0,0),(0,0,0,0,0),0Lln2 (0)Lln2 (x; y) Ln2 (x) ^ Lln2 (y)� x:Lln2 sa zapí²e ako zoznam, zoznamov s diadi
kými kon²tantami.� (4,5,0),(6,7,),0=x:Lln2!(012; 021; 0); (022; 0111; 0); 0Lstr(0)Lstr(x; y) Str(x) ^ Lstr(y)� x:Lstr sa zapí²e ako zoznam re´az
ov� (97,98,0),(99,100,0),0=x:Lstr!'ab','
d',0

KAPITOLA 8. UNÁRNE PREDIKÁTY VERZUS N -ÁRNE 62Taktieº m�ºeme de�nova´ i kartézsky sú£in typov:R(x1; : : : ; xn)! T1(x1) ^ : : : ^ Tn(xn) ,kde Ti je nijaký predikát s bo£ným zobrazova
ím efektom. Potom ak zadámev Query T = x : R dostaneme v Resultstrue for:x1 : T1; : : : ; xk : Tk; kde x = x1; : : : ; xk.Napríklad:N
h(x; y) N (x) ^ Ch(x)99,100=x:N
h!99,"d"N
hd(x; y; z) N (x) ^ Ch(y) ^ N2 (z)99,100,5=x:N
hd!99,"d",021 .



Kapitola 9MnoºinyNa mimulí
h predná²ka
h sme si ukázali ako implementova´, kódova´ zozna-my, zloºitej²í dátový typ, pomo
ou prirodzený
h £ísel a párova
ej funk
ie ";".Teraz sa budeme zaobera´ ¤al²ím typom - ko¬e£nými mnoºinami prírodzený
h£ísel. Budeme i
h reprezentova´ pomo
ou ostro usporiadaný
h zoznamov. �ísloa = x1; : : : ; xn; 0, kde x1 < x2 < x : : : < xn, bude kódom kone£nej mnoºinyprirodzený
h £ísel A = fx1; : : : ; xng. Predikát Ord(x), ktorý platí ak x je ostrousporiadaný zoznam, má nasledovnú de�ní
iu.Matemati
ky: Ord(x)$ 8y; a; b; z(x = y � (a; b; z)! a < b) :Klauzálne:Ord(0)Ord(x; 0)Ord(x; y; z) x < y ^Ord(y; z) .Za mnoºinu budeme povaºova´ ostro usporiadnaý zoznam. Matemti
kySet(x)$ Ord(x) :KlauzálneSet(x) Ord(x) .9.1 Operá
ie na mnoºiná
hPo¤me si naprogramova´ základné opereá
ie a predikáty na mnoºiná
h.9.1.1 Prázdna mnoºina. Matemati
ky:Set ! Empty(x)$ x = 0 :Klauzálne:Empty(0) . 63

KAPITOLA 9. MNO�INY 649.1.2 By´ prvkom noºiny. Matemati
ky:Set ! x 2 y $ x " y :Klauzálne:x 2 y  x " y .Bez " vyuºijú
 usporiadanos´ y:x 2 (y1; y2) x = y1x 2 (y1; y2) x > y1 ^ x 2 y2 .9.1.3 Rovnos´ dvo
h mnoºín.1. pomo
ou zabudovaného =Matemati
ky: Set(x) ^ Set(y)! x � y $ x = y:Klauzálne:x � y  x = y .2. vyuºívajú
 vlastnos´- axiómu mnoºín, ºe dve mnoºiny sa rovnajú, ak majúrovnaké prvky:Matemati
ky:Set(x) ^ Set(y)! x � y $ 8z(z 2 x$ z 2 y) :Klauzálne (vyuºijeme usporiadanos´ zoznamov reprezentajú
i
h mnoºiny):0 � 0(x1; x2) � (y1; y2) x1 = y1 ^ x2 � y2 .9.1.4 Podmnoºina. Matemati
ky:Set(x) ^ Set(y)! x � y $ 8z(z 2 x! z 2 y) :Klauzálne:0 � (y1; y2) x1 = y1 ^ x2 � y2(x1; x2) � (y1; y2) x1 > y1 ^ (x1; x2) � y2 .9.1.5 Prienik dvo
h mnoºín. Matemati
ky:Set(x) ^ Set(y)! Set(x \ y)Set(x) ^ Set(y)! 8z(z 2 x \ y $ z 2 x ^ z 2 y) :Klauzálne:0 \ y = 0(x1; x2) \ 0 = 0(x1; x2) \ (y1; y2) = x1; x2 \ y2  x1 = y1(x1; x2) \ (y1; y2) = x2 \ (y1; y2) x1 < y1(x1; x2) \ (y1; y2) = (x1; x2) \ y2  x1 > y1 .



KAPITOLA 9. MNO�INY 659.1.6 Rozdiel dvo
h mnoºín. Matemati
ky:Set ^ Set(y)! Set(x n y)Set ^ Set(y)! 8z(z 2 x n y $ z 2 x ^ z 2 y) :Klauzálna de�ní
ia:0 n y = 0(x1; x2) n 0 = x1; x2(x1; x2) n (y1; y2) = x2 n y2  x1 = y1(x1; x2) n (y1; y2) = x1; x2 n (y1; y2) x1 < y1(x1; x2) n (y1; y2) = (x1; x2) n y2  x1 > y1 .9.1.7 Zjednotenie dvo
h mnoºín. Matemati
ky:Set(x) ^ Set(y)! Set(x [ y)Set(x) ^ Set(y)! 8z(z 2 x [ y $ z 2 x _ z 2 y) :Klauzálne:0 [ y = 0(x1; x2) [ 0 = x1; x2(x1; x2) [ (y1; y2) = x1; x2 [ y2  x1 = y1(x1; x2) [ (y1; y2) = x1; x2 [ (y1; y2) x1 < y1(x1; x2) [ (y1; y2) = y1; (x1; x2) [ y2  x1 > y1 .9.1.8 Symetri
ká de�ní
ia dvo
h mnoºín. Matemati
ká de�ní
ia:Set(x) ^ Set(y)! Set(x4 y)Set(x) ^ Set(y)! x4 y = (xn) [ (y n x) :Klauzálna de�ní
ia:04 y = y(x1; x2)4 0 = x1; x2(x1; x2)4 (y1; y2) = x2 4 y2  x1 = y1(x1; x2)4 (y1; y2) = x1; x2 4 (y1; y2) x1 < y1(x1; x2)4 (y1; y2) = y1; (x1; x2)4 x1 > y1 .9.1.9 Disjunktné mnoºiny. Matemati
ká de�ní
ia:Set(x) ^ Set(y)! 8x � y $ x \ y = 0alebo Set(x) ^ Set(y)! 8x � y $ x [ y = x4 y :Vieme, ºe x [ y � x4 y. Klauzálna de�ní
ia:0 � y(x1; x2) � 0(x1; x2) � (y1; y2) x1 < y1 ^ x2 � (y1; y2)(x1; x2) � (y1; y2) x1 > y1 ^ (x1; x2) � y2 .

Kapitola 10Kombinatori
ké úlohy nazoznamo
h10.1 Základné operá
ie10.1.1 Interleave. Skúsme si zade�nova´ funk
iu Interleave(x; y); kde x jenejaký prvok; y je zoznam; ktorá nám vráti zoznam v²etký
h vloºení prvku xdo zoznamu y. Napríklad:Interleave(1; 2; 3; 0) = (1; 2; 3; 0); (2; 1; 3; 0); (2; 3; 1; 0); 0:Matemati
ká ²pe
i�ká
ia:z " Interleave(x; y)$ 9y19y2(y = y1 � y2 ^ z = y1 � (x; y2)) :Klauzálna de�ní
ia:Interleave(x; 0) = (x; 0); 0Interleave(x; y1; y2) = (x; y1; y2);Map1(y1; Interleave(x; y2)) ,kdeMap1(x; 0) = 0Map1(x; y1; y2) = (x; y1);Map1(x; y2) .10.1.2 Subsequen
e. Zade�nujme si predikát Subsequen
e, ktorý platí akzoznam x je podpostupnos´ou (vybranou postupnos´ou) zoznamy y. Matemat-i
ká de�ní
ia:Subsequen
e(x; y)$9i(Ord(i) ^ L(i) = L(x) ^ i 6= 0! Last(i) < L(y) ^Maxl(i) < L(y) ^8j < L(x)(Take(j; x) = Take(Take(j; i); y))) :66



KAPITOLA 10. KOMBINATORICKÉ ÚLOHY NA ZOZNAMOCH 67�iºe existuje korektná rastú
a postupnos´ indexov i taká, ºe8j < L(i) : xj = yj :Klauzálna de�ní
ia:Subsequen
e(0; y)Subsequen
e((x1; x2); y1; y2) x1 = y1 ^ Subsequen
e(x2; y2)Subsequen
e((x1; x2); y1; y2) x1 6= y1 ^ Subsequen
e((x1; x2); y2) .10.1.3 Subseqlist. Teraz skúsme pre daný zoznam y vytvori´ zoznam v²et-ký
h podpostupností y-nu.Matemati
ky: x " Subseqlist(y)$ Subseqlist(x; y) :Klauzálne:Subseqlist(0) = 0; 0Subseqlist(y1; y2) =Map2(y1; Subseqlist(y2)) ,kdeMap2(x; 0) = 0Map2(x; y1; y2) = (x; y1); y1;Map2(x; y2) .10.1.4 Zoznam v²etký
h k-prvkovýh podpostupností y-nu. k-prvkovápodpostupnos´ x postupnosti y je de�novaná nasledovne:Subsequen
ek(k; x; y)$ Subsequen
e(x; y) ^ L(x) = k :Klauzálne:Subsequen
ek(k; x; y) L(x) = k ^ Subsequen
ekSubsequen
ek(k + 1; (x1; x2); y1; y2) x1 = y1 ^ Subsequen
ek (k; x2; y2)Subsequen
ek(k + 1; (x1; x2); y1; y2) x1 6= y1 ^ Subsequen
ek (k; (x1; x2); y2) .Skúsme pre dané k a zoznam y vytvori´ zoznam v²etký
h k-prvkový
h podpos-tupností y-nu- Subsequen
ek(k; y).Matemati
ky: x 2 Subseqlistk(k; y)$ Subsequen
ek(k; x; y) :Klauzálne:Subseqlistk(0; y) = 0; 0Subseqlistk(k + 1; 0) = 0Subseqlistk(k + 1; y1; y2) =Map3(y1; Subseqlistk(k; y2)� Subseqlistk(k + 1; y2)Map3(x; 0) = 0Map3(x; y1; y2) = (x; y1);Map3(x; y2) .

KAPITOLA 10. KOMBINATORICKÉ ÚLOHY NA ZOZNAMOCH 6810.1.5 Partition. Zade�nujme si predikát Partition(x; y), ktorý platí ak x =x1; : : : ; xn; 0 (xi 6= 0) a x1� : : :�xn = y. �iºe x je akýsi "rozsekanie" zoznamuy na neprázdne £asti xi, ktoré dokopy po konkatená
ii dávaju opä´ zoznam y.Matemati
ky: Partition(x; y)$ Union(x) = y ^ 0 6 " x ;kde Union(0) = 0Union(x1; x2) = x1 �Union(x2) :Skúsme si teraz zade�nova´ funk
iu Parts(y), ktorá nám vrátí zoznam v²etký
h"rozsekaní" y-nu na neprázdne £asti.Matemati
ky: x 2 Parts(y)$ Partition(x; y) :Klauzálne:Parts = 0; 0Parts(y1; y2) = Map4(y1;Parts(y2)) ,kdeMap4(x; 0) = 0Map4(x; 0; y2) = ((x; 0); 0);Map4(x; y2)Map4(x; (y11; y12); y2) = ((x; 0); y11; y12); ((x; y11); y12);Map4(x; y2)Parts(0) = 0; 0Parts(y1; 0) = ((y1; 0); 0Parts(y1; y2; y3) = Map4(y1;Parts(y2; y3)) .Pripomenme, ºe kone£ná postupnos´ prirodzený
h £ísel 0 d¨ºke n � 0 jeunárna funk
ia tvaru f : f0; : : : ; n�1g ! N. Kone£nú postupnos´ prirodzený
h£ísel x0; : : : ; xn�1 o d¨ºke n m�ºeme priamo kódova´ £íslom, zoznamom �x =x0; : : : ; xn�1; 0 (L = n). Prázdnu postupnos´, n = 0, je teda kódovaná prázd-nym zoznamom.10.1.6 Permutá
ia. Permutá
iou o d¨ºke n budeme rozumie´ kone£nú pos-tupnos´, ktorá je bijek
iou na mnoºine f0; 1; : : : ; n� 1g. Skúsme si zade�nova´funk
iu Perms(n), ktorá vráti zoznam v²etký
h permutí
ií o dlºke n:Perms(0) = 0; 0Perms(n+ 1) = Map5(n;Perms(n))Map5(x; 0) = 0Map5(x; y1; y2) = Interleave �Map5(x; y2) .



KAPITOLA 10. KOMBINATORICKÉ ÚLOHY NA ZOZNAMOCH 6910.2 TriedeniaTeraz sa budeme zaobera´ skupinou funk
ií, ktoré nám dokáºu vstupný neuspo-riadaný zoznam usporiada´ pod©a velkosti prvkov-£ísel.Najsk�r si zade�nujme predikátOrdl(x), ktorý platí ak zoznam x je (neostro)usporiadaný:Matemati
ká de�ní
ia:Ordl(x)$ 8y; a; b; z(x = y � (a; b; z)! a � b) :Klauzálna de�ní
ia:Ordl(0)Ordl(x; 0)Ordl(x; y; z) x � y ^Ordl(y; z) .Okrem usporiadanosti od výstupného zoznamu budeme e²te vyºadova´, abybol preusporiadaním- premutá
iou vstupného zoznamu. De�nujeme si predikátPerm(x; y), ktorý platí ak zoznam x je permutá
iou zoznamu y.matemati
ky:Perm(0; y)$ y = 0Perm((x1; x2); y)$ 9y1; y2(y = y1 � (x1; y2) ^ Perm(x2; y1 � y2) :Z toho dostávame nasledovnú klauzálnu de�ní
iu:Perm(0; 0)Perm((x1; x2); y) Mem(x1; y) = y1; y2 ^ Perm(x2; y1 � y2 ,kde pomo
ná funk
ia Mem(x; y) má nasledovné vlastnosti:x " y ! 9y1; y2(Mem(x; y) = y1; y2 ^ y = y1 � x; y2)x 6 " y ! Mem(x; y) = 0 :Klauzálna de�ní
ia:Mem(x; 0) = 0Mem(x; y1; y2) = 0; y2  x = y1Mem(x; y1; y2) = (y1; v1); v2  x 6= y1 ^Mem(x; y2) = v1; v2 .Teraz m�ºeme triedenia formálnej²ie 
harakterizova´. Funk
ia-triedenie Sort(x)musí sp¨¬a´ tieto dve vlastnosti:1. Ordl(Sort(x))2. Perm(x;Sort(x))V ¤al²ej £asti budeme implementova´ 3 triedia
e metódy:Insertsort , Mergesorta Qui
ksort .

KAPITOLA 10. KOMBINATORICKÉ ÚLOHY NA ZOZNAMOCH 7010.2.1 Insertsort. Táto metóda triedania ja zaloºená na vkladaní prvku douº usporiadaného zoznamu, tak aby usporiadanie nového zoznamu ostalo za-
hované. M�ºeme si zade�nova´ pomo
nú funk
iu Insert(x; y), ktorá vloºí pr-vok x do usporiadaného zoznamu y a za
hová usporiadanie. Matemati
ky bysme ju mohli 
harakterizova´ týmito vlastnos´ami:1. Ordl(y)! Ordl(Insert(x; y))2. Ordl(y)! Perm((x; y); Insert(x; y)) .Klauzálna de�ní
ia:Insert(x; 0) = x; 0Insert(x; y1; y2) = x; y1; y2  x � y1Insert(x; y1; y2) = y1; Insert(x; y2) x > y1 .Celé triedenie vyzerá potom tak, ºe najsk�r utriedime rekurzívne zvy²ok vstup-ného zoznamu bez prvého prvku a ten potom vloºíme (pomo
ou funk
ie Insert)do uº utriedaného zvy²ku zoznamu.Inert(0) = 0Insert(x; y) = Insert(x; Insert(y)) .10.2.2 Mergesort. Triedenie je zaloºené na nasledovnom prin
ípe:1. vstupný zoznam sa rozdelí na dva pribliºne rovnake dlhé podzoznamy, t.j.i
h d¨ºky sa rovnajú alebo lí²ia o jedna.2. tie sa rekurzívne utriedia3. a nakonie
 spoja - merge do výsledného usporiadaného zoznamu.1.krok sa realizuje pomo
ou funk
ie Msplit(x), ktorú m�ºeme nasledovne for-malizova´: 9y; z(Msplit(x) = y; z ^ L(x) = L(y) + L(z) ^(L(y) = L(z) _ L(y) = L(z) + 1) ^8i(2 � i < L(x)! Take(2 � i; x) = Take(i; y)) ^8i(2 � i+ 1 < L(x)! Take(2 � i+ 1; x) = Take(i; z))) :Klauzálna de�ní
ia:Msplit(0) = 0; 0Msplit(x; 0) = (x; 0); 0Msplit(x; y; z) = (x; v1); y; v2  Msplit(z) = v1; v2 .2.krok spojenie(mergovanie) dvo
h usporiadaný
h zoznamov do opä´ utrie-deného zoznamu naimplementujeme pomo
ou funk
ie Merge , ktorá mánasledovné vlastnosti:



KAPITOLA 10. KOMBINATORICKÉ ÚLOHY NA ZOZNAMOCH 711. Ordl(x)^  Ordl(y)! Ordl(Merge(x; y)),2. Perm(x� y;Merge(x; y)).Klauzálna de�ní
ia:Merge(0; y) = yMerge((x1; x2); 0) = x1; x2Merge((x1; x2); y1; y2) = x1; y1;Merge(x2; y2) x1 = y1Merge((x1; x2); y1; y2) = y1;Merge((x1; x2); y2) x1 > y1Merge((x1; x2); y1; y2) = x1;Merge(x2; (y1; y2)) x1 < y1 .Celé triedenie m�ºeme zade�nova´ nasledovne:Msort(0) = 0Msort(x; 0) = x; 0Msort(x; y; z) =Merge(Msort(v1);Msort(v2)) Msplit(x; y; z) = v1; v2 .10.2.3 Qui
ksort. Triedenie ja postavené na nasledujú
ej metóde:1. zo vstupného zoznamu vyberieme jeden prvok-pivot (v na²ej implementá
iisa obmedzíme na prvý prvok zoznamu pre jednodu
hos´),2. zoznam rozdelíme na dva podzoznamy, v prvom podzozname budú prvkymen²ie alebo rovné ako pivot a v druhom zase vä£sie,3. podzoznamy rekurzívne utriedime a spojíme-skonkatenujeme do výsled-ného zoznamu.1. a 2. krok zrealizujeme pomo
ou funk
ie Qsplit(p; x), kde p-pivot je prvýmprvkom zoznamu a x jeho zvy²kom. Funk
ia má tieto vlastnosti:9y; z(Qsplit(p; x) = y; z ^ 8v(v " y ! v � p) ^8v(v " z ! v > p) ^ Perm(x; y � z) :Klauzálna de�ní
ia:Qsplit(p; 0) = 0; 0Qsplit(p; x; y) = (x; v1); v2  x � p ^Qsplit(p; y) = v1; v2Qsplit(p; x; y) = v1; x; v2  x > p ^Qsplit(p; y) = v1; v2 .Celé triedenie vyzerá nasledovne:Qsort(0) = 0Qsort(x; y) = Qsort(v1)� (x;Qsort(v2)) Qsort(x; y) = v1; v2 .
Kapitola 11Binárne stromyZoznámime sa ¤al²ou dátovou ²truktúrou - binárnymi stromami. Pod binárnymstromom budeme s
hemati
ky rozumie´ nasledovnú ²truktúru: Va Vb�� AA
n , kde 
n jevr
hol(kore¬) s hodnotou n 2 N a Va je ©avý binárny podstrom, Vb je pravýbinárny podstrom. Prázdny binárny strom m�ºeme zna£i´ ako �.11.1 Kódovanie binárny
h stromovOtázka znie, ako budeme kódova´ binárne stromy do prirodzená
h £ísel?11.1.1 1.sp�sob. Prvý jednodu
hý sp�sob, ktorý nás ihned napadne, je nasle-dovný. Prázdny binárny strom � zakódujeme 0 a binárny strom tvaruVa Vb�� AA
n bu-deme kódova´ pomo
ou troji
e: n Za Zb�� TT�� BB = n;Za , Zb , kde Za , Zb sú kódyprebinárne podstromy Va , Vb .

72



KAPITOLA 11. BINÁRNE STROMY 73Napríklad: binárny strom � ��� BB
1 ���TT
2 zakódujeme do 2; (1; 0; 0); 0 = 382.M�ºeme si zade�nova´ predikát by´ binárnym stromom:Bt(0)Bt(n; a; b) N(n) ^ Bt(a) ^ Bt(b) .�alej si skúsme funk
iu Size , ktorá nám zistí po£et vnútorný
h vr
holov binár-neho stromu t: Size(0) = 0Size(n; a; b) = Size(a) + Size(b) + 1alebo predikát Memb(x; t), ktorý platí ak v t sa na
hádza vr
hol s hodnotou x:Memb(x; y; a; b) x = yMemb(x; y; a; b) x 6= y ^Memb(x; a)Memn(x; y; a; b) x 6= y ^ :Memb(x; a) ^Memb(x; b) .11.1.2 2.sp�sob. Druhý sp�sob kódovania binárny
h stromov je o nie£o zlo-ºitej²í, ale na druhej strane v²eobe
nej²í. Vo funk
ionálnom programovaní sapouºívajú typové (aj rekurzívne) rovni
e na ²pe
i�ká
iu nejakého typu. Naprík-lad typ výraz- expression m�ºeme de�nova´ nasledovne.Expression je bu¤:1. kon²tanta 2 C (N)2. premenná 2 V (N)3. Add(exp1; exp2)4. Mul(exp1; exp2)a zapí²eme pomo
ou typovej rovni
eExp = C(N)jV (N)jAdd (Exp;Exp)jMul(Exp;Exp) ;kde poloºky oddelené zvislou £iarou nazývame varianty a C; V;Add ;Mul volámetagy (ozna£enia, nálepky, zna£ky), pre kon²truktory (funk
ie).Ná² typ binárny strom m�ºeme de�nova´ nasledovne.Binárny strom je bu¤:1. prázdny strom, zna£me ako E2. tvaru Nd(N; t1; t2),

KAPITOLA 11. BINÁRNE STROMY 74a zapísa´ pomo
ou typovej rovni
e:Bt = EjNd(N;Bt ;Bt) :Význam typový
h rovní
 m�ºeme de�nova´ algebrai
ky:1. Exp je najmen²ia mnoºina, ktorá sp¨¬a:C(n) = fC(i)ji 2 Ng � ExpV (n) = fV (i)ji 2 Ng � Expexp1; exp2 2 Exp ! Add(exp1; exp2) 2 Expexp1; exp2 2 Exp ! Mul(exp1; exp2) 2 Exp :Dá sa ukáza´, ºe takto je Exp de�novaná jednozna£ne: Ne
h Exp1;Exp2sú dve také mnoºiny, ktoré sp¨¬ajú vy²²ie uvedené podmienky, potomExp1 � Exp2 (Exp1 je najmen²ia taká) a Exp1 � Exp2 (Exp2 je najmen²iataká), £iºe Exp1 = Exp2. Podobne pre typ Bt .2. Bt je najmen²ia mnoºina, ktorá sp¨¬a:E 2 Btt1; t2 2 Bt ^ n 2 N ! Nd(n; t1; t2) 2 Bt :Ná² druhý sp�sob kódovania binárny
h stromov bude teda vy
hádza´ z typový
hrovní
. V²imnime si, ºe kaºdý variant z typovej rovni
i za£ína nejakým tagom-zna£kou, nálepkou pre kon²truktor� v prvom prípade C; V;Add ;Mul ;� v drhom prípade E;Nd ; pri£om za tagom m�ºe by´ ¤al²ie parametre,vtedy ide o tag pre kon²truktor - funk
ie (Nd), alebo nemusia, vtedy ideo tag pre kon²truktor- kon²tantu (E).V Cl budeme kon²truktory- kon²tanty de�nova´ kódova´ ako párConst = t; 0 (0; 0; 1; 0; 2; 0; 3; 0 : : :)a kon²truktory- funk
ie ako párF (x) = t; x (0; x; 1; x; 2; x; 3; x : : : ) ;kde t 2 N bude vlastne tag pre daný kon²truktor. (De�ní
ie sú farebne odlí²ne,Const ; F sú zelené.) Pre ná² prvý prípad by sme mohli zade�nova´ kon²truktory:C(x) = 0; x Add(x) = 2; xV (X) = 1; x Mul(x) = 3; x(0; 1; 2; 3 - sú i
h tagy).Pre binárne stromy pouºijeme:



KAPITOLA 11. BINÁRNE STROMY 75� kon²truktor - kon²tantu E = 0; 0 (pre prázdny strom) a� kon²truktor - funk
iu Nd = 1; x.Výsledné kódovanie bude vyzera´ nasledovne: Prázdny binárny strom � za-kódujeme pomo
ou kon²truktora- kon²tanty E = 0; 0 = 0 0�� BB . Binárny stromtvaruVa Vb�� AA
n zakódujem ako Nd(n;Za ,Zb ) = 1 n Za Zb�� TT�� BB��� BB , kde Za , Zb sú kódy pre

bin. podstromy Va , Vb .Napríklad: binárny strom � ��� BB
1
2 zakódujeme ako

Nd(2;Nd(1; E;E); E) = 1; 2; (1; (0; 0); 0; 0); 0; 0 = 1855045 :M�ºeme si zade�nova´ predikát by´ binárnym stromom:Bt(E)Bt(Nd(n; a; b)) N(n) ^ Bt(a) ^ Bt(b) .Malá poznámka ku formátom: Okrem formátov kartézsky sú£in a zoznamovás
héma m�ºeme pouºíva´ de�nova´ predikáty- formáty s kon²truktormi. Jeden zpríkladov taký
h formátov je de�ní
ia Bt (Bt bude vysvietení ºltou). Zobrazo-va
í efekt bude taký, ºe výsledný tvar termu sa zobrazí pomo
ou kon²truktorov.Napríklad:1,2,(1,(0,0),0,0),0,0=x:Btx=Nd(2,Nd(1,E,E),E)1855045=x:Btx=Nd(2,Nd(1,E,E),E)11.2 Funk
ie a predikáty na binárny
h stromo
hPo¤me si teraz zade�nova´ nejaké ¤al²ie predikáty a funk
ie na binárny
h stro-mo
h

KAPITOLA 11. BINÁRNE STROMY 7611.2.1 Member. Matemati
ky:Size(E) = 0Size(Nd(n; l; r)) = Size(l) + Size(r) + 1 :Kaluzálne:Memb(x;Nd(y; l; r)) x = yMemb(x;Nd(y; l; r)) x 6= y ^Memb(x; l)Memb(x;Nd(y; l; r)) x 6= y ^ :Memb(x; l) ^Memb(x; r) .11.2.2 Inorder. �alej si zade�nujeme funk
iu, ktorá nám vráti pre danýbinárny strom zoznam vnútorný
h vr
holov v inorderovom usporiadaní:Inorder(E) = 0Inorder(Nd(x; l; r)) = Inorder (l)� (x; Inorder (r)) :11.2.3 Update. Funk
ia Update(x; y; t) vrátí strom t0, ktorý vznikne z t na-hradením u v²etký
h vr
holov x s hodnotou y.Update(x; y; E) = EUpdate(x; y;Nd(z; l; r)) = Nd(y;Update(x; y; l);Update(x; y; r))  z = xUpdate(x; y;Nd(z; l; r)) = Nd(z;Update(x; y; l);Update(x; y; r)) z 6= x .11.3 Binárne vyhladáva
ie stromyBinárne vyh¨adáva
ie stromy budú ²pe
iálnym podtypom binárny
h stromov.Matemati
ky i
h m�ºeme de�nova´ (pomo
ou Memb) takto:Bst(E)Bst(Nd(x; l; r))$ N(x) ^ 8z(Memb(z; l)! z < x) ^8z(Memb(z; r)! z > x) ^ Bst(l) ^ Bst(r) :Na klauzálnu de�ní
iu budeme potrebova´ dva pomo
né predikáty Less(t; z),ktorá platí ak kaºdá hodnota v binárnom strome t je men²ia ako z, aGrater(t; z),ktorý platí ak kaºdá hodnota v binárnom strome t je vä£²ia ako z.Matemati
ky: Bt(t)! Less(t; z)$ 8v(Memb(v; t)! v < z)Bt(t)! Greater(t; z)$ 8v(Memb(v; t)! v > z) :Klauzálne:Less(E; z)Less(Nd(x; l; r); z) x < z ^ Less(l; z) ^ Less(r; z)



KAPITOLA 11. BINÁRNE STROMY 77Greater(E; z)Greater(Nd(x; l; r); z) x > z ^Greater(l; z) ^Greater(r; z) .Celá de�ní
ia vyzerá takto:Bst(E)Bst(Nd(x; l; r)) N(x) ^ Less(l; x) ^Greater(r; x) ^ Bst(l) ^ Bst(r) .11.3.1 Member. Zade�nujme si predikát Member(x; t), pre ktorý platí:Bst(t)! Member(x; t)$ Memb(x; t) :Klauzálne:Member(x;Nd (y; l; r)) x = yMember(x;Nd (y; l; r)) x > y ^Member (x; r)Member(x;Nd (y; l; r)) x < y ^Member (x; l) .11.3.2 Insert. �alej si zade�nujeme funk
iu Insert(x; t), ktorá vloºí do bi-nárneho vyhladáva
ieho stromu vr
hol s hodnotout x, tak aby výsledný stromostal binárnym stromom.Matemati
ky: Bst(t)! Bst(Insert(x; t))Bst(t)! Member (z; Insert(x; t)) $ z = x _Member (z; t) :Klauzálne:Insert(x;E) = Nd(x;E;E)Insert(x;Nd(y; l; z)) = Nd(y; l; r) x = yInsert(x;Nd(y; l; z)) = Nd(y; Insert(x; l); r) x < yInsert(x;Nd(y; l; z)) = Nd(y; l; Insert(x; r))  x > y .11.3.3 Delete. Nakonie
 si zade�nujme funk
iu Delete(x; t), ktorá vymaºevr
hol s hodnotou x z t:Matemati
ky: Bst(t)! Bst(Delete(x; t))Bst(t)! Members(z;Delete(x; t))$ z 6= x ^Member(z; t):Pre klauzálnu de�ní
iu potrebujeme dve pomo
né funk
ie; ktoré nám pre dvo-ji
u l; r bin. vyhl. stromov nájdu najvä£²í prvok x z l a vytvoria binárnyvyhladáva
í strom l1 bez najvä£²ieho prvku x a napokon skon²truujú binárnyvyhladáva
í strom Nd(x; l1; r).Join(l; r) = r  l = EJoin(l; r) = Nd(x; l1; r) l 6= E ^ Split(l) = x; l1Split(Nd(x; l; r)) = x; l  r = ESplit(Nd(x; l; r)) = x1;Nd(x; l; r1) r 6= E ^ Split(r) = x1; r1 .
KAPITOLA 11. BINÁRNE STROMY 78Celá de�ní
ia Delete(x; t) vyzerá nasledovne:Delete(x;E) = EDelete(x;Nd(y; l; r)) = Join(l; r) x = yDelete(x;Nd(y; l; r)) = Nd(y;Delete(x; l); r)  x < yDelete(x;Nd(y; l; r)) = Nd(y; l;Delete(x; r))  x > y .Matemati
ky: Bst(l) ^ Bst(r) ! Bst(Join(l; r))Bst(l) ^ Bst(r)! Member (z; Join(l; r))$ Member (z; l) _Member (z; r) :



Kapitola 12Perfektne vyváºené stromyBinárne stromy predstavujú d�leºitý nástroj na implementá
iu mnohý
h roz-²írený
h dátový
h typov, napríklad: mnoºín, fr�nt, at¤.. Nad týmito typmivykonávame hlavne operá
ie, ktoré by sme mohli zhruba 
harakerizova´ ako:pridanie prvku, Insert(p; t), odobratie prvku, Delete(p; t), a vyh©adanie prvku,Lookup(p; t). Na²ou snahou je, aby uvedené operá
ie boli vykonávané £o najefek-tívnej²ie. Ke¤ sa pozrieme bliº²ie na realizá
iu tý
hto operá
ií nad binárnymivyh©adáva
ími stromami, tak ©ahko zistíme, ºe zloºitos´, po£et krokov, ktorémusíme vykona´, ke¤ pridávame, vyberáme alebo vyh©adávame nijaký prvok,odpovedá vý²ke binárneho vyh©adáva
ieho stromu. �iºe na²ou snahou budeudrºiava´ binárny strom £o najme²ou vý²kou pri £o najvä£²om po£te vr
holov.Kedy nám m�ºu vznika´ patologi
ké prípady - stromy s ve©kou vý²kou a malýmpo£tom vr
holov ? Pri poh©ade na obrázok 12.1, ktorý predstavuje takýto

vyska = 6po
et vr
holov = 7 vyska = 2po
et vr
holov = 7Obrázok 12.1: Stromystrom, ©ahko usúdime, ºe ak budeme nevyváºene pridáva´ nové vr
holy iba dojedného podstromu (v na²om prípade ©avého podstromu) a po£et vr
holov vjednom podstrome bude ve©mi rozdielny, tak sa dopra
ujeme k stromu s ve©kouvý²kou a malým po£tom vr
holov - ²tíhlemu stromu. Na²ím idealom bude malý"bu
©aty" strom, kde v²etky vr
holy nebudú ma´ ¤aleko od kore¬a a i
h po£et79

KAPITOLA 12. PERFEKTNE VYVÁ�ENÉ STROMY 80bude £o najvä£²í. To dosiahneme tým, ºe nedopustíme aby jeden podstrom malomnoho via
 vr
holov ako druhý (lebo tým na rý
hlo narastie vý²ka stromu),£iºe budeme nové vr
holy pridáva´ do ©avého a pravého podstromu vyváºene,aby po£et vr
holov ©avého podstromu sa rovanal po£tu vr
holov pravého pod-stromu, po´aºme bol o jeden vä£²í. Túto podmienku ¤alej budeme uplatnova´ ajna podstromy ©avého a pravého podstromu. Touto úvahou sme sa prepra
ovaliaº k matemati
kej de�ní
ii binárneho perfektne vyváºeného stromu:Pbt(E)Pbt(Nd(x; l; r))$ N(x) ^ (Size(l) = Size(r) _ Size(l) = Size(r) + 1) ^Pbt(l) ^ Pbt(r)Klauzálne:Pbt(E)Pbt(Nd(x; l; r)) Size(l) = Size(r) ^ Pbt(l) ^ Pbt(r)Pbt(Nd(x; l; r)) Size(l) 6= Size(r) ^ Size(l) = Size(r) + 1 ^ Pbt(l) ^ Pbt(r) .Je zrejmé, ºe Pbt(t)! Bt(t), binárne perfektne vyváºený strom je aj binárnymstromom. �al²ia otázka, ktorú musíme zodpoveda´, je ako budeme index-ova´ prvky v takto perfektne vyváºenom strome. �iºe ak máme n prvkovx0; : : : ; xn�1, tak akým sp�sobom i
h uloºíme do stromu. Jednodu
hé a ve©-mi elegantné rie²enie nám ponúka diadi
ká sústava. Predstavme si indexy0; : : : ; n� 1 zapísané v diadi
kej sústave. M�ºeme i
h rozdeli´ do tro
h skupín.Prvá skupina bude obsahova´ iba 0. Druhá skupina bude tvorená tými index-ami, ktorý
h stati
ký zápis sa kon£í 1 a tretia tými, ktorý
h diadi
ký zápis sakon£í 2. �ahko vidno, ºe v druhej skupine je rovnaký alebo o jeden vä£²í po£etindexov ako v tretej skupine (v diadi
ký
h zápiso
h £íse© 1; : : : ; n � 1 sa námna poslednom mieste strieda 1 a 2, pri£om sa za£ína 1; 0�1; 0�2; 01�1; 01�2; 02�1; : : : ).Perfektne vyváºený strom budeme vytvára´ tak, ºe prvok x0 dáme do kore¬a,prvky s inedxami z prvej skupiny p�jdu do ©avého podstromu a prvky s index-ami s druhej skupiny zase do pravého podstromu, £iºe vyváºenos´ bude plati´v ©avom podstrome bude rovnaký alebo o jeden vä£²í po£et vr
holov ako vpravom podstrome. Uvedenú metódu ¤alej uplatníme na podstromy. Druhútriedu indexov kon£ia
i
h na 1 opä´ rozdelíme na tri podskupiny pod©a toho £ina predposlednom mieste v diadi
kom je 0; 1 alebo 2. Prvok s indexom z prvejpodskupiny p�jde do vr
hola ©avého podstromu. Prvky s indexami z druhej pod-skupiny zase do ©avého podstromu ©avého podstromu a z tretej podskupiny zasedo pravého podstromu ©avého podstromu. Opä´ v diadi
ký
h zápiso
h indexomz druhej skupiny okrem indexu 01 (z prvej podskupiny) sa na predposlednommieste bude strieda´ 1 a 2, pri£om za£ína sa 1: 0�11; 0�21; 01�11; 01�21 : : : , £iºe vdruhej podskupine bude rovnaký alebo o jeden vä£²í po£et inedxov ako v tretejpodskupine a taktieº ostane za
hovaná vyváºenos´ pre ©avý a pravý podstrom©avého podstromu. Analogi
ky postupujeme pre pravý podstrom, tretiu skupinuindexov kon£ia
i
h sa na 2, rozdelíme ju opä´ na tri podskupiny indexov, pod©atoho £i na predposlednom mieste i
h diadi
ký
h zápisov je 0; 1 alebo 2 a sfor-mujeme kus pravého podstromu. Takto vygenerujeme 
elý perfektne vyváºený



KAPITOLA 12. PERFEKTNE VYVÁ�ENÉ STROMY 81strom pre prvky x0; : : : ; xn�1. Metódu si ilustrujeme nasledovným príkladom.Perfektne vyváºený strom pre prvky x0; : : : ; x14 = 0222 vyzerá asledovne:

x0111 x0211%% eex011 x0121 x0221%% eex021""" bbbx01 x0112 x0212%% eex012 x0122 x0222%% eex022""" bbbx02������� XXXXXXXx0 :

Pri generovaní stromu m�ºeme vyuºi´ nasledovný vz´ah: ak máme "ot
a" x0�tak potom jeho ©avý "syn" bude x01� a pravý "syn" bude x02�; ktorý priamovyplýva z navrhnutej metódy: skut£ne skupina indexov kon£ia
i
h sa na re´aze
� sa rozpadne do tro
h podskupín: f�g, podskupiny 1� a podskupiny 2�. 01�bude prvý prvok skupiny 1� a £len prvej podskupiny 1� a 02� bude prvý prvokskupiny 2� a £len prvej podskupiny 2� a. Uvedenú metodu m�ºeme sformalizo-va´ do klauzálnej de�ní
ie, ktorá nám zo zoznamu prvkov x0; : : : ; xn�1 vytvoríprefektne vyváºený strom.Ln2pbt(0) = ELn2pbt(x; y) = Nd(x;Ln2pbt(y1);Ln2pbt(y2)) Split(y) = y1; y2Split(0; 0) = 0Split(x; 0) = (x; 0); 0Split(x1; x2; z) = (z1; z1); x2; z2  Split = z1; z212.0.4 Lookup. Z uvedenej metódy ©ahko vy£ítame ako najdme prvok xi vstrome. Ak i = 0 tak x0 je priamo hodnota kore¬a. Ak i = i01 tak h©adámev ©avom podstrome prvok xi0 . Ak i = i02 tak h©adáme v pravom podstromeprvok xi0 . M�ºeme si zapísa´ klauzálnu de�ní
iu:Lookup(Nd(x; l; r); 0) = xLookup(Nd(x; l; r); i1) = Lookup(l; i)Lookup(Nd(x; l; r); i2) = Lookup(r; i) .12.0.5 Pbt2ln. Vytvorme si funk
iu, ktorá nám zo stromu t s prvkamix0; : : : ; xn�1 vytvorí zoznam s x0; : : : ; xn�1. Jej matemati
ká 
haraktirizá
ia jePbt !L(Pbt2ln(t)) = Size(t) ^8i(i < Size(t)! Take(Pbt2ln(t); i) = Lookup(t; i)) :Klauzálna de�ni
ia:Pbt2ln(E) = 0Pbt2ln(Nd(x; l; r)) = x;Zip(Pbt2ln(l);Pbt2ln(r))Zip(0; 0) = 0Zip((x; 0); 0) = x; 0Zip((x; xs); y; ys) = x; y;Zip(xs; ys) .

KAPITOLA 12. PERFEKTNE VYVÁ�ENÉ STROMY 8212.0.6 Update. �alej si m�ºeme zade�nova´ funk
iu, ktorá nám prepí²e vdanom strome t prvok s indexom i hodnotou y. Update(t; i; y) funk
ia sp©¬anasledovnú ²pe
i�ká
iu:Pbt ^ i < Size(t)!Pbt(Update(t; i; y)) ^Size(Update(t; i; y)) = Size(t) ^Lookup(Update(t; i; y); i) = y ^8j(j < Size(t) ^ j 6= i!Lookup(Update(t; i; y); y) = Lookup(t; y)) :Klauzálne:Update(Nd(x; l; r); 0; y) = Nd(y; l; r)Update(Nd(x; l; r); i1; y) = Nd(x;Update(l; i; y); r)Update(Nd(x; l; r); i2; y) = Nd(y; l;Update(r; i; y)) .12.0.7 Inslast. Teraz si zade�nujme funk
iu Inslast(t; n; x), ktorá nám vloºíx ako prvok s indexom n do stromu t o velkosti n (teda s prvkami x0; : : : ; xn�1.Funk
ia má nasledovnú ²pe
i�ká
iu:Pbt(t) ^ Size(t) = n!Pbt(Inslast(t; n; x)) ^Size(Inslast(t; n; x)) = n+ 1 ^Lookup(Inslast(t; n; x); n) = x ^8i(i < n! Lookup(Inslast(t; n; x); i) = Lookup(t; i)) :Klauzálne:Inslast(E; 0; x) = Nd(x;E;E)Inslast(Nd(y; l; r); n1; x) = Nd(y; Inslast(l; n; x); r)Inslast(Nd(y; l; r); n2; x) = Nd(y; l; Inslast(l; n; x); r) .12.0.8 Dellast. Zade�nujme si inverznú funk
iu Dellast(t; n), ktorá vymaºez t o velkosti n+ 1 prvok xn:Pbt(t) ^ Size(t) = n+ 1!Pbt(Dellast(t; n)) ^ Size(Dellast(t; n)) = n ^8i(i < n! Lookup(Dellast(t; n); i) = Lookup(t; i) :Klauzálne:Dellast(Nd(x; l; r); 0) = EDellast(Nd(x; l; r); n1) = Nd(x;Dellast(l; n); r)Dellast(Nd(x; l; r); n2) = Nd(x; l;Dellast(l; n)) .12.0.9 Ins�rst. Teraz si skúsime zade�nova´ funk
iu Ins�rst(t; x), ktorá námdo stromu t vloºí x ako prvok s indexom 0 a ostatné prvky s indexom



KAPITOLA 12. PERFEKTNE VYVÁ�ENÉ STROMY 830 � i < Size(t) uloºí na miesta 0 < i+ 1 < Size(t) + 1. Matemati
ká de�ni
ia:Pbt(t)!Pbt(Ins�rst(t; x)) ^Pbt2ln(Ins�rst(t; x) = x;Pbt2ln(t) :Klauzálna de�ni
ia:Ins�rst(E; x) = Nd(x;E;E)Ins�rst(Nd(y; l; r); x) = Nd(x; Ins�rst(r; y); l) .12.0.10 Del�rst. Nakonie
 si zade�nujme funk
iu Del�rst(t) pre neprázdnet, ktorá vymaºe prvok x0 a ostatné prvky s indexom 0 < i < Size(t) uloºí namiesta s indexom 0 � i� 1 < Size(t)� 1. �iºe:Pbt(t) ^ Size(t) > 0!Pbt(Del�rst(t)) ^9x(Pbt2ln(t) = x;Pbt2ln(Del�rst(t))) :Del�rst(Nd(x; l; r)) = E  l = EDel�rst(Nd(x; l; r)) = Nd(y; r;Del�rst(l)) l = Nd(y; l1; r1)12.1 Príklady12.1.1 Ins�rst. x0; x1; x2; x3; x4 ! x; x0; x1; x2; x3; x4Ins�rst(x3x1 x4x2�� AAx0 ; x) = Ins�rst(x4x2; x0) x3x1��aaaax = Ins�rst(E; x2) x4��HHHHx0 x3x1��aaaaax = x2 x4�� AAx0 x3x1����x

12.1.2 Del�rst. x; x0; x1; x2; x3; x4 ! x0; x1; x2; x3; x4Del�rst(x2 x4�� AAx0 x3x1����x ) = x3x1 Del�rst(x2 x4�� AAx0 )!!!! AAx0 = x3x1 x4 Del�rst(x2)""" AAx2!!!! AAx0

Kapitola 13Aritmeti
ké výrazyTeraz sa budeme zaobera´ da©²ím dátovým typom, aritmeti
kými výrazmi.Ukáºeme si ako sa dá tento typ zakódova´ pomo
ou kon²truktorov do prírodze-ný
h £ísel, zade�nujme si funk
iu Den, ktorá nám vypo£íta hodnotu aritmeti
k-ého výrazu, funk
iu Comp, ktorá pretransformuje výraz do zoznamu in²truk
ií-programu pre zásobníkový automat a nakonie
 navrhneme funk
iu Run, ktorábude simulova´ zásobníkový automat pre daný program. Ak program vznikolpomo
ou funk
ie Comp aplikovanej na nijaký výraz e, tak Eval spustená natento program nám vrátí hodnotu výrazu e. Presnej²ie, budeme uvaºova´ arit-meti
ké výrazy, ktoré obsahujú +; �, £íselné kon²tanty a premenné tvaru V n.kon²tantu £íslo n zakódujeme ako Ct(n)premennú Vn zakódujeme ako Vt(n)výraz e1 + e2 zakódujeme ako At(�e1; �e2)výraz e1 � e2 zakódujeme ako Mt(�e1; �e2)Aritmeti
ký výraz m�ºeme formálne ²pe
i�kova´ pomo
ou nasledujú
ej typovejrovni
e: Exp = Ct(N)jAt (Exp;Exp)jMt(Exp;ExpjVt(N)Do prirodzený
h £ísel budeme tento typ kódova´ nasledovne.� budeme ma´ kon²truktory: Ct(x) = 0; xAt(x) = 1; xMt(x) = 2; xVt(x) = 3; x ;� a predikát- formát Exp: 84



KAPITOLA 13. ARITMETICKÉ VÝRAZY 85Exp(Ct(n))Exp(Vt(n))Exp(At(e1; e2)) Exp(e1) ^ Exp(e2)Exp(Mt(e1; e2)) Exp(e1) ^ Exp(e2) .Napríklad výraz: 2 + (3 � V 4) zakódujeme akoAt(At(2);Mt(At(3);Vt(4))) = 1; (0; 2); 2; (0; 3); 3; 4 = 1184358093:Hodnotu výrazu z premenný
h vypo£ítame jednodu
ho pomo
ou funk
ie Den:Den(Ct(n)) = nDen(At(e1; e2)) = Den(e1) +Den(e2)Den(At(e1; e2)) = Den(e1) +Den(e2)Ak 
h
eme zisti´, hodnotu výrazu s premennými v tvare V 0; V 1; : : : ; V n; : : : ,budeme k tomu potrebova´ zoznam hodn�t, ktoré 
h
eme dosadi´ za premen-né. Budeme ho nazýva´ prostredie. Ne
h env je takéto prostredie, tak potomTake(env ;n) bude predstavova´ hodnotu pre premennú V n. V²imnime si, ºe akd¨ºka env � n a 
h
em zisti´ hodnotu pre premennú V n, tak Take(env ; n) = 0.Takto sú dode�novaný v²etky premenné tvaru V n;n 2 N. Na základe toho-to m�ºeme zov²eobe
ni´ funk
iu Den na výraz s premnnými: Den(t; env) námvráti hodnotu výrazu t v prostredí env :Den(Ct(n); env) = nDen(Vt(n); env) = Take(env ; n)Den(At(e1; e2); env) = Den(e1; env) +Den(e2; env)Den(Mt(e1; e2); env) = Den(e1; env) �Den(e2; env)kdeTake((x1; x2); 0) = x1Take((x1; x2); n+ 1) = Take(x2; n)13.1 Zásobníkový automatTeraz si povieme nie£o o zásobníkovom automate. Zásobníkový automat je zari-adenie, ktoré sa skladá z "pásky", ktorá obsahuje program- zoznam in²truk
ií,z "pásky"- prostredia, zoznam hodn�t pre premenné zásobníka, zásobníka LI-FO pre premenné a z dvo
h £íta
í
h hláv, ktoré sú nastavené nad najakýmipoli£kami pások. Automat si pre£íta a vykoná in²truk
iu v polí£ku pod hlavouprogramovej pásky, ktorá vykoná nejaké £ítania a zmeny na zásobníku a £í-tania v prostredí, potom posunie programovú hlavu o jedno polí£ko doprava.Ke¤ do£íta a vykoná v²etky in²truk
ie na programovej páske, presunie sa aºna pravý okraj pásky, zastaví sa a vráti hodnotu, ktorá je uloºená na vr
hole(top) zásobníka. Na za£iatku je programová hlava nastavená nad najlavej²ímpolí£kom pásky, hlava pre prostredie m�ºe by´ ho
ikde a zásobník je prázdny.
KAPITOLA 13. ARITMETICKÉ VÝRAZY 86My si teraz zade�nujeme funk
iu Ren, ktorá bude simulova´ prá
u takéhoto zá-sobníkového automatu pre nejaký program, prostredie. Budeme predpoklada´,ºe ná² automat vykonáva in²truk
ie nasledovného typu:Cx (n) uloº na vr
hol zásobníka £íslo n,Vx(n) uloº na vr
hol zásoníka hodnotu n-tého ©avého polí£ka (od nuly) z pros-trediaAx zober a vymaº dve vr
hné polí£ka zo zásobníka a uloº na vr
hol zásobníkai
h sú£etMx zober a vymaº dve vr
hné polí£ka zo zásobníka a uloº na vr
hol zásobníkai
h sú£in.Zásobník budeme kódova´ pomo
ou zoznamu. Vr
hol zásobníka bude prvý pr-vok zoznamu. Ke¤ºe hlava sa posúva z©ava doprava po programovej páske a vtomto poradí sa vykonávajú aj in²truk
ie. M�ºeme programovú pásku a hlavusimulova´ tieº pomo
ou zoznamu, pri£om jeho prvý prvok bude predstavova´to polí£ko nad ktorým je £íta
ia hlava. Ke¤ sa hlava po vykonaní in²truk
ieposunie doprava, zoznam skrátime o prvý prvok- zoberieme zvy²ok zoznamu.M�ºeme si to dovoli´, lebo hlava sa pohybuje vºdy iba doprava a na opustenépolí£ko sa uº nikdy nevráti, preto ho zahadzujeme. Pásku- prostredie budemetieº simulova´ pomo
ou zoznamu.In²truk
ie budeme kódova´ pomo
ou kon²truktorov:Cx (x) = 0; xAx = 1; 0Mx = 2; 0Vx(x) = 3; x :M�ºeme si zade�nova´ predikát Instru
tion, ktorý platí ke¤:Inst(Cx (n))Inst(Vx (n))Inst(Ax)Inst(Mx ) :A taktieº predikát- formát program- zoznam in²truk
ií:Program(0)Program(i; p) Inst(i) ^ Program(p) .Celá simulá
ia bude vyzera´ nasledovne:Run(p; env ; sta
k má tri argumenty:



KAPITOLA 13. ARITMETICKÉ VÝRAZY 87p p je programová páska ,env je prostredie asta
k je zásobník.Run(0; env ; k; s) = kRun((Cx (n); p); env ; s) = Run(p; env ; n; s)Run((Vx (n); p); env ; s) = Run(p; env ;Take(env ; n); s)Run((Ax (n); p); env ; s1; s2; s) = Run(p; env ; s1 + s2; s)Run((Mx (n); p); env ; s1; s2; s) = Run(p; env ; s1 � s2; s)Na²ou ¤al²ou úlohou bude de�nova´ funk
iu Comp- kompilátor, ktorá arit-meti
ký výraz e preloºí do programu, tak aby zásobníkový automat po vykonaníprogramu v prostredí env vrátil hodnotu výrazu e- v env Den(e; env).Matemati
ky: Exp(e)! Eval (Comp(e); env) = Den(e; env) ;kde Eval (p; env) = Run(p; env ; 0) :13.1.1 Kompilá
ia. Kompilá
ia bude vyzera´ nasledovne. Funk
iu Compnavrhneme tak, aby nám platilo, ºeExp(e)! Run(Comp(e)� p; env ; s) = Run(p; env ;Den(e; env ; s) (1)potom, pre p = 0; s = 0 dostaneme, ºeExp(e)! Eval (Comp(e); env) def=Run(Comp(e)� 0; env ; 0)=Run(0; env ;Den(e; env); s)def= Den(e; env)z £oho uº vyplýva na²e tvrdenie-²pe
i�ká
ia. Funk
ia Comp(e) bude nasle-dovná:Comp(Ct(n)) = Cx (n); 0Comp(Vt(n)) = Vx(n); 0Comp(At(e1; e2)) = Comp(e1)� Comp(e2)� (Ax ; 0)Comp(Mt(e1; e2)) = Comp(e1)� Comp(e2)� (Mx ; 0)To, ºe vyhovuje (1) si m�ºeme dokáza´ induk
iou na term e. Ak (1) budeplati´, pre ©ubovolnú kon²tantu Ct(n) a ©ubovo©nú premennú Vt(n). A zapredpokladu, ºe (1) platí pre ©ubovolné e1; e2 vieme ukáza´, ºe (1) platí aj preAt(e1; e2);Mt(e1; e2), tak potom bude (1) plati´ pre ©ubovolný výraz e, z £ohouº vyplýva na²a ²pe
i�ká
ia.
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h e = Ct(n) :Run(Comp(Ct(n))� p; env ; s) = Run(Cx (n); 0)� p; env ; s)= Run(Cx (n); p); env ; s)= Run(p; env ; n; s)= Run(p; env ;Den(Ct(n); env ); s) :Ne
h e = Vt(n) :Run(Comp(Vt(n))� p; env ; s) = Run(Vx (n); p); env ; s)= Run(p; env ;Take(env ; n); s)= Run(p; env ;Den(Vt(n); env); s) :Ne
h e = At(e1; e2) a pre e1; e2, uº (1) platí:Run(Comp(At(e1; e2))� p; env ; s) =Run(Comp(e1)� Comp(e2)� (Ax ; 0)� p; env ; s)IP pre e1= Run(Comp(e2)� (Ax ; 0)� p; env ;Den(e1; env); s)IP pre e2= Run((Ax ; p); env ;Den(e2; env);Den(e1; env); s)=Run(p; env ;Den(e2; env) +Den(e1; env); s)=Run(p; env ;Den(At(e1; e2; env); s)Ne
h e = Mt(e1; e2) a pre e1; e2, uº (1) platí:Run(Comp(Mt(e1; e2))� p; env ; s) =Run(Comp(e1)� Comp(e2)� (Mx ; 0)� p; env ; s)IP pre e1= Run(Comp(e2)� (Mx ; 0)� p; env ;Den(e1; env); s)IP pre e2= Run((Mx ; p); env ;Den(e2; env);Den(e1; env); s)=Run(p; env ;Den(e2; env) �Den(e1; env); s)=Run(p; env ;Den(Mt(e1; e2; env); s)Takºe (1) pre ©ubovo©ný výraz e platí a tým aj na²a ²pe
i�ká
ia pre Comp(e).


