Kapitola 1
Uvod

Trojsemestralny kurz matematického programova-
nia.

¢ 1l.semester - Zaklady funkcionalneho programovania (deklarativneho) pro-
gramovania v jazyku CL.

e 2.semester - Vyrokova, predikitova logika, dokazovanie v proof systéme
CL.

e 3.semester - Dokazovanie vlastnosti programov (hlavne pomocou indukcie)
s vyuzitim znalosti z 1. a 2. semestra.

1.1 TImperativne programovanie verzus deklara-
tivne programovanie
1.1.1 Imperativne programovanie.
e Programy st postupnosti prikazov, recepty ako niec¢o spravit.
e Vypocet pozostava z vykonavania prikazov, ktoré modifikuja pamaét.

e Tazka otazka: ¢o vlastne program potita, aké su jeho vlastnosti, ¢ splha
nami poZadované vlastnosti (Specifikaciu).

e V teoretickej informatike existuje komplikovana, dost neprehl'adné teoria -
sémantika proceduralnych programov, ktora sa snazi rie§it tieto spomenuté
tazké otéazky.

e Jazyky: PASCAL, C, C++, FORTRAN, COBOL, ASSEMBLER.
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1.1.2 Deklarativne programovanie.

e M4 matematické zaklady, pracujeme s matematickymi objektami.

e Programy st vlastne definicie funkcii a predikitov.

Zhruba podl'a toho rozdelenie na funkcionalne a logické programovanie.

e Na zapis samotnych definicif funkcif a predikatov (ako program podita) a
vlastnosti, $pecifikicii (¢o program pod&ita) pouzivame jednotne ten isty
jazyk logiky.

Jazyk logiky pozostava z nasledujicich mnozin symbolov:

— mnozina premennych: z,y, z, ...

— mnozina funkénych symbolov: f,g,h,...

— mnozina predikatovych symbolov: p,q,r, ...

— mnozina logickych spojok: =, A, V, —, ¢

— mnozina kvantifikitorov: V, 3

— mnoZina pomocnych symbolov: '(",")","

¢ 7 matematickej algebry a analyzy uz mate bohati prax v zapisovani vlast-
nosti a definicii matematickych objektov pomocou logickych formil v hore
uvedenom jazyku. Teraz ju len rozsirime na programovanie.

e Vypocet hodnoty pre nejaku definovani funkciu je vlastne vyhodnocov-
anie, zjednoduSovanie, prepisovanie vyrazov do zakladného d'alej uz nere-
dukovatelného tvaru. Pre ilustraciu uvazujme nasledovni jednoduchu
definiciu funkcie F(z):

F(z) =2 (z+4).

Potom vypocet hodnoty F(3) bude takéto vyhodnocovanie, prepisovanie
vyrazov: F(3) =2-(3+4) =27 = 14. Intuitivne vidime, Ze decimalna
konstanta 14 je dostatotne jednoduchy vyraz (pre uZivatela), ktory uz
nemé zmysel d'alej redukovat. V dalsom texte sa k pojmu vypoctu este
podrobnejsie vratime a ukdzeme si mnohé uz menej trivialne priklady.

e Jazyky: LISP, SCHEME, HASKELL, MIRANDA, ML, CL, TRILOGY
(funkcionalne), PROLOG (logicky).

1.2 Uvod do CL

V tomto semestri sa budeme uéit programovat a osvojovat si zakladné (pro-
gramovacie) techniky funkcionalneho programovania v jazyku CL, ktorého au-
tormi st doc. Voda a Ing. Komara. Jazyk CL je jednoduchy l'ahko naucitelny
elegantny pedagogicky vhodny predstavitel funkcionalneho programovania. Je-
ho syntax priamo vychddza z matematickych definicii funkcii. V jazyku CL
budeme programovat iba funkcie nad N (¢o je pre informatiku tiplne postacu-
jace).
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1.2.1 Matematické definicie funkcii. Matematické definicie funkcii mézeme
rozdelif na explicitné a na induktivne (rekurzivne). Explicitna definiciu funkcie
mozeme schématicky zapisat nasledovne:

Vi if condq(a)
Fla=4q:
Vo if cond,(a),
kde F(.) sa uz nevyskytuje vo V; a cond;(a). Ak chceme definovat funkciu F

nad nejakou mnozinou, doménou D, aby definicia bola naozaj korektna, musi
splnat dve vlastnosti.

1. Vyluénost: pre Tubovolné argumenty @ existuje najviac jeden riadok s
podmienkou cond;(a) splnenou.

2. Uplnost: pre 'ubovolné argumenty a existuje aspoil jeden riadok s pod-
mienkou cond;(a) splnenou.

Cize dokopy: pre Tubovolné argumenty a existuje prave jeden riadok s pod-
mienkou cond;(a) splnenou. Z vylu¢nosti a uplnosti sa da dokazat, Ze existuje
prave jedna funkcia F nad D, ktora splha dant definiciu. Plati, ze

z uplnosti = jednoznac¢nost

. . . . funkcie.
z vylucnosti = existencia

1.2.2 Nespravne priklady. Teraz si uvedieme nekorektné definicie funkcii:
Neitiplna definicia:

F(a) = 1 fo>3
2 ifz<3.

Pre z = 3 nema urdenid hodnotu, ¢ize nekoniecéne vela funkcii tvaru

F(0)=f(1) =f(2) =2
F(3)=neN
Flz)=1prexz>3

vyhovuje definicii.
Nevyluéna definicia:

i >
F(a) = 1 Tf:c_3
2 ifz <3.

Plati, ze F(3) =1 # 2 = F(3), teda vyhovujuca funkcia neexistuje.
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1.2.3 Uvod do syntaxe jazyka CL. Teraz si spravime maly uvod do syn-
taxe jazyka CL, aby sme vedeli pisat (programovat) jednoduché explicitné defini-
cie. Podobne ako pri explicitnych matematickych definiciach, aj explicitna
CL-definicia sa sklada z niekol'kych riadkov (odpovedaju riadkom matematickej
definicie) nazyvanych klauzulami. Klauzula ma tvar

F(al, - ,ak) = v < t1 Relqts & & ton_1Relnton,
(v matematickom zapise namiesto & pouzivame A), kde

1. F je identifikator definovanej funkcie, alfa-numericky retazec zacinajaci sa
s velkym pismenom. Vo vnutri retazca nie je uz dovolené velké pismeno,
ale mozeme pouzit _ (napriklad: Maz _8);

2. a-¢ka, v-cko, t-Cka st termy (ako v logike) definované induktivne:
Term je

(a) premennd (refazec z malych pismien, moze sa koncit jedno alebo
dvojcifernym indexom z1, 99, z0 =z, 200 = z),

(b) &islo - prirodzené decimélne (konstanta),
(c) vyraz F(ty,...,t,) (kde F' je identifikator funkcie a ¢-Cka sa termy).

V CL-ku st zabudované aritmetické relacie:

# < > < > matematicky zapis
= l= < > <= >= ASCII zapis v CL-ku.

Dalej v CL-ku st zabudované nasledujice aritmetické funkcie, ktoré budeme
pouzivat (st binarne, preto sa daju pisat infixne):

nésobenie z - y ASCII *
sCitanie x +y ASCIT +,

modifikované odc¢itanie

Ty = vy fo_y ASCII -
0 ifr<y

(klasické od¢itanie nie je uzavreté na N),
celoCiselné delenie a zvyskova funkcia

] ASCII x/y
xz mod y ASCII x mod y,

ktoré splhaju

y>0—z=(x<+y)-y+xzmodyAzmody <y

z+~0=2 mod0=0.
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1.2.4 Priklady explicitne definovanych funkcii nad N a ich zapis v
jazyku CL.
Druha mocnina.

Power(z) =z - x.

V CL to isté.
Maximum.

r ifx>y

maz(z,y) = {

y ifz<y’
V CL:

maz(z,y) =x x>y
maz(z,y) =y <z <y ,

zapis v if then else forme:

maz(x,y) = if x >y then x
else y .

Funkcia F1.
ifz<y
Fl(z,y)=<¢2 ifz=y.
ifz>y
V jazyku CL:

Fl(z,y)=1+2z<y
Fl(z,y)=2+z=y
Fi(z,y)=3+2x>y ,

zapis v if then else forme:

Fi(x,y) =if x <y then 1
else if x =y then 2
else 3.

Funkcia F2.

1 fz=y
F2(z,y) = .
(@) {2 ifx#y
V jazyku CL:

F2zy)=1«zxz=y
F2(z,y)=2¢«2z#y ,
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zapis v if then else forme:

F2(x;y) =if x =y then 1

else 2.
Funkcia F3.
1 fz<yny=z
2 if A
3 ifz>Ay<z
4 fx>Ny>z
V jazyku CL:

F3(z,y,2) =1z <yAhy=z
F3(z,y,2) =22z <yAhNy#z
F3(z,y,2) =3 22 >yAy<z
F3(z,y,z2) =4 —>x>yAy>z ,
zapis v if then else forme:

F3(x,y) = if x <y then if y =2z then 1 else 2
else if y <7z then 3 else 4.

1.2.5 Vypoéet v CL. Neformélne, vypocet v CL prebieha: zlava-doprava
po stlpcoch. Dosadime za premenné argumenty, sko¢ime za < a v stipcoch
vyselektujeme odpovedajuci riadok, ktorého hodnotu (hodnota termu za =)
priradime danej aplikovanej funkcie na zadané argumenty. V jazyku CL chceme
dovolit iba vylu¢né a uplné explicitné definicie. Dokazovat vylu¢nost a tplnost
definicie v§ak moZe byt netrivialny problém. Pri vylu¢nosti kompilator dokaze
rozpoznavat iba syntakticky zrejmé pripady. Tento proces sa vola diskriminéacia.
Na tvod si uvedieme diskriminaciu pomocou aritmetickych relacii.

1. Definicia musi mat rovnaky zaiatok F(a) vo vsetkych riadkoch;
2. za ¢ mame stfpce tvaru:

dichotémiatrichotémia

r=y x<YyY <y
Ty T>Y T=y
>y
analogicky
>y
r<y ;

3. riadky v stipci sa mozu opakovat, permutovat (pocitame zlava do prava
po stlpcoch, preto na poradi riadkov nezalezi);
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4. pre vnoreny podpripad za¢iatok z musi byt rovnaky, napriklad:

—zA1r
— 2 NATo
— 2z Ars.

Uplnost definicie sa zabezpeéi ovela jednoduchsie. Ak sa pri vyhodnoteni
nevyskytuje Ziadny riadok defaultovo vezmeme 0 ako hodnotu funkcie pre dané
argumenty. Implicitne predpokladame, Ze v definicii je riadok tvaru F(.) = 0 <
otherwise.

Priklady:

(Neuplna trichotomia)

Flz)=12z=5
Flz)=2+z>5

pre z < 5 F(z) =0, alebo
Flz) =10z =>5
pre x #5 F(z) = 0.
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Induktivne definicie

Teraz si povieme nieto o induktivnych (rekurzivnych) definiciach. V matematike
ste sa neraz stretli napriklad s nasledovnymi induktivnymi definiciami:

e mocnina s prirodzenym exponentom:

20 =1
xn+1 — - xn
o faktorial:
0l=1

(n+1)i:(n+1)-n!

e Fibonacciho funkcia:

F(n+2)=F(n+1)+ F(n).
Vseobecne induktivne definicie funkcii mozeme schématicky zapisat nasledovne:
Vi cond(a)
Fla)=4q:
Vo condy(a)

¢o sa velmi podoba na schému explicitnych definicii. Rozdiel je v tom, ze tato
schéma je vSeobecnejsia, totiz umoZnuje, aby sa term tvaru F(.) vyskytoval aj vo
V-tkach a cond;(a). Opit chceme, aby nasa definicia ndm korektne definovala
jednu funkciu F nad doménou D. K tomu budeme potrebovat, aby definiciu
okrem vylu¢nosti a uplnosti splhala i podmienku regularity: existuje funkcia -
miera z D**(F) — N, taka, ze pre [ubovolna aplikiciu funkcie F - F(b) z pravej
strany definicie (za svorkou) vyskytujicej sa vo V-¢kach ¢ cond;(a), musi platit,

7e m(a) > m(b).
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2.0.6 Kontrapriklady. Uvazujme nasledovni definiciu: F(z) = F(z) fun-
kcie nad N. Ta je zrejme uplnd a vyluéné, ale nie reguladrna, lebo nemdze
existovat taka funkcia-miera m, ze m(z) > m(z). Definicii vyhovuje l'ubovolna
funkcia nad N, ¢ize definicia neurcuje jednoznacne funkciu.

Podobne definicia: F(z) = F(z)+ 1 je tplna a vylucna, ale nie je regularna,
lebo opét nemoze existovat miera m, ze m(z) > m(z). Dalej pre ziadnu funkciu
nemoze platit, ze F'(z) = F(x) + 1, z toho vyplyva, Ze dana definicia neurcuje
ziadnu funkciu.

Summa summarum, ak poruSime podmienku regularity, moze sa stat Ze
neexistuje ziadna funkcia vyhovujtuca definicii alebo viacero roznych funkcii jej
vyhovuje.

Na vytvaranie induktivnych definicii ndm buda postacovat znalosti z CL-
syntaxe uvedené pri explicitnych definiciach. Okrem diskriminacie pomocou
aritmetickych vyrazov budeme pouzivat dalgi typ klauzalnych definicii vyuZiva-
jucich diskriminaciu na prirodzenych ¢islach. V hlavach klauzul sa bude vysky-

tovat stipec tvaru:
0

1
2

k
n+(k+1),
kde k& € N a argumenty nachadzajice sa nalavo od tohoto stipca (v hlave
klauzuly) musia byt vo v8etkych riadkoch-klauzulach identické.

V dalsom texte uz budeme uvadzat iba CL-definicie nakol'ko st velmi podob-
né matematickym a ich vzajomny prepis je priamociary.

2.1 Priklady

Ako vyzera vypocet pomocou induktivnych, rekurzivnych definicii ? Minule sme
si nie¢o povedali o vypo¢te pomocou explicitnych definicii. Teraz si naSe intu-
itivne znalosti rozsirime. Mohli by sme charakterizovat vypocet vo funkcional-
nom programovani ako vyhodnocovanie vyrazov - technickejsie ako prepisovanie
(redukcia) vyrazov (termov) do nejakych zakladnych, ireducibilnych, dalej sa
uZ neprepisujucich tvarov. UvaZujme nasledujice jednoduché priklady:

2.1.1 Mocnina.

2 =1

"t = g pre (n > 0) € N.

Ako by sme ju spravili v Pascali pomocou cyklov?
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MoZeme ju naprogramovat napriklad pomocou while-cyklu:

p:=1

i:=n;

{ invariant } <«
while i>0 do

begin
p = x*p;
i:=i1
end.

Tento cyklus nam reprezentuje jeden typ vypoctu mocniny. Klesajici parameter
cyklu je i, testuje sa ¢i je ¢ > 0, po kazdom zbehnuti tela cyklu sa nam znizi o
jedna; z toho vyplyva, Ze cyklus skon&i. Invariant cyklu (podmienka nemeniaca
sa pocas cyklu, plati na zaciatku aj na konci cyklu v bode <) bude:

" =p-zt Ai>0.
1. Na zaciatku mdme i =n >0, 2" =1- 2"

2. Ak cyklus zbehol, tak muselo i > 0. Vieme, Ze pre i > 0 plati 2" =
p-z-x'~1 = p-2'. Stucasne i > 0. Cize invariant plati aj pre nové hodnoty
P a i po vykonani cyklu.

3. Nakoncimamei=0,2"=p-2°=p-1=p.

7 platnosti invariantu teda vidime, ze cyklus naozaj korektne vypocita mocninu
do premennej p.

CL-definicias:

Power(z,0) =1
Power(z,n + 1) = x - Power(z,n)

Vypocet (neformélne) pre z = 2; n = 5 odsimulujume nasledovne:
Power(2,5) =2 Power(2,4) =2-2- Power(2,3) =2-2-2: Power(2,2)
=2-2-2-2-Power(2,1)=2-2-2-2-2- Power(2,0)
=2-2-2-2-2-1=32;
1. dosadime za premenné
2. vyselektujeme (pomocou diskriminécii) vhodny riadok
3. prepiSeme vyraz vyrazom na prvej strane = vybratého riadku.

V CL-ku mézeme spravit nasledovni definiciu mocniny, pomocou ktorej mozeme
mat podobny vypocet ako pri while-cykle:
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| zaCiatok | po 1l.zbehu | po 2.zbehu | 3.zbehu | 4.zbehu | 5.zbehu |

p—1 2 1 8 16 32
i—5 1 3 2 1 0

Obrazok 2.1: Vypocet pre x =2 an = 5.

Power(z,i,m) = Powl! (z,n,1)
Powl!(z,0,m) =m
Powi(xz,n +1,m) = Powl (z,i,z xm)

Vypocet pre x =2, n = 5:

1.

Power(2,5) = Powl!(2,5,1) = Powl(2,4,2)
= Powl(2,3,4) = Powl(2,2,8)
= Pow!(2,1,16) = Powl (2,0,32) = 32.

Vidime, Ze vypocCty st analogické - rovnaka modifikicia i, p pri while-
cykle a 2., 3. argumentu pri Powl.

. 3. argument, m, je miesto, kam si odkladdme medzivysledky, takzvany

akumulator, preto sa takato technika nazyva technikou akumulatorovej
premenne;j.

Tento typ rekurzie, ked po vyhodnoteni rekurzivneho volania uz nemusime
ni¢ dovyhodnocovat v 7Ziadnom pripade, nazveme chvostova rekurzia - tail
recursion. Na rozdiel od prvej definicie, kde sme museli eSte donésobovat
dvoma, a ktoré je ¢isto rekurzivna.

Kompilator dokaze rozpoznat, ¢ ide o tail rekurziu a vtedy ju implementuje
pomocou cyklu (efektivne). Cize i vo funkcionalnom programovani moze byt
vypocet dlhy, neefektivny alebo naopak kratky a efektivny. Zalezi na zruc¢nosti
programatora.

Do tretice pomocou for-cyklu:

p:=1;

for

i—=1 to n do p:=x*p

Cyklus for vzdy skonci, ak n > 0 uskuto¢ni sa n-krat. Klesajuci parameter je

n —i+ 1. Pre n > 0 plat{ invariant 2" =p -z
1.
2.

n—i+1.

Na zadiatku mdme s =1, p = 1. Plati 2” =1 - g7~ 11,

Pre i < n dostavame z” = p -z - gL = p . gn it

Na konci mame i = n+1, p := 2. Teda 2" = z" - g"~ ("t1+1L = gn.
xn
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| zaCiatok | po 1l.zbehu | po 2.zbehu | 3.zbehu | 4.zbehu | 5.zbehu |

p—1 2 1 8 16 32
=1 2 3 4 5 6

Obrazok 2.2: Vypocet pre x =2 an = 5.

Power(z,n) = Pow2(z,1,n,1)
Pow2(z,i,n,m)=m<«+i>n
Pow2(x,i,n,m) = Pow2(xz,i+ 1,n,z-m)+<i<n

Vypocet pre z =2, n =15:
Power(2,5) = Pow2(2,1,5,1) = Pow2(2,2,5,2)

= Pow2(2,3,5,4) = Pow2(2,4,5,8)
= Pow?(2,6,5,32) = 32 .

1. Opét sa vyuziva technika akumulatorovej premennej, naviac mame argu-
ment pre n - 'hornd hranicu cyklu’.

2. Definicia je tail - rekurzivna. Kompilator ju nahradi cyklom.

3. Vypocet je analogicky ako vypocet pomocou for cyklu. Nasledovné pre-
menné si odpovedajua:
(a) i, p vo for cykle a

(b) i, m - 2. a4. argument v Pow2.

2.1.2 Najviési spoloény delitel'. Nech z, y € N chceme najst najvicsieho
spolo¢ného delitela z, kde z méa spliat podmienku:

zle A zly AVd (d|z Adly = d < z).

V pripade, Ze  +y > 0 (x > 0 alebo y > 0), z je urfené jednoznacne. Pre
pripad z +y = 0, pre Vz € N plati 2|0, ¢iZe najvicsie z s touto vlastnostou
neexistuje, preto definitoricky polozime Ged(0,0) = 0.

NaSou tlohou bude teda najst funkciu Ged(z,y), ktord bude splhat nasle-
dovnu Specifikaciu:

VaVy(z +y > 0 = Ged(z,y)|z A Ged(z,y)|y A
Vd[d|z Adly = d < Ged(z,y)]).

Uréili sme si, ¢o chceme poéitat. Ako to pocitat?
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| zaciatok | po l.zbehu | po 2.zbehu | 3.zbehu | 4.zbehu |

xi— 12 21 12 9 3
vi = 21 12 9 3 0
7i— 7 12 9 3 0

Obrazok 2.3: Vypocet pre x = 12 a y = 21.

Napriklad pomocou nasledovnej verzie Euklidovho algoritmu:

xi 1= Xx;
yii=y;
while yi > 0 do
begin
7zi := xi mod yi;
xi 1= yi;
yi = zi
end
ged = xi;

Klesajuci parameter cyklu bude yi (> 0).
1. Testujeme ¢i yi > 0.

2. Vieme, ze nova hodnota yi bude zi mod yi < ako stard hodnota yi. Cize
hodnota yi sa zmensi po kazdom prechode cyklom. Cyklus nam skonéi,
vtedy yi = 0.

Ak z +y > 0, invariant bude ged(x,y) = ged (i, yi).
1. Na zaciatku mame = = zi, y = yi.
2. Vieme, Ze pre yi > 0 plati:
ged(z,y) = ged (i, yi)
ged(yi, zi mod yi) = ged(zi, yi).
3. Na konci yi =0, ¢ize ged(z,y) = ged(zi,0) = zi = ged.

Ak z +y = 0 tak ged = 0 (ako sme sa dohodli). Cyklus ani raz nezbehne.
Ako definovat v CL-ku Ged ?

Ged(z,0) =z
Ged(z,y +1) = Ged(y + 1,2 mod (y + 1))

Definicia je tail - rekurzivna. V§imnime si analogicky vypocet (nepotrebujeme
pomocnu premennt 2i) pre x = 12, y = 21:

Ged(12,21) = Ged(21,12) = Ged(12,9) = Ged(9,3) = Ged(3,0) = 3.
Poznamenajme, Ze sme pouzili ten isty jazyk logiky na zapis §pecifikacie (¢o

robit) aj definicie funkcie (ako to robit). Z toho tiez vyplyva, Ze nase programy
si matematické.
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2.1.3 Fibonacciho funkcia. Uvazujme Fibonacciho postupnost:
0112358132134 ...

Z faktu, ze nasledujuci ¢len postupnosti je sic¢tom predchédzajucich dvoch,
mozeme ihned napisat rekurzivnu definiciu:

Fib(0) =0

Fib(1) =

Fib(n +2) = Fib(n + 1) + Fib(n).
Skasme pocitat pre Fib(5):

Fib(5) = Fib(4) + Fib(3)
= Fib(3) + Fib(2) + Fib(2) + Fib(1)
= Fib(2) + Fib(1) + Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(0) + 1
=Fib(1) + Fib(0)+1+1+0+14+0+1
=14+0+1+1+0+14+0+1=5.
Dostavame nesikovny dlhy vypocet. Priblizne 2™ (pre Fib(5) 8 volani) rekurzivnych
volani treba pre vypocet Fib(n). Sktsme to teda Sikovnejsie, sta¢i ndm paméitat
si v pomocnych premennych (v akumulétoroch) hodnoty pre dva predchéadza-
juce pripady a z nich vypocitat novy ¢len postupnosti. Dostdvame definiciu:
Fiba(0,a,b) =
Fib(n) = Fiba(n,0,1)
Fiba(n + 1,a,b) = Fiba(n,a + b, a)
Definicia je tail - rekurzivna. Na porovnanie si ukdZeme tiez vypocet Fib(5).

Fib(5) = Fiba(5,0,1) = Fiba(4,1,0)
= Fiba(3,1,1) = Fiba(2,2,1)
= Fiba(1,3,2) = Fiba(0,5,3) = 5.
Vidime, Ze je omnoho kratsi. Pre ilustraciu si skisme tiato tail - rekurzivnu

definiciu naprogramovat (odsimulovat) pomocou while-cyklu (predpokladame,
7e n > 0).

a:=0;
b:=1;
i:=n;
whilei > 0 do
begin
¢ := a+b;
b:= a;
a:=c;
i:=i-1;
end

fib := a;
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| zaCiatok | po 1l.zbehu | po 2.zbehu | 3.zbehu | 4.zbehu | 5.zbehu |

a—=1 1 2 3 3 5
b=1 0 1 1 2 3
c="7 1 1 2 3 5
i=5 4 3 2 1 0

Obréazok 2.4: Vypocet pre n = 5.

1. Klesajuci parameter je ¢; testujeme, ¢i i > 0; v cykle dekrementujeme
i := 1 — 1; ¢ize cyklus vzdy skondi.

2. Pre n =0 plati fib = Fib(0).
3. Pre n > 0 mame invariant
Fib(n —1i)=a
Fib(n —i—1)=1b
(a) Na zafiatku pre i = n — 1 dostavame

Fib(n —n+1) = Fib(1)
Fib(n —n) = Fib(0)

l=a
0="=a.

Po vykonani cyklu mame:

Fib(n —i) = Fib(n —i+ 1) = Fib(n — i) + Fib(n —i — 1)
=a+b=a
Fib(n —i—1) = Fib(n —i) = a = b.

(b) Na konci plati, 7e

Fib(n —0) = Fib(n) = a = fib
Fib(n —1)=0b.

Vypocet pre n = 5 najdeme v tabulke 2.4.
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Teraz si skusime verziu Fibonacciho funkcie pomocou for-cyklu.

if n—=0 then fib:—= 0
else if n—1 then fib:— 1

else
begin
a:=1;
b:=0;
for i=2 to n do
begin
c:= a+tb;
b:= a;
a:=
end
fib ;= a
end

Overme si korektnost nasho programu. Pre
fib =0 = Fib(0)
fib=1 = Fib(1).

n=20
n=1

Pre n > 2 cyklus zbehne n — 2 + 1-krat (klesajuci parameter je n — i+ 1). Plati

invariant

Fib(i — 1)
Fib(i — 2)

a
b.

1. Na zadiatku mame

Fib(2 — 1) = Fib(1)

Fib(2 — 2) = Fib(0) b.

1
0

2. Po zbehnuti cyklu dostavame:
Fib(i — 1) = Fib(i) = Fib(i — 1) + Fib(i — 2)
=a+b=a
Fib(i —2) = Fib(i — 1) = a = b.

3. Na konci i = n + 1 a plati, Ze
Fib(n+1—-1) = Fib(n) =a = fib
Fib(n+1-2)=Fib(n—1) =b.

Cize nag program pocita Fibonacciho funkciu korektne.
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| zaciatok | po l.zbehu | po 2.zbehu | 3.zbehu | 4.zbehu |

a—1 1 2 3 5
b=20 1 1 2 3
c=7 1 2 3 5
i=2 3 4 5 6

V CL-ku mozeme simulovat tento vypocet nasledovne:

Fib(0) =0
Fib(1) =1

Fib(n +2) = Fib2(2,n + 2,1,0)

Obrazok 2.5: Vypocet pre n = 5.

Fib2(i,n,a,b) =a<+i>n

Fib2(i,n,a,b) = Fib2(i + 1,n,a+ b,a) «i<n .
1. Definicia je tail - rekurzivna.

2. Netreba pomocnii premennt c.

17

3. Medzivysledky sa ukladajiu do akumulatorov a = Fib(i—1), b = Fib(i—2).

Pre porovnanie si ukdzeme tieZ vypocet pre Fib(5):

Fib(5) = Fib2(2,5,1,0) = Fib2(3,5,1,1)
= Fib2(4,5,2,1) = Fib2(5,5,3,2)
= Fib2(6,5,5,3) = 5.



Kapitola 3

Ciselné reprezentacie

V tejto kapitole si zrekapitulujeme nase znalosti o ¢iselnych stustavach, ktoré
pozname zo zékladnej a strednej $koly, z informatického hl'adiska. Nacrtneme si
implementéaciu velkej aritmetiky v rozliénych ¢iselnych reprezentaciach. ]v)alej sa
zoznamime s p-adickymi ¢iselnymi sistavami, kde nagu pozornost sustredime na
diadicku stustavu a jej reprezentaciu pomocou Specialnych termov - numeralov.
Nakoniec si rozoberieme implementéciu diadickej sustavy v jazyku CL.

3.1 Unarna stustava

Unérna ststava je asi prva ¢iselné ststava, s ktorou ste sa zoznédmili v detstve
(pocitanie na prstoch, gulicky, ¢iarky). Prazdny retazec ¢iarok (reprezentujuci

¢isla || unarny
ZApis

WO

Obréazok 3.1: Unérna sustava.

0) v nej ozna¢ime ako ) (pozri Obrazok 3.1). Co je jej plus? Je jednoducha -
l'ahko sa pricita a odéita jednotka.

3.1.1 Priéitanie a odé&itanie jednotky. Dostdvame nasledovné jednoduché
klauzélne definicie:

Successor(X) = X|

18
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Predecessor () = 0 (definitoricky)
Predeccessor(X|) = X ,

Mozeme ich zapisat i v tablovej verzii:

+HXx (Do (-1 X]
X| ] X

Vzor (pattern) X| naozaj matematicky znamend X + 1. Nakoniec si ukdzme,
ze aj definicie s¢itania a od&itania nie st ovela zlozitejsie.

3.1.2 Séitanie.

Addition(0,Y) =Y

Addition(X|,Y) = Addition(X,Y])
alebo

Addition(X|,Y) = Addition(X,Y)| ,

tablova verzia:

=

X X
+Y + Y + Y
Y X +Y| (X+Y)|

3.1.3 Od¢ditanie.

Subtraction(,Y) = 0 (definitoricky)
Subtraction(X|,0) = X|
Subtraction(X|,Y]) = Subtraction(X,Y) ,

tablova verzia:

0 X| X|
-Y -0 -Y]|
0 X (X-Y)°

Zapis ¢isel v unarnej sustave ma vSak aj svoje nevyhody. Dlzka zapisu zod-
poveda vel'kosti ¢isla (napriklad na ¢islo 5 potrebujeme ||||| ¢iarok, znakov). Tiez
rekurzia je typu £ +1 — z, pocet rekurzivnych volani zhruba odpoveda velkosti
¢isla x. Preto sa pouzivaju iné ¢iselné ststavy, ktoré umoznuji ’ekonomickejsi’
(kratsi zapis) a tieZ rychlejsiu rekurziu (mensi pocet rekurzivnych volani, miera
rychlejsie klesa).

3.2 Decimalna ststava

Dalsou ¢selnou stistavou, s ktorou ste sa zoznamili v $kole, bola decimalna
(desiatkova) ststava. Pouziva 10 cifier (znakov) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Cislo ¢ v nej vyjadrime ako polyném 10-vych mocnin

¢ =kp10"™ + kp_110""1 4 -+ 4 Ko 10°
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a poziéne ho napiSeme ako k,,...,ko. Zapis je vyrazne krat3i. Napriklad
pre ¢islo tisic - 1000 namiesto tisic ¢iarok stac¢ia 4 znaky, ¢o zhruba odpovedé
log;, 103 = 3; pre milién - 1000000 (log;, 106 = 6) pouzijeme iba 7 znakov.
Priblizne potrebujeme log,, ¢ znakov na zapis ¢isla ¢, dokdzeme ho teda zapisat
v logaritmickej dizke. V pripade unarnej sustavy sme pre ¢islo ¢ potrebovali az
¢ znakov, zapisovali sme ho v linearnej dizke, rozdiel dizok je velmi velky.

Ako je to s pri¢itanim a od¢itanim jednotky? Dostavame nasledujice jedno-
duché definicie:

3.2.1 Priéitanie jednotky.

Successor(9) =1
Successor(X0) = X1
Successor(X1) = X2

Successor(X9) = Successor(X)0 ,
tablova verzia:

(+1) 0 (+1) X0 (+1) X9
1 X1 7 ((+1) X)0°

3.2.2 Od¢itanie jednotky.

Predecessor () = 0 (definitoricky)
Predecessor(X0) = Predecessor(X)9 < X #
Predecessor =0+ X =)

Predecessor(X1) = X0

P;“edecessor(XQ) = X8,
tablova verzia:
(-0 (-1)X0(X#0) (-1)X0(X=0) (-1)X1 (—-1) X9
0 (-1) X)9 0 X0 7 X8

Predchadzajuca definicia v8ak v sebe skryva problém, funguje, iba ak zéapis
neobsahuje vlavo neplatné nuly, ale sama tito zdsadu nedodrzi. Napriklad
odé¢itanim jednotky od zapisu 10 ¢&isla 10 dostaneme zapis 09, vygeneruje sa
vlavo neplatna 0. Odcitanim jednotky od zapisu 00 ¢isla 0 ziskame dokonca
chybny vysledok 09! Pri p-adickych sustavach si ukdZeme spravne rieSenie.
Pokuisme sa schématicky si zadefinovat s¢itanie, od¢itanie a nasobenie.

3.2.3 Scitanie.
0 X0 X9
+Y +Y0 +Y9
Y (X +Y)0 (X+Y+1)8°
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347
+ 589

Napriklad: —— .
936

3.2.4 Od¢ditanie.

0 X0 X0 X0 X9
-Y -0 -Y0 -Y9 -Y9
0 X0 (X -Y)0 (X -Y -1)1 (X -Y)0~
589
— 499
Nariklad: ———— .
90

Keby sme chceli presnejsie formalizovat, vznikli by problémy ako pri funkcii
Predecessor kvoli nejednoznaénému zéapisu (neplatné nuly vlavo).

3.2.5 Nasobenie.
Celkovéa schéma:

X
Yk
Xk
+ XY 10
45
Priklad: 93
135
+ 4050
4185

Vyuzivame nasobenie X jednou cifrou:

Xk
ko
(X - ko + prenos)(ky - ko)

V decimalnej sistave vidime, Ze sa lahko realizuje nasobenie zakladom 10
(posuv dolava + pridanie 0 vpravo) a celociselné delenie 10-mi (posuv doprava
+ odrezanie cifry napravo).

3.3 Binarna sustava

V pocitacoch sa pouZiva na kddovanie (reprezentaciu, zapis) isel ¢asto binarna
sustava (popri hexadecimélnej a oktalnej). Pouzivame dve cifry 0, 1. Cislo ¢
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¢islo || bindrna
sustava
0
1
10
11
100

= W N = O

Obrézok 3.2: Bindrna sustava.

vyjadrime ako polyném 2-vych mocnin
Czk'n'Qn-Fk'n_l '2”71+...+k0'20

a pozitne zapiseme ako ky, ... ko (pozri Obrazok 3.2). Dizka zapisu zodpoveda
log, ¢ (analogicky ako pri desiatkovej sustave i tu dosahujeme logaritmicka dizku
zapisu). Napriklad: (1024);0 = (10000000000)s, dizka je 11 znakov, &o priblizne
zodpoveda log, 1024 = 10.

Zakladné aritmetické operacie odvodime analogicky ako pri desiatkovej sts-
tave. Su vlastne ich zjednodusenim z desiatich cifier (pripadov) na iba dve cifry

(pripady).

3.3.1 Successor.

(+1) 0 (+1) X0 (+1) X1
X1 (+1) X)0

3.3.2 Predecessor. Taktiez, ako pri desiatkovej sistave, funguje iba ak zapis
neobsahuje vlavo neplatné nuly a pritom sam ich vyraba.

(=)0 (—=1) X0 (X £0) (-1) X0 (X =0) (-1) X1
0 (-1) X)1 0 X0

3.3.3 Séitanie.

0 X0 X0 X1 X1
+Y +Y0 +Y1 +Y0 +Y1
Y (X +Y)0 (X +Y)1 (X +Y)1 (X+Y+1)0°

1011
+ 1111
11010

Priklad:
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3.3.4 Od¢ditanie.

] X0 X0 X0 X1 X1 X1
Y 0 -Y0 -Y1 0 -Y0 -Y1
] X0 (X-Y) (X-vY-11 X1 (X -Y)1 (X—Y)O'
1110
— 1010
Priklad: .
100

Keby sme chceli presnejsie definovat odcitanie, znova by vznikli problémy
kvoli nejednoznaénému zéapisu (neplatné nuly vlavo).

3.3.5 Nasobenie.

X X
Y0 Y1
X Y0 X
+X-Y0
10
Priklad: —
10
+100
110

Podobne ako pri desiatkovej ststave, i tu sa l'ahko realizuje (v konstantnom
Case) nasobenie 2-mi (posuv dolava + pridanie 0 vpravo) a celo¢iselne delenie
2-mi (posuv doprava + odrezanie cifry napravo).

3.4 P-adické c¢iselné ststavy

Nejednoznac¢nost zapisu v n-arnych sastavach je urcité ich minus. Vyplyva z
toho, Ze umoZnujeme ako koeficienty pri mocninach pouzivat 0. Preto sa nam
v zapise ¢isla mozu vliavo hromadit neplatné nuly:

0 = 0019 = 0002
]. - 0110 - 0012
2 = 02109 = 00219 = 00105 .

To ndm modZe sposobovat problémy vytvorit elegantné definicie aritmetickych
funkcii.

Ako si pomoct ? Jednoducho, zakdZzeme koeficienty 0. Nech p je priridzené
¢islo > 0. Lubovolné &islo ¢ € N je bud 0 alebo ak ¢ > 0, tak sa da zapisat
ako polynoém p mocnin: ¢ =k, - p" + ...+ ko - p°, kde k; € {1,...,p}. Pozi¢ne
ho zapigeme ako k,, ... ,ko. Takato ¢selni sastavu nazveme p-adickou. Dlzka
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| ¢islo || monadicka |

0 0
1 1
2 11
3 111
4 1111

Obrazok 3.3: Monodické sistava.

zapisu c je logaritmicka, priblizne log, c. Ak p = 1, stistavu voldme monadickd
(pozri Obrazok 3.3). Odpoveda vlastne nasej unarnej sustave. Len miesto ¢iarok
| piseme 1-ky. Nebudeme ju d’alej rozvadzat, nakolko o nej plati presne to, ¢o
sme si povedali o unarnej sustave.

3.5 Diadicka ststava

| dslo || diadicka |

0 0
1 1
2 2
3 11
4 12
) 21
6 22
7 111
8 112
9 121
10 122
11 211
12 212
13 221
14 222
15 1111

Obrazok 3.4: Diadicka sustava.

V dalsom vyklade sa zameriame na pripad p = 2 - na diadicki sustavu (pozri
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Obrézok 3.4). Z polynomialneho zépisu ihned vidime, Ze plati:
XT=2X+1, X2=2X +2,

kde X je pozi¢ny zapis ¢isla X.

S vyuZzitim hore uvedenych rovnosti si skiisme zadefinovat niektoré aritmet-

ické operéacie:

3.5.1 Successor.

(+1) 0 (+1) X1 (+1) X2
1 X2 ((+1) X)1°

3.5.2 Predecessor.

(-1)0 (-1)1  (=1) X11 (-1) X21 (-1) X2
0 0 ((=1) X1)2 X12 X1

alebo

(-1)0 (=) XU(X =0) (=1) X1(X#£0) (=1) X2
0 0 ((=1) X)2 X1°

3.5.3 Séitanie.

0 X1 X1 X1 X2 X2
+Y +0 +Y1 +Y2 40 +Y1

Y X1 (X+Y)2 (X+Y+1)1 X2 (X+Y+1)1 (X+V+1)2°

3.5.4 Nasobenie.

0 X1 X2

Y Y Y

0 Y Y

+X.Y Y

+X.Y +X.Y

+X-Y

3.5.5 Umocnovanie.

0 X1 X2
Y Y Y
1 V. VX.yX V.V.VYX.yX "~
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3.6 Reprezentacia ¢isel pomocou numeralov

Vo funkciondlnom programovani pracujeme s vgrazmi, termami. Ako sme si
uz uviedli, vypocet je vyhodnocovanie vyrazov, ich prepis, redukcia do zéklad-
nych, dalej uz nerozlozitelnych, ireducibilngch tvarov. Nagim dalgim cielom
bude reprezentovat, implementovat, vyjadrit niektoré ¢iselné sustavy pomocou
Specialnych termov - numerdlov.

Zacnime s monadickou stustavou. Pouzijeme

e 0 - konStantu, definovant ako 0 € N a
e S - unarny funkény symbol (successor), definovany ako S(z) =z + 1.

Budeme mat nasledovnu korespondenciu uvedenti na Obrazku 3.5.

| ¢islo || monadicka sustava, | numeral |
0 0 0
1 1 S(0)
2 11 SS(0)
3 111 S555(0)
n 111...1 SSS...5(0)
—_——— ———

Obrazok 3.5: Reprezentécia ¢isel v unarnej stistave pomocou numerélov.

Pri diadickej stistave pouzijeme
e 0 - konStantu, definovant ako 0 € N a

e S1, S2 - unarne funkéné symboly, definované nasledovne:

Sl(z)=2-z+1,
S2(x) =2 -z + 2.

V CL-ku st funkéné symboly S1 a S2 uz preddefinované. Aby sme sa ¢o najviac
priblizili pozi¢nému diadickému zépisu, buda v systéme Cl vyrazy S1(z) a S2(x)
zobrazované v postfixovom formate 1 a zo. Dostavame kore§pondenciu uvedeni
na Obrazku 3.6.

Vsimnite si, Ze postupnost 1, 2 a S1, S2 je zrkadlovo oto¢end. Vyplyva
to z prefixovej notacie S1(z) a S2(z) a postfixovej notécie ich skratiek z; a
xo. Napriklad: 4 = S251(0) = S2(0;) = 012. V CL-ku na zobrazenie &isel v
diadickej sustave budeme pouzivat format N2. Napriklad, pre 5 = z : N2 sa
zobrazi x ako 021. Prilepi nam to 0 pred diadicky zapis, ¢o vyplyva z postfixovej
notécie skratiek pre S1, S2.

Preberieme si dalsi typ diskriminacie a to diadickt diskriminaciu. Vyzera
nasledovne:
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| ¢islo || diadicka sustava | numeral | V CL-ku |
0 0 0 1|0
1 1 S1(0) | 04
2 2 S2(0) | 02
3 11 S151(0) | 014
4 12 S5251(0) | 012
5 21 S152(0) | 094
6 22 S5252(0) | 022
7 111 | S151S51(0) | 0414
8 112 | S25151(0) | 0412

Obrazok 3.6: Reprezenticia diadickej stistavy pomocou numeralov.

F(O) =11
F(S1(z)) = v,
P(52(z)) = vs ,

po kompilAcii sa zobrazi ako:

F(O) =1
F(ﬂ?l) = V2
F(,TQ) = V3 .

MoZzeme mat aj vnorend diskriminéciu. Napriklad:

D4 sa pouzivat diadickd diskriminécia i v nasledovnom tvare:
F(O) =11

F2-z41)=uv
F2-z24+2)=uv;3.

27
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Skisme si teraz niektoré aritmetické funkcie nad diadickou sustavou klauzélne
definovat:

3.6.1 Successor.

S(0) =1
S(S(ﬂ:l)) = T2
S(S(x2)) = S(a)1

alebo

S0)=1
S2-x+1)=2-2+2
S2-z4+2)=2-S(x)+1

3.6.2 Predecessor.
Priklad na vnorenu diskriminéciu:

)=
Pred (0,

(0
(0,) =
Pred(zq11) = Pred(:cl)
Pred(zs1) = :61
Pred(z2) =

Pred(0

Verzia bez vnorenej diskriminéacie:

Pred(0) =

Pred(zq) = 0 +—z=0
Pred(z1) = Pred(z)s <z #0
Pred(z) = 1 .

3.6.3 Scéitanie.

Add(0.y) =y

Add(z1,0) = 11
Add(azl,yl) Add(z,y)2
Add(zy,y:) = S(Add(z,y))1
Add($2, ) = X2
Add(‘r%yl) (Add(x,y))l
Add(x2,y2) = S(Add(z,y))a .

3.6.4 Nasobenie.

Mul(0,y) =0
Mul(z1,y) =y + 2+ 2 + Mul(z,y) =2
Mul(z1,y) =y +y+2z+ 2+ Mul(z,y) =
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3.6.5 TUmociiovanie.

Ezp(z,0) =1
Exp(x,yh)=x-2-2-2+ Exp(z,y) =2
Exp(x,yh)=z-x-2-2 -2+ Exp(z,y) =2

29



Kapitola 4

Koédovanie datovych struktar

do N

Pri programovani sa pouZiva velké mnoZstvo roznych datovych Struktar: n-tice,
vektory, matice, viacdimenzionalne polia, retazce, zoznamy, zaznamy, zasobniky,
fronty, tabulky, stromy, lesy, grafy atd.. Otéazka znie, ako tieto §truktiry im-
plementovat do jazyka, ktory umoznuje definovat funkcie iba nad prirodzenymi
¢islami. Presnejgie ako zakddovat tieto Struktary do N. V nasledujucom vyklade
si odpovieme na tito otazku.

4.1 Kobdovanie kone¢nych postupnosti nad konec-
nou abecedou

Ako prvy krok k nagmu ciel'u, sa zamyslime nad kdédovanim koneénych postup-
nosti znakov (zoznamov, retazcov) nad kone¢nou abecedou - mnozinou znakov.
Doteraz sme vyuZzivali diadicka (p-adickua) ¢iselnt sustavu na ’budovanie’ velkej
aritmetiky. Definovali sme si niektoré zékladné aritmetické funkcie, ktoré su
schopné pracovat s Tubovolne velkym ¢islom bez obmedzenia. Nagim jedinym
realnym obmedzenim je velkost pamiéte v pocitadi. Dalej si ukdzeme, ako pomo-
cou p-adickej sustavy mozeme kodovat postupnosti - zoznamy, retazce znakov
nad nejakou kone¢nou abecedou s poc¢tom znakov p. Bez ujmy na vSeobec-
nosti predpokladajme, Ze abeceda Y. = {1, 2, 3, 4,...,p}. (NaSa abeceda sa
sklad4 iba zo znakov - cifier.) Cubovolny retazec znakov z tejto abecedy budeme
kodovat ¢islom, ktorého pozi¢ny zapis v p-adickej sustave zodpoveda danému
retazcu. Napriklad pre p = 8, retazec 23871 budeme kodovat islom, ktorého
zapis v 8-adickej sustave je 0a3g71. Prazdny retazec kodujeme 0-ou.

Teraz si zadefinujme jednoduché operacie s retazcami. Pre jednoduchost
ostaneme v diadickej sustave, budeme teda uvazovat iba retazce zlozené z 1-tiek
a 2-ok.

30
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4.1.1 Konkatenacia dvoch retazcov.

Con(X,0) =X
Con(X,Y1) = Con(X,Y),
Con(X,Y3) = Con(X,Y),

Vypocet:
Con(012,022) = Con(012,02)2 = Con(012,0)20 = O1290.

4.1.2 Reverz (otodenie retazca). Rekurzivna verzia:

Rev(0) =0
Rev(X1) = Con(01, Rev(X))
Rev(X3) = Con(02, Rev(X)) .

Priklad:
Rev(012) = Con(0s, Rev(01)) == Con (02, Con (01, Rev(0)))
= Con(0s, Con(01,0)) = Con(03,01)
= COH(OQ,O)l = 021.
Iterativna (Sikovnejsia verzia):

Rev(X) = Revi(X,0)
Revi(0,a) = a

Revi(X1,a) = Revi(X,a1)
Revi(X2,a) = Revi(X, as) .

Priklad:
Rev(012) = Rem’(Olg, 0) = Revi(Ol,Og)
= Rem’(O, 021) = 021.

Analogickym sposobom by sa dali zadefinovat i dalsie elegantné operacie nad
diadickymi retazcami.

4.2 Teraz o k6édovani nieCo vSeobecnejSie

Nasim dalsim cielom bude navrhnit kédovanie zoznamov (kone¢nych postup-
nosti) nad nekone¢nou abecedou, napriklad N. Pozrime sa trosku do historie
funkcionalneho programovania. V jazyku LISP (SCHEME) sa daju rozne datové
gtrukttry implementovat (kodovat) pomocou s-vyrazov. S-vyraz je bud

e atém

— numericky: 1, 2, 100,

— symbolicky: janol, auto (retazec pismen a €¢islic zac¢inajuci pismenom),



KAPITOLA 4. KODOVANIE DATOVYCH STRUKTUR DO N 32

ay
a2
Obrézok 4.1: S-vyraz kodujuci zoznam (a1, as,...,ay).

— (8pecialny) preddefinovany nil;
e cons(sy, s2) - zlozeny s-vyraz (pdr), kde s1, s2 st nejaké s-vyrazy. Budeme

znadit aj ako /\ . (V LISP-e sa pouZiva zapis s;. s2.)
81 S2

Ako by sme mohli implementovat pomocou s-vyrazov zoznamy - konec¢né
postupnosti nejakych prvkov ? Zoznam, oznaceny ako

l:(ala az; . .. :an): nZOa

budeme kédovat s-vyrazom nacrtnutym na obrazku 4.1. Prazdny zoznam, (n =
0), oznac¢ime pomocou atomu nil. Cize zakddovany zoznam je

e bud tvaru nil - prazdny zoznam

e alebo tvaru /\ - neprizdny zoznam, kde a; je jeho prvy prvok a l; je
a1 l1
podzoznam - zvySok zoznamu.

4.3 Jednoduché funkcie nad zoznamami

Ako budu vyzerat jednoduché funkcie nad zoznamami 7

4.3.1 Prvy prvok zoznamu.

H(nil) = nil (definitoricky)
H( /\ ) =a .

ai l1
V LISP-e sa oznacuje ako car.

4.3.2 ZvysSok zoznamu.

T(nil) = nil (definitoricky)
T /\)=h.
ay [y

V LISP-e sa oznacuje ako cdr.
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4.3.3 Pridanie prvku na zacdiatok zoznamu.

Cla, ) = /\

ay [y

V LISP-e sa oznacuje ako cons.

4.3.4 Dizka zoznamu.
L(nil) =0
L(/\):L(l)+1 .

a

Vypocet:
L )= I )+1=
ar a2
as as nil
as nil
= I J+14+1=L(mil)+14+14+1=0+1+1+1=23.
as nil

4.3.5 Konkatenacia dvoch zoznamov.
Con(nil,lz) =1y

C o) = N )
on(a/\h 2) a/Con(ll,lg)

33
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Vypocet:
Con( , ) =
af ag
as nil a4 nil
“ Con( : )
az nil a3
a4 nil

:/\ =/\
‘11/\

a7\

@2 ¢ (nil, )
as

A\

aq nil

4.4 Kobdovanie datovych struktuar

4.4.1 Parovacie funkcie. Je zrejmé, Ze pomocou s- vyrazov sa budu dat
priamodiaro reprezentovat binarne stromy:

1. nil- préazdny strom,

2. /\ - neprazdny binarny strom /\ , kde #; je reprezentécia t;.
)?1 1?2 tl t2

O tom ako kddovat Tubovolné stromy si povieme neskor.

Pod'me teraz spravit d'alsi krok k na8mu cielu- implementéacii, kodovania da-
tovych struktir do N: Budeme sa snazif stotoznif mnozinu (doménu) s- vyrazov
s prirodzenymi ¢islami. MoéZzeme si dovolit nasledovné matematické zjednoduse-
nie (abstrakcia) lispovskych s-vyrazov:

e miesto mnoZiny réznych atomov sa budeme snazit vystacit iba s jednym
atos0-ou,

e konstruktor- parova¢ cons budeme implemetovat pomocou vhodnej binéar-
nej parovacej funkcie P nad N, ktora by mala splhat tieto vlastnosti:

@ N\
a /N
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1. P(z,y) = Plo,w) 2z =vAy=W
2. & < P(z,y) Ny < P(x,y)
3. =0V Fvwz = P(v,w)

1. vlastnost nam zarucuje injektivnost funkcie P, dvom réznym "parom"
x,y a v,w nemdZzeme priradit to isté ¢islo P(z,y) = P(v,w);

2. vlastnost sa jednak vyuZije pri korektnosti parovej indukcii, ktora slazi
na dokazovanie spravnosti programov- ¢o sa budete ucit 2. ro¢niku, a
taktieZ z nej vyplyva: Vz,y : 0 < z < P(z,y), ¢ize Vz,y : 0 # P(z,y);
nula nie je v obore hodnot funkcie P(range(P)), ¢ize: range(P) C
N\ {0}.

3. vlastnost tvori, ze range(P) = N\ {0}.

Pomocou 0 a binarneho funkcéného symbolu P moéZzeme vytvarat nasledovné
P-vyrazy (pdrové vijrazy). ZjednoduSenie lispovskych s-vyrazov:

0; jediny atom
P(0,0); P(P(0,0),0); P(P(0,0), P(0,0)) atd... P- vgrazy

Y

Ked mame zlozené P "fixované" nijakou vhodnou funkciu spliiajucou vlastnos-
ti 1-8., mozeme kazdému prirodzenému ¢islu n jednoznacne priradit P- vyraz
(jeho pérovy zapis), ktorého hodnota bude prave n. Cize prirodzené ¢isla bu-
deme vediet reprezentovat pomocou P- vyrazov. Takuto reprezentaciu budeme
volat parova reprezentacia priridzenych ¢&isel a P-vyrazy budeme nazyvat P-
numeralmi, kedze reprezentuju prirodzené ¢isla. Pod parovou velkostou ¢isla n
budeme rozumiet pocet P-Gok v jeho parovom zapise, oznacime ju ako |n|.

4.4.2 Cantorova parovacia funkcia. Skiasme teraz pohladat vhonych kan-
didatov na funkciu P splnajicich podmienky 1.,2. a 3.. Z matematickej analyzy
poznate Cantorovu funkciu, ktora bijektivne zobrazuje N> na N. Zn&zornime
si ju pomocou tabulky 4.2. Moézeme si ju zmodifikovat nasledovne: Siftneme o

(Cly [ Of 1] 2] 3] 4[--
0 0] 1] 3] 6] 10] -
1 o 4| 7| 11] 16
2 5] 8| 12| 17| 23
3 9 13| 18| 24| 31
1 | 14| 19| 25| 32| 40

Obréazok 4.2: Cantorova parovacia funkcia
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(Jay | 0] 1] 2] 3] 4]--

1] 2] 4] 7] 11 -
350 5| 8| 12| 17
6] 9| 13| 18| %
10| 14| 19| 25 | 32
15 | 20 | 26 | 33 | 41

oo —|o

Obréazok 4.3: Modifikovana Cantorova parovacia funkcia

jedna (pozri tabulku 4.3) a dostaneme funkciu- bijekciu z N* na N\ {0}.
Explicitny vzorec:

(z+y) - (z+y+1)

J(z,y) = 5

+(x+1).

Napriklad: J(1,2) = &% + 2 = 8. Oznafme ju J. Funkcia J spliia podmienky
1-3.. Mézeme teda pomocou J- numeralov reprezentovat ¢isla. Funkcia J ma

| sla [| J- numerdl |

0 Jo
1 || J(0,0)

2 || J(0,1) = J(0,J(0,0))

3 |[ J(1,0) = J(J(0,0),0)

4 || J(0,2) = J(0,J(0.J(0,0)))

5 || J(1,1) = J(J(0,0),.7(0,0))

6 || J(2,0)=J(J(0,J(0,0)),0)

7 || J(0,3) = J(0,J(J(0,0),0)

8 [ J(1,2) =J(J(0,0),J(0,J(0,0)))
9 |[J(2,1) = J(J(0,7(0,0)), J(0,0))
10 | J(3,0) = J(J(J(0,0),0),0)

Obrézok 4.4: J-numerély

vSak urcité nevyhody:

e ¢isla s rovnakou parovou vel'kostou nie st spolu. Napriklad: ¢sla 7,8,9,10
(pozri v tabulke 4.3)

e da sa ukazaf, Zze zapis pomocou .J- numeralov nie je "velmi tsporny",
obsahuje prili§ vela J-Cok v parovom zépise nejakého ¢isla n.

4.4.3 Kobdovanie pomocou binarnych stromov. Skiasme sa pozrief po
vhodnejSsom kandidatovi, ktory by nemal spomenuté nevyhody. Chceme, aby
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¢isla s rovnakou parovacou velkostou boli drzané spolu. Vieobecne, na parovy
numeral pre nejaké ¢islo n sa moZeme pozriet ako na bindrny strom:

e 0- je reprezentované ako prazdny strom, oznacime ho ako e (bodka),

e P(z,y)- zobrazime ako /\ , kde Z, ¢ st bindrne stromy pre numeraly z,y.
Ty

Napriklad: P(P(0,0), P(0,0)) zobrazime ako A .

A

o 060 0
Poznamenajme, 7e parova velkost zapisu, pocet P-¢ok v parovom zépise, je

rovna poctu vnatornych vrcholov v jeho stromovom zobrazeni. Lahko sa da o
tom presvedcit z definicie stromového zobrazenia parového numerélu.

binarne stromy binarne stromy
s poc¢tom vniatornych | s po¢tom vnatornych | atd ...
vrcholov 0. vrcholov 1.

Obrézok 4.5: Binarne stromy

Vhodného kandidata na parovaciu funkciu P dostaneme nasledovne: Bude-
me enumerovat vSetky bindrne stromy (stromové zobrazenia parovych numeréa-
lov) - vytvaraf nekonenti postupnost binarnych stromov:bg, by, ba, ..., (Cize 0
priradime bindrny strom bg (a tym odpovedajici parovy numeral), 1 zase by atd
...) takym sposobom, Ze bindrne stromy s po¢tom vnitornych 0 (len prazdny
strom), potom s po¢tom vnuatornych vrcholov 1,2, 3 atd.. Tym dosiahneme, ze
¢isla rovnakou parovou velkostou buda drzané spolu a stromy s mensim poctom
vnutornych vrcholov buda predchadzat stromy s vaésim po¢tom vnutornych vr-
cholov. Nagu postupnost bude znazoriiuje Obrazok 4.5.

Ako teraz vymenovat v jednom bloku vSetky binarne stromy s rovnakym poc-
tom vnuatornych vrcholov ? Zoradime ich lexikograficky: nech #1,t2 si binarne
stromy s rovnakym poctom vnutornych vrcholov, potom t; je pred ty ak lavy
podstrom #; je pred l'avym podstromom t5 alebo ak l'avé podstromy su rovnaké
(zhodné, identické) tak pravy podstrom ¢; musi byt pred pravym podstromom
ta. Tohoto kandidata (na parovaciu funkciu) budeme oznacovat Giarkou "," a
pouzivat infizovi notdciu. Napriklad: (z,v); (0, (0,0)). Obrazok 4.6 znizorhuje
zaciatok tejto postupnosti.

Ako vidime z konstrukcie, tato postupnost nam jednoznacne fixuje parovaciu
funkciu (z,y). Pre dve ¢isla z,y vezmeme z-ty a y-ty binarny strom (pocitajtac

od 0) t1,ts. Potom pozicia binarneho stromu /\ bude urcovat hodnotu (z, y).
t1 to

D4 sa ukdzat, Ze takto definovana funkcia "," splha vlastnosti 1-3. a naviac

pre parovu velkost ¢isla n plati, Ze |n| je priblizne logn, ¢iZe dostavame zapis s
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4=1(0,2) 5=(0,3) 6=(1,1) 7=(2,0) 8 =(3,0)

PN NN
NS
<

Obrazok 4.6: Enumerécia binarnych stromov
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logaritmickou dlzkou, ktory povazujeme uz za ekonimicky (ako pri n-arnych a p-
adickych stustavach pre n,p > 1). Podarilo sa nam eliminovat obidve nevyhody
funkcie J. Funkcia "," naviac spliia nasledujice vlastnosti:

4oz <y— X[ <y
Szl <y = z<y
6. [(z1,22)] = |(y1,92)] = (21, 22) < (W1,92) & 21 <Y VI =1 AT < Y2)

7. monotonnost:

1 < x2 = (21,Y) < (22,9)
Y1 <y2 = (z,91) < (z,92) .

4.4.4 Kontrakcia do unarnych funkcii. Teraz si ukdZeme prirodzenu ko-
reSpondenciu medzi undrnymi a m-arnymi funkciami nad N. Najskor mala
poznamka k znaceniu, zapisu ","-numeralov, aby sme nemuseli zbytocne pisat
vela zatvoriek ","- numerélov tvaru

(z1,(x2,- .., (Tn—1,%,) ...)) budeme skracovat do tvaru: zi,za,...,Tp_1,Ty.
Nech f je najaka n-arna funkcia nad N, pokisime sa ju "iplementovat" pomocou
unarnej funkcie-kontrakcie pre f, oznacnej ako < f >, a parovacej funkcie ",".
UvaZzujme nasledovnu definiciu:

flzr,mo,...xy) fx=mz,...,2,
———— —_——
< f > (CU) = oddelovace parovace
0 otherwise
7 nej dostavame, ze
fO zi,m9,... oy ) =< f>( Ti,... ,Tn )
—_——— ———
Ciarky st syntaktické ¢iarky st identifikatory pre
oddelovade argumentov na%u parovaciu funkciu ","

Cize bez ujmy na v8eobecnosti sa mdzeme zaobist bez n-arnych funckii a vystacit
iba s unarnymi a parovaciu binarnou funkciou ",". Poznamka: pre unarnu
funkciu f je < f >=f.

Priklady:
maz(z,y)
=
< maz > (2) = maz(z,y) if 2 x',y
0 otherwise
Tty

z+y ifz=uzy
0 otherwise

<+>(z):{
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4.4.5 Ako je to v CL 7. CL umoznuje definovat l'ubovolne n-arne funkcie.
Napriklad: binarnu funkciu Maz zadefinujeme:

fun/2Maz
Maz(z,y) =z + x>y
Maz(z,y) =y 2z <y .

Doteraz ste implicitne, nevedomky miesto n-arnych funkcii definovali ich kon-
trakcie. Miesto fun/1 moZeme pisat fun. Ako zistit kedy "," je parovacia funkcia
a kedy oddelova¢ argumentov ? Na zistenie jednoznac¢nosti zaved me nasledovni
konvenciu. Nech f je n-arna funkcia a m > n potom chapeme

@i, Tp—1, %0, Tm)
ako
fley,.oo en_1, (®n, ... ,2m))
) oddelovate . pérovate
Cize:

e 27 je 1. argument
e 2,1 jen— 1. argument
® Xp,...,Ty jen. argument .

Ak by m < n, tak ide o zly zapis aplikdcie f. Pri unarnej funkcii vSetky "," sa
parovacie funkcie.
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Zoznamy

5.1 Koédovanie konec¢nej postupnosti

Na minulej prednagke sme si stru¢ne nacrtli implementaciu zoznamov v LISPE
pomocou s- vyrazov. Teraz zoznamy budeme implementovat pomocou ","-
vyrazov.

S a§\ . al/x
as 0 as a2
SO N

an 0
a170 a17a270 a17a27a370 a17a27"'=an70
Obrézok 5.1: Zoznamy
Zoznam je kone¢na postupnost prvkov (aq,... ,a,).
1. Ak n = 0 (prazdny zoznam), tak ho reprezentujeme ako 0.
2. Ak n > 0, tak ho reprezentujeme ako na Obréazke 5.1.
Podla dohody (a1, (as,... ,(an,0)...)) skracujeme na ay, ... ,an,0.
Doélezita poznamka: p-adické ststavy nadm umoznili kédovanie konecénych
postupnosti nad kone¢nou abecedou {1, ... ,p}. Parova reprezentacia ndm umoz-

nuje omnoho vSeobecnejsie kddovanie kone¢nych postupnosti nad nekonec¢nou
abecedou N, a; moZe byt Tubovolné prirodzené ¢islo. CiZze st mozné dva pripady
70OZNamov:

1. prazdny zoznam: 0

41
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2. neprazdny zoznam: z,y; kde = je prvy prvok a y je podzoznam-zvySok
zonamu.

Vseobecne v parovej reprezentécii ¢islo n je tvaru 0 ak n = 0 alebo je tvaru
x,y; kde z,y st nejaké ","-numeraly ak n > 0. Z toho dostavame v CL-ku
parovu diskrimindciu:

v hlave

F(O)Z’Ul

F(z,y) =wva...

v tele

Flz)=v1 +2=0
F(z)=va + z=uz,y .

MoZzeme mat i vnorené podpripady. Napriklad:

v vhlave

F(O) =V1...
F(ZE,O)Z’UQ...
F(z,y,2)=vs...

zmiesand

F(O) =1

F(z,p)=va ¢ p=0
F(z,p)=vs ¢ p=y,z

v tele

F(ry=vi <r=0
Fr)y=vy+r=z,pAp=0
Fr)y=vs<+r=xz,pAp=y,z
alebo

Fr)y=vi<r=0
F(ry=vy+r=2,0
Fry=v3+r=uz,y,2 .

5.2 Zakladné operacie nad zoznamami

Precvi¢ime si ju na nasledujicich prikladoch.

5.2.1 Prvy prvok.
H(0)=0 dohoda
H(z,y) ==z

5.2.2 Zvys$ok zoznamu.

T0)=0 dohoda
T(z,y) =y
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5.2.3 Di7?ka zoznamu.

L(0) =0
L(z,y) = L(y) + 1

Vypocet :
L(0,0,0,0) = L(0,0,0) + 1 =L(0,0) + 1+ 1
=L0)+14+1+1=0+14+1+1=3.
5.2.4 Konkatenacia dvoch zoznamov.

0Ody=y
(1, 22)® =21, (T2 DY) =71, 22D Y

Vypocet:
(1,2,3.0) & (4,5,0) = 1,(2,3,0) @ (4,5,0) == 1,2,(3,0) & (4,5,0) =
=1,2,3,0® (4,5,0)=1,2,3,4,5,0 .
5.2.5 Reverz.

Rev(0) =0
Rev(z,y) = Rev(y) & (z,0)

Vypocet:

Rev(1,2,3,0) = Rev(2,3,0) @ (1,0) = (Rev(3,0) & (2,0)) @ (1,0)
= ((Rev(0) ® (3,0)) @ (2,0)) & (1,0)
= ((0® (3,0)) ®(2,0)) ® (1,0)
=((3,0)® (2,0)) ® (1,0) = (3,04 (2,0)) & (1,0)
=(3,2,0)® (1,0) = 3,(2,0) ® (1,0)
=3,2,08(1,0)=3,2,1,0.

Iterativny:

Rev(z) = Rewvi(z,0)

Vypocet:
Revi(1,2,3,0) = Revi((1,2,3,0),0) == Rewvi((2,3,0),1,0)

— Rewi((3,0),2,1,0) = Revi(0,3,2,1,0)
= Revi(3,2,1,0) .
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5.2.6 i-ty prvok zoznamu. Pocitame od nuly.

Take(0,i) =0 dohoda

Take((z,y),0) = «

Take((x,y),i + 1) = Take(y,1)

Vypocet:

Take((1,2,3,4,0),2) = Take((2,3,4,0), )

= Tuke((3,4,0),0) =

Take(0,0) = dohoda

Take(0, z y) =z

Take(i + 1,0) = 0 dohoda

Toke(i + 1,z + y) = Take(i,y) .

Vypocet:

Take(2,1,2,3,4,0) = Take(1,2,3,4,0)

= Take(0,3,4,0) =3 .

5.2.7 VymaZe prvych i prvkov.
Drop(z,0) = z
Drop(z,i+1) =0+ 2=0
Drop(z,i+ 1) = Drop(y,i) < z = z,y
Vypocet:

Drop((1,2,3,0),2) = Drop((2,3,0),1)

= Drop((3,0),0) = 3,0 .

Ak vymenime argumenty

Drop(0,2) = 2
Drop(i +1,0) =0
Drop(i + 1,z,y) = Drop(i,y)

Vypocet:
Drop(2,1,2,3,0) = Drop(1,2,3,0)
= Drop(0,3,0) = 3,0 .

5.2.8 Parova velkost.
|0f=0
|,y = =] + |y[ +1
Vypocet:
1(0,0), (0,0)] =10,0] +]0,0] + 1
=10[|0]+1+ 10|+ (0] +1+1
=0+0+14+04+0+1+1=3.
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Predikaty

6.1 Definicia

Na prvej prednaske sme si charakterizovali jazyk logiky. Povedali sme si, 7e
obsahuje symboli pre

e premenné : x,Yy,Z2,...

e logické spojky: =, A, V, =, +
e kvantifikatory: V, 3

e pomocné symboly: (,)

Tieto symboli stihrne nazveme logickymi.

6.1.1 Funké&né symboly. ]v)alej, 7e obsahuje funk¢éné symboly s aritou > 0.
(0-arne funkéné symboly chéapeme ako symboly pre konstanty) a predikatové
symboly s aritou > 1. Tieto symboly sthrne nazveme $peciadlnymi. Ak mame
nijaktt mnoZinu (prvkov), doménu D moézeme funkéné symboly interpretovat,
dat im zmysel, vyznam pomocou funkcii nad D: n-arnemu funkénému symbolu,
napr. f, priradime n-arnu funkciu, zna¢me ju f7,f7:D” — D. V nasom vyklade
sme za zamerali na D = N a pre funkcie nad N sme hl'adali matematicky korek-
tné definicie, pomocou ktorych sme dokézali pocitat, vyhodnocovat definované

funkcie pre vstupné argumenty.

6.1.2 Predikatové symboly. Analogicka situacia bude i pri predikatovych
symboloch. Vy ste sa uZ stretli s mnohymi najma binarnymi relaciami (predikat-
mi). Napr. na N :<,>,=,|. Pomocou binarneho predikatového symbolu = ste
oznacovali mnozinu-bindrnu relaciu, predikét

{(z,2)|lz € N} C N}

45
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pomocou binarneho predikdtového symbolu < ste oznacovali mnozinu-bindrnu
relaciu, predikat

JCN .

Nad D je nejaki doména- mnoZzina prvkov, predikidtové symboly budeme in-
terpretovat, davat im vyznam, pomocou predikatov, relacii nad D: n-arnemu
predikidtovemu symbolu napr. P priradime n-arny predikat(relaciu), ozna¢me
ju PI, P C D™. Opéft v nafom vyklade sa zameriavame na D = N a pre pre-
dikaty, relacie nad N budeme hladat korektné definicie a v CL-ku programovat
klauzalne definicie, pomocou ktorych budeme schopné zistit, vyhodnotit ¢i ni-
jaké vstupné argumenty si v definovanej relacii, predikate.

6.2 Priklady

Teraz si spravyme niekolko jednoduchych prikladov.

6.2.1 Even. Matematicka definicia:
Even(z) & Jy(2y ==z) .
Ako v CL-ku ? Napriklad pomocou mod moéZzeme spravit explicitnt definiciu:

pred Even
FEven + x mod 2=0.

Ak napriklad v okienku Query zaddme Even(8), tak v okienku Results dosta-
neme true (naozaj 8 je parne). Pre Fven dostaneme false (7 nie je parne).
Keby sme nechceli definovat unarny predikat Even pomocou mod , moZzeme
napisat nasledovni rekurzivnu klauzalnu definiciu:

pred Even
FEven(0)
Even(z + 2) + Even(z) .

Matematicky:
x>y zz+z=y).
V CL-ku mozeme spravit nasledujicu klauzalnu definiciu:

0>y
r+1>y+1l+z>y.

Samozrejme >, <, <, >, =,# su v CL-ku preddefinované. ASCII <=, <, >=,

= 1=
3 0t



KAPITOLA 6. PREDIKATY 47

6.2.2 Pair. Predikat, ktory plati ked z je par.
Matematicky:

Pair(z) + 31, 20(21, 20 = T) .
Klauzélne:
Pair(z) + © = x1, 29
alebo

Pair(zy,x2) .

6.2.3 Triple. Predikat, ktory plati, ked z je trojica.
Matematicky:

Triple(x) < Jx1, 22, x3(T1, T2, 23 = T) .
Klauzéalne:
Triple(z) < © = 21,22, 23
alebo
Triple(z1, T2, 73) .

6.2.4 Ptriple. Predikat, ktory plati, ked z je par trojic.
Matematicky:

Ptriple(z) <> 3z, x2(x1, 22 = 2 A Triple(x1) A Triple(zs)) .

Klauzélne:
Ptriple <+ © = 1,22 N Triple(z1) A Triple(z2)
alebo
Ptriple(z1, x2) < Triple(z1) A Triple(za) .
6.2.5 Zuplnenie predikatov. Od nagich klauzalnych definicii predikatov
budeme vyzadovat, aby podobne ako pri definiciach funkecii spliali

1. vylu¢énost

2. uplnost

3. podmienku regularity (existenciu miery).

Takisto tieto podmienky nam zarucia, ze klauzalna definicia bude korektne
definovat relaciu - relacia bude urcena jednoznacne a bude existovat. Ked sa
pozrieme na predchédzajice definicie, vidime ihned, Ze st vyluéné a rekurzivne
aj regularne. Ako je to s uplnostou ? Uvedené definicie nie s tiplne. Zuplnime
ich nasledovne:
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FEven + x mod 2=0
—Even < x mod 2#0

Even(0)

- FEven(1)

Even(z + 2) + FEven(x)
—Even(z + 2) < Even

0>y

—z+1>0
r+1>2y+l<2z>y
z+1>y+1l—-2x>2x>y

= Pair < x =0
Pair « = 21,22

alebo

= Pair(0)
Pair(z1, z2)

—Triple(z) + = =
- Triple(z) < x = 21,0
Triple(z) < x = z1, 22, 23

alebo
= Triple(0)

= Triple(z1,0)
Triple(z1, 72, 23)

= Ptriple(z) < x =0

= Ptriple(z) < x = z1,22 A = Triple(z1)

—Ptriple(z) < = = x1,22 A Triple(z1) A = Triple(x2)
Ptriple(z) < x = x1, 22 A Triple(x1) A Triple(zq)

alebo

= Ptriple(0)

= Ptriple (z1, x2) < —Triple(z)
—Ptriple(z1,x2) ¢ Triple(xz1) A = Triple(x2)
Ptriple(zy, z2) < Triple(z1) A Triple(xz) .

Vidime, Ze teraz naSe doplnené klauzélne definicie sti naozaj tplne - pre kazdy
pripad existuje klauzula. Avsak vSetky doplnené klauzuly su tvaru

—hlava + ... ,

to jest st negativne. Podobne ako sme zupliiovali funkcie, pre vietky pripady,
pre ktoru neexistovala klauzula, sme sa dohodli, Zze F(.) = 0, budeme zuplihovat i
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predikatové definicie: pre vSetky pripady, pre ktoré neexistuje klauzula budeme
uvazovat negativne klauzuly — hlava « ..., t.j. , Ze v tychto pripadoch predikit
neplati. Preto v definiciach nikdy nebudeme pisat negativne klauzuly (v CL-
ku st dokonca zakdzané). Na zaklade tejto konvencie st naSe predchadzajice
definicie takto implicitne uplne.
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Charakteristické funkcie

Teraz si povieme nieco o charakteristickych funkciach k predikdtom a o tom ako
pomocou nich vyhodnocujeme, pocitame predikity.

Nech R je predikat, tak charakteristicka funkcia k R, ozna¢ena ako R, musi
splhat nasledujace podmienky:

Pl: R, =0V R.(z)=1
P2 R(z) < R.(z)=1.
Z toho bezprostredne vyplyva:

R.(x) =1 — R(x)
R.(z) =0 — —R(x)

(z =R(x) < —F.(z) = 1 a PI). Podme si nijst k definovanym predikatom
charakteristické funkcie:

Even,(z) + x mod 2=0

Even,(x) =0+ z mod 2 # 0 je ziplnenie, ktoré je implicitné, lebo

Even,(xz) =0,
preto ho nemusime pisat.
FEven,(0) =
Even.(1) =0 ziplnenie implicitné
Even,(x +2) =1« Even.(z) =1
Even,(x +2) =0+ Even.(z) =0 zuplnenie explicitné
V&imnime si, Ze klauzuly tvaru P.(a) = 0 « ... odpovedaju negativnym

klauzulam tvaru —P(a) a na zdklade nagich dvoch dohod pre implicitné ztplne-
nie funkénych a predikatovych definicii svorne vynachame. KedZe nechceme
zbytoc¢ne rozgirovat nas vypoctovy model a chceme nadalej zostat pri vyhodno-
covani funkcii, predikiaty budeme vyhodnocovat pomocou ich charakteristickych

50
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funckii. Ak charakteristickd funkcia sa vyhodnoti do 1 pre dany vstup tak po-
tom predikat pre dany vstup plati. A naopak ak sa char. funkcia vyhodnoti do
0, predikat pre dany vstup neplati. Priklad:

0<,y=1

r+1<,=0 ziplnenie

r+ 1< y+1l=12<,y=1
r+1<,y+1=0+2L,y=0 ziplnenie
2 < 3 je true

2<,3=1

1§*2 =1 y\preto
OS*]- =1 y\preto

3 <2 je false

3<,3=0
2§*1 =0 y\preto
1§*0 =1 ;\preto

Skusme si nasledovny vypocet pre rekurzivnu definiciu Even(z). Budeme poci-
tat Even(8):

Even.(8) =1
Even,(6) =1 Rpreto
Even,(4) =1 Rpreto
Even,(2) =1 Rpreto
Even,(0) =1 ’Nprete

preto je Even(8) true.
Pocitajme Even(T7):

Even.(7) =1
Even,(5) =0 Nprete
Even,(3) =0 ’Nprete
Even,(1) =0 ~prete

preto je Even(7) false. Takze, predikit Even sa pomocou jeho charakteristicke;
funkcie vyhodnocuje spravne.

X Pairy () =0+ 2 =0

Pair.(z) =1+ x =z1,29

alebo

x Pair,(0) =0
Pair.(z1,22) = 1

x Triple, (£) =0 2 =0
x Triple, () =0 < z = 21,0
Triple,(x) =1+ © = x1, 22, T3
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alebo
x Triple,(0) =0

x Triple, (z1,0) =0
Triple, (71,2, 23) = 1

x Ptriple,(z) =0+ 2z =0

x Ptriple,(x) = 0 < x = x1, 22 A Triple,(x1) =0

x Ptriple, (x) =0 < © = 1,22 A Triple (z1) = 1 A Triple,(z3) =0
Ptriple, () =1 <~ x = x1, 22 A Triple, (z1) = 1 A Ptriple, (z2) =1
x Ptriple, (0) =

x Ptriple, (331,332) =0« Triple,(x 0

1) =
x Ptriple, (x1,x2) = 0 « Triple, (z1)

1A Triple, (z2)
Ptriple, (z1,x2) =1  Triple, (1) =

1A Triple, (z2) 1
7.0.6 Predikat Eq. Zadefinujme si dalsi predikat:
Eq(z,y) <=y .

Pomocou parovej rekurzie:

Eq(0,0)
Eq((w1,22),y1,y2) < Eq(x1,y1) A Eq(x2,y2) .

nn

(vyuzivame P1 vlastnost parovaciej funkcie ","-jej injektivnost)

Uplna definicia:

—Eq(0)

Eq(0,0)

—Eq(0,y1,y2)

—Eq((z1,72),0)

—Eq((z1,72),91,y2) ¢ ~Eq(w1,y1)
~Eq((z1,22),91,92) < Eq(x1,91) A ~Eq(x2,y2)
—Eq((z1,22),y1,y2) <+ Eq(x2,92) .

K tomu priamociaro spravime charakteristicki funkciu:

Eq,(0)=0

(z1,22),y1,92) =0« Eq,(z1,y1) =0
(T1,22),y1,92) = 04 Eq,(x1,y1) = 1A Eq,(z2,y2) =0
Eq,((z1,22),y1,92) = 1 < Eq,(z1,51) = 1 A Eq,(22,y2) = 1 .

(

(0,
EQ*E(%:@),U) =0

(

Podobne ako v minulych prikladoch, pozitivne klauzuly z definicie predika-
tu odpovedaja klauzuldm s hodnotou 1 v deﬁnicii charakteristickej funkcie a
negativne klauzuly-klauzuldm s hodnotou 0. Cize

Eq . (z)=1 odpovedé Eq(z)
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a analogicky
Eq.(z)=0 odpoveda -FEq(z) .

Na zaklade tohto faktu dokaZzeme syntaktycky priamociaro prepisovat definiciu
predikatov na definicie ich charakteristickych funkcii a naopak. Staci prepisat

3

p na - p.(7) =1
-p()  na  p.(T)=0

a naopak.
Vypocet Eq,((0,0),0,0):

Eq,((0,0),0,0) =1
Eq,(0,0)=1AFEq,(0,0)=1 R preto

¢ize Eq((0,0),0,0) je true.
Vypocet Eq((0,0),0,0,0):

Eq,((0,0),0,0,0) =1
Eq* (0, 0) =1A Eq*(o, 0, 0) =0 \preto

¢ize Eq((0,0),0,0,0) je false.

7.0.7 Byt prvkom. Skusme si dal§i predikit na zoznamoch: z ¢ y - z je
prvkom zoznamu y. Matematicky:

ey Iz13za(z1 B (x,22) =) .
Klauzalna definicia:

pred/2 e
ze(,y)—x=0v
ze(vy)«x#vAzey .

Uplnéa definicia:
x £0

ze(,y) —x=0v
ze(v,y) «x#vAzey
A (y) e EoNT by

Charakteristicka funkcia:

fun/2 e,

ey 0

e, (Vy)=1l+xz=v

rze, (ny)=lz#vAze, y=1
(

)
e, (V,yY) =0z #vAze,y=0.
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Skisme si nijaky vypocet.
Vypocet 2 € (1,2, 3,0):

2¢6,(1,2,3,0)=1
2#41AN2¢e,(2,3,0) =1 Xprete
2=2 :\preto’

¢ize 2 € (1,2, 3,0) je true.
Vypocet pre 4 ¢, (1,2,3,0):

4£,(1,2,3,0)=0
44 1Mde, (2,3,0)=0 Rprete
442016y (3,0)=0 Rpreto
44 3A4e,0=0 Rpreto,

Cize 4 €, (1,2,3,0) je false.

54

Poznamka: predikat € je v CL-ku uZ preddefinovany, ASCII oznacenie: in

pre ¢, lin pre £. Prefiz(z,y) je zafiatonym podretazcom y. Matematicky:

Prefix(z,y) < Jz(z 2z =1y) .
Klauzalne Prefiz:

pred/2 Prefix
Prefiz(0,y)
Prefix((x1,22),y1,y2) < 1 = y1 A Prefiz(xy,y2) .

Uplnéa definicia:

Prefiz(0,y)

= Prefiz((z1,22),0)

= Prefiz((z1,72),y1,92) < 71 # Y1
—Prefiz((x1,22),y1,Y2) < =1 = y1 A~ Prefiz(xa,ys)
Prefix((z1,22),y1,Y2) < 1 = y1 A Prefiz(za,y2) .

Charakteristicka funkcia:

fun/2 Prefiz,

Prefiz, (0,y) =1

Prefiz, ((x1,22),0) =0

Prefiz, ((z1,72),y1,92) =0 x1 # 1

Prefiz, ((x1,22),y1,y2) = 0 < 21 = y1 A Prefiz,(z2,y2)
( );

Prefiz, ((x1,22),y1,y2) =1 < x1 = y1 A Prefiz, (z2,y2) =

Vypocet Prefiz((1,2,0),1,2,3,0):

Preﬁm*((1’270)7 ]'7 27 37 0) = 1
1 = 1A Prefiz,((2,0),(2,3,0)) =1 Prete

2 =2A Prefiz,(0,3,0) = 1 < preto

=0
1.
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¢ize Prefiz((1,2,0),1,2,3,0) je true.
L,

Vypocet Prefiz((1,3,0),1,2,3,0):
Preﬁm*((17370)71727 370) = 0
1= 1A Prefiz,((3,0),2,3,0)=0 ~preto

3 7& 2 ;\preto
¢ize Prefiz((1,3,0),1,2,3,0) je false.

7.0.8 Suffix. Suffiz(z,y) - = je koncovym podretazcom y. Matematicky:
Suffiz(z,y) < Izzdz=1y) .
Klauzéalne:
pred | 2 Suffix
Suffiz(z,0) « =0
Su}ﬁm(‘raylay2) ST =Y1,Y2
Suffiz(z,y1.y2) ¢ = # y1,y2 A Suffiz(z,y2) .
Uplna definicia:
Suffiz(z,0) «z =0
—Suffir(z,0) . #0
Suffiz(z,y1.y2) ¢ T =y1,Y2
Suffiz(z,y1.y2) ¢ © # y1,y2 A Suffiz(z, y2)
~Suffiz(z, y1.y2) ¢z # y1.y2 A ~Suffiz(z,ys) .
Charakteristickd funkcia Suffiz,:
fun/2Suffiz,
Suffiz,(2,0) =1« 2 =0
Suffiz,(2,0) =0« x #0
Suﬁw*(maylzyQ) =l+z= Y1,9Y2
Suffix, (z,y1,y2) =1 2 # y1,y2 A Suffiz, (z,y2) = 1
Suffix,(z,y1,y2) =0 < 2 # y1,y2 A Suffiz, (z,y2) =0 .
Vypocet Suffiz(2,3,0),1,2,3,0):
Suffiz, ((2,3,0),1,2,3,0) = 1
2,3,0#£1,2,3,0A Suffiz,((2,3,0),2,3,0)=1 ~Xprete
2,3,0=12,3,0 prrete
¢ize Suffiz((2,3,0),1,2,3,0) je true.
Vypocet Suffiz((1,3,0),1,2,3,0):

Suffiz,((1,3,0),1,2,3,0) = 0

3

1,3,0# 1,2,3,0 A Suffiz,((1,3,0),2,3,0) = 0A N preto
1,3,0# 2,3,0 A Suffiz,((1,3,0),3,0) =0 Nprete
1,3,0 # 3,0 A Suffiz,((1,3,0),0)=0 <prete

,3’ 0 75 0 y\preto
¢ize Suffiz((2,3,0),1,2,3,0) je false.
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7.0.9 Podretazec. Subsir(z,y) -z je podretazcom y.
Matematicky:

Substr(z,y) <> Jz1,22(21 Px B 22 =) .

Klauzéalne:

pred | 2 Substr

Substr(z,0) <=0

Substr(x,y1,y2) « Ptrefix(x,y1,y2)

Substr(z,y1,y2) « —Prefiz(z,y1,y2) A Substr(z,ys) .

Uplna definicia:

Substr(z,0) <z =0

—Substr(z,0) < x #0

Substr(z,y1,y2) < Prefix(z,y1,y2)

—Substr(z,y1,y2) < —Prefix(z,y1,y2) A —Substr(z,ys) .

Charakteristickd funkcia:

fun/2Substr

Substr.(z,0) =1+ 2 =0

Substr.(x,0) =0z #0

Substr.(z,y1,y2) = 1 < Prefiz(z,y1,y2)

Substr.(z,y1,y2) = 1 < =Prefix(x,y1,y2) A Substr.(z,y2) =1

Substr.(z,y1,y2) = 0 < = Prefix(x,y1,y2) A Substr.(z,y2) =0 .
(

Vypocet Substr((1,2,0),3,4,1,2,3,0):

Substr.((1,2,0),3,4,1,2

) b 7 )
—Prefiz((1,2,0),3,4,1,2, 3,0 A Substr,(1,2,0),4,1,2,3,0) =1 Rprete
1,2,0

; ) ;
= Prefiz((1, ),4 1,2,3,0) A Substr*(l 2 0) 1,2,3,0) =1 KRprete
Prefin((1,2,0),1,2,3,0) <preto
¢ize Substr((1,2,0),3,4,2,3,0) je true.
Vypocet Substr((1,2,0),3,4,3,0):
Substr.((1,2,0),3,4,3,0) =0
Prefin((1,2,0),3,4,3,0) A Substr.(1,2,0),4,3,0) = 0 Kpreto
—|Preﬁm((1,2 0),4,3, )/\Substr*(l 2 0),3 0) =0 X preto
=Prefiz((1,2,0),3,0) A Substr*(l 2,0),0) =0 ~preto
Prefin((1,2,0),1,2,3,0) RPrete

¢ize Substr((1,2,0),3,4,3,0) je false.



Kapitola 8

Unarne predikaty verzus
n-arne

Podobne ako pri funkciach aj pomocou unarnych predikatov a parovacej funckie,
dokazeme vyjadrit n-arne predikaty. Nech p je n-arny predikat, budeme k nemu
definovat unirnu kontrakciu < p > nasledovne:

<p>(a:)<—)§|w1,...,ajn(mzml,...,a:,LAp(Enl,...,a:,L)).

[\

parovace oddelovace
Potom plati:

jeden argument

e e
<p> (@1, @0) @ p(@1,.00,Tn)
Dar?;aée oddelovate

Ak p je unarny predikat tak potom < p >= p. CL-ko umoznuje definovat
lubovolné n-arne predikaty: pred/n/p; ak zapiSseme iba pred/p tak je to skratka
za pred pred/1/p. Konvencia:nech p je n-arny predikat a m > n tak potom

P(T1, o Tp—1, T, Tt1y -+ 5 Tyy)
chapeme ako
p(x1, o Tty (Tn, Tnats - Tm)) |
oddelovace parovace

Ak m < n tak ide o syntakticky chybny zapis.
1. argument je
n — 1. argument je x, — 1

n. argument je (Zpn, Tnat,--- , Tm)-

57



KAPITOLA 8. UNARNE PREDIKATY VERZUS N-ARNE 58

8.1 Preddefinované predikaty (formaty)

8.1.1 N(z).
N(z) + x je prirodzené ¢islo

Kedze uvazujeme prirodzené ¢isla, vzdy pravdivy.
Klauzalna definicia:

N(0)
N(z+ 1)« N(z) .

M4 bo¢ny zobrazovaci efekt: ked napiSeme v okienku Query 7=x:N (pouZije N
ako formét), v okienku Results dostaneme

true for:
x=decimélna kongtanta ,

¢iZze hodnota z-prirodzené ¢islo sa sformatuje a zobrazi do decimélnej konstanty.
8.1.2 N2(z).

N2(z) ¢ z je prirodzené ¢islo
Klauzélna definicia:

N2(0)
N2(z1) < N2(z
N2(z2) « N2(

~ ~—

&

J

kde

Sl(z)=2z+1=ua
S2(zx) =22 +2=u2x, .

Maé boé¢ny zobrazovaci efekt:
e Query: 7=x:N2

e Results:

true for:
x=diadicka konstanta

Napriklad: 8=x:N2—x=0115.
8.1.3 P(xz).

P(z) ¢ z je prirodzené ¢islo

Klauzéalna definicia:
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P(0)
P(z,y) < P A P(y) .
Bocny zobrazovaci efekt:
e Query: 7=x:P
e Results:

true for:
x=parovy, ¢iarkovy numeral (¢iarkova konstanta)

Napriklad: 8=x:P—x=((0,0),0),0).

8.1.4 M(x).

M(z) < x je prirodzené ¢islo
Klauzalna definicia:
M(z) .

Vzdy plati, pre lubovolné z.
Bocny zobrazovaci efekt:

e Query: r7=x:M
e Results:

true for:
x=mixovand ¢iarkovodefinovana kongtanta

Napriklad.: 8,7=x:M—x=8,7 alebo 8,5152(0)=x:M—x=8,5.

8.1.5 Ch(x).
Ch(z) < = < 256
Klauzalna definicia:
Ch(z) < = < 256 .
Boc¢ny zobrazovaci efekt:
e Query: 7=x:Ch
e Results:

true for:

(ak hodnota z < 256) x="znak s ASCII hodnotou z"

Napriklad: 100=x:Ch—x="4" alebo 300=x:Ch—x=7C7(300).
Napriklad: "d"=x(:M)—x=100.

99



KAPITOLA 8. UNARNE PREDIKATY VERZUS N-ARNE

8.1.6 Ln(zx).

Ln(z) <>z je zoznam

x je prirodzené Cislo
Klauzalna definicia:

Ln(0)
Ln(z,y) < N(z) A Ln(y) .

Boc¢ny zobrazovaci efekt:
e Query: r7=x:Ln

e Results:

true for:
X=x1,T2,... ,T,0; kde x; s decimalne konStanty

Napriklad: 100=x:Ln—x=0,16,0 alebo 9=x:Ln—x=0,0,0,0,0.
8.1.7 Str(z).
Str(z) < zje retazec, zoznam charov z = z1,... ,x,,0; kde z; < 256

Klauzéalna definicia:

Str(0)
Str(z,y) < Ch(x) A Str(y) .

Boc¢ny zobrazovaci efekt:
e Query: r7=x:Str

e Results:

true for:
x ='cy...¢;, kde 7=x:Ln—x=xz1,... ,2;,0 a z; je ASCII hodnota
pre znak ¢;
Napriklad:

e 300,0 = x:Str—x=7S7(300,0)

e 100,101,102,0=x:Str—’def’

’def’=x(:1n) (:M)—100,101,102,0

konstantu- retazec 'c; ... ¢}, mozeme pouzivat, je skratkou za zoznam
Z1,...,2k,0; kde z; je ASCII hodnota ¢;
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e v retazci mozete zadat znak ¢; aj ako
z;, kde z; je ASCII hodnota (3 miestna) ¢;.

e V module Standard st zadefinované standardné definicie. Dostane sa tam
tak, Ze sa nastavite na ¢iarku nad incl Standard a stladite F4 (rozbalite
aj zbalite okno).

e moOzeme rozbyt i zlozené ciele: Ty=x:F; & To=y:Fy...

8.1.8 MoZnost definovania predikatov. MoZeme si aj my definovat pre-
dikity- formaty typu Ln ¢i Str. VSeobecna schéma:

Lt(0)
Lt(z,y) « T(z) A Lt(y)

kde T je nejaky predikit s bo¢nym zobrazovacim efektom. Potom ak zaddme v
Query 7=x:Lt, dostaneme v Results

true for:
x=x1:T,...,2;:T,0; kde z = z1,... ,24,0.

Napriklad:

Ln2(0)
Ln2(z,y) < N2(z) A Ln2(y)

e x:Ln2 sa zapiSe ako zoznam diadickych kongtant
e 4,5,6,0 = x:Ln2 + 012,021,022,0

Lin(0)
Lin(z,y) + Ln(z) A Lin(y)

e x: Lin sa zapiSe ako zoznam, zoznamov (s decimalnymi kon§tantami).
e 4,5,6=x:L1n—(0,0,0,0),(0,1,0),(1,0,0),0
e 1,2,4,9,0=x:L1n—(0,0),(0,0,0),(0,0,0,0),(0,0,0,0,0),0

Lin2(0)
Lin2(z,y) < Ln2(z) A Lin2(y)

e x:L1n2 sa zapiSe ako zoznam, zoznamov s diadickymi kongtantami.
e (4,5,0),(6,7,) ,0=X:L11’12—)(012,021,0), (022,0111,0),0

Lstr(0)
Lstr(z,y) + Str(z) A Lstr(y)

e x:Lstr sa zapiSe ako zoznam refazcov

e (97,98,0),(99,100,0),0=x:Lstr—’ab?,’cd’,0
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Taktiez moZeme definovat i kartézsky sicin typov:
R(z1,...,20) = Ti(zi) Ao A To(zn)

kde T; je nijaky predikat s bo¢nym zobrazovacim efektom. Potom ak zadame
v Query T =z : R dostaneme v Results

true for:
xy: Ty, 2 Ty kde x = 21, ..., 2.

Napriklad:

Nch(z,y) < N(x) A Ch(x)
99,100=x:Nch—99,"qd"

Nchd(z,y,z) < N(z) A Ch(y) A N2(z)

99,100,5=x:Nchd—99,"d",0s; .
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MnoZiny

Na mimulich prednéSkach sme si ukéazali ako implementovat, kodovat zozna-
my, zloZitej§i datovy typ, pomocou prirodzenych ¢isel a parovacej funkcie ",".
Teraz sa budeme zaoberat dalsim typom - kofieénymi mnoZinami prirodzenych
¢isel. Budeme ich reprezentovat pomocou ostro usporiadanych zoznamov. Cislo
a=21,...,2p,0, kde ;1 < 2 < x... < x,, bude k6dom kone¢nej mnoziny
prirodzenych ¢isel A = {z1,... ,z,}. Predikit Ord(z), ktory plati ak x je ostro
usporiadany zoznam, ma nasledovnu definiciu.

Matematicky:

Ord(z) & Vy,a,b,z(x =y & (a,b,2) > a<b).
Klauzélne:

Ord(0)
Ord(z,0)
Ord(z,y,2) +x <yA Ord(y,z) .

Za mnoZzinu budeme povaZzovat ostro usporiadnay zoznam. Matemticky
Set(z) «» Ord(z) .

Klauzélne

Set(x) « Ord(z) .

9.1 Operacie na mnozinach

Pod'me si naprogramovat zakladné opereacie a predikaty na mnozinéch.
9.1.1 Prazdna mnoZina. Matematicky:
Set — Empty(z) <> =0.

Klauzéalne:

Empty(0) .

63
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9.1.2 Byt prvkom noZiny. Matematicky:
Set vz ey xey.
Klauzéalne:
rey<rey .
Bez € vyuzijuc usporiadanost y:
€ (Y,y2) &« T =y
T € (Y1,y2) < x>y AT €Eys .
9.1.3 Rovnost dvoch mno#Zin.

1. pomocou zabudovaného =
Matematicky:

Set(z) A Set(y) 2z =y z=y.
Klauzélne:
T=EYy+— =y .

2. vyuzivajuc vlastnost- axiomu mnozin, Ze dve mnoZiny sa rovnaja, ak maja
rovnaké prvky:
Matematicky:

Set(z) N Set(y) 2z =y Vz(zex & 2€y).

Klauzalne (vyuzijeme usporiadanost zoznamov reprezentajicich mnoziny):

0=0

(T1,22) = (Y1,¥2) & 1 =y1 A2 =y .
9.1.4 PodmnoZina. Matematicky:

Set(z) A Set(y) 2z <y Vz(ze€x = z€y).
Klauzalne:
0C (y1,92) <21 =y1 A22 C o
(z1,72) C (Y1,42) < =1 > Y1 A (21,22) Cya .
9.1.5 Prienik dvoch mnoZin. Matematicky:
Set(z) A Set(y) — Set(zNy)
Set(z) A Set(y) = Vz(zezxzNy z€xANz€EyY).

Klauzéalne:

0Nny=20

(561,562) 00 = 0

(1, 22) N (Y1,92) = 21,22 NY2 & 21 = Y1
(1, 22) N (Y1,92) = 22N (Y1,92) < 21 < Y1
( )

n
T, 22) N (Y1,¥2) = (X1, 22) NY2 & 1 > Y1 .
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9.1.6 Rozdiel dvoch mnoZin. Matematicky:
Set A Set(y) — Set(z \ y)
Set A Set(y) > Vz(zex\y z€xAzEYy).

Klauzéalna definicia:

\(y1,92) =22\ Y2 ¢ 21 =
\ (y1,92) = 21,22\ (1,92) & 71 <Y1
\ (W1,y2) = (z1,22) \y2 21 > 41 .

9.1.7 Zjednotenie dvoch mnoZin. Matematicky:

Set(z) A Set(y) — Set(zUy)
Set(x) A Set(y) = Vz(z €z Uy z€axVzEY).
Klauzéalne:
Ouy=0
(1, 22) U0 = 21,22
(1, 22) U (Y1,y2) = 21,80 U yo < 21 = Y1
(z1,22) U (y1,92) = 21,22 U (y1,%2) ¢ 21 <
(1, 22) U (Y1,92) = 1, (T1,22) Uy <= 21 > 41 -

9.1.8 Symetricka definicia dvoch mnoZin. Matematicki definicia:
Set(x) A Set(y) — Set(z Ay)
Set(z) A Set(y) =z Ay=(z\)U(y\z) .
Klauzalna definicia:
0Ay=y
(561,562) A 0= T1,T2
T1,22) A (y1,y2) = T2 Ays <21 =41

( )
(z1,22) A (y1,92) = 21,22 A (y1,92) < 1 <y
(1, 22) A (Y1,y2) =91, (T, 22) D =21 > 91 .

9.1.9 Disjunktné mnoZiny. Matematicka definicia:
Set(z) A Set(y) > Veoy <> xzNy=0
alebo
Set(z) A Set(y) > Veoy o zUy=zAy.
Vieme, 7e z Uy D = A y. Klauzalna definicia:

0oy

(Il,IQ)OO

(w1,22) 0 (Y1,y2) < 21 <y1 A22 0 (Y1,%2)
(w1, 22) © (Y1, ¥2) < 21 > Y1 A (T1,22) 0 Y2
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Kombinatorické tlohy na
zoznamoch

10.1 Zakladné operacie

10.1.1 Interleave. Skusme si zadefinovat funkciu Interleave(z,y); kde z je
nejaky prvok; y je zoznam; ktord nam vrati zoznam vsetkych vlozeni prvku x
do zoznamu y. Napriklad:

Interleave(1,2,3,0) = (1,2, 3,0),(2,1,3,0),(2,3,1,0),0.

Matematické Specifikicia:
z € Interleave(z,y) < Iy13y2(y = y1 Dy2 Az = y1 © (2,32)) .

Klauzalna definicia:

Interleave(z,0) = (2,0),0
Interleave(z,y1,y2) = (x,y1,y2), Map, (y1, Interleave(z,y2)) ,

kde

Mapl(x,()) =0
Map,(z,y1,y2) = (z,y1), Map, (2, y2) .

10.1.2 Subsequence. Zadefinujme si predikat Subsequence, ktory plati ak
zoznam z je podpostupnostou (vybranou postupnostou) zoznamy y. Matemat-
icka definicia:
Subsequence(x,y) <»3i(Ord(i) A L(i) = L(xz) Ai # 0 — Last(i) < L(y) A
Mazl(i) < L(y) A
Vj < L(z)(Take(j,xz) = Take(Take(j,i),y))) .

Y

66
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Cize existuje korektné rastiica postupnost indexov i taka, Ze
Vi< L(i):z; =yj -
Klauzélna definicia:

Subsequence (0, y)
Subsequence((x1,z2),y1,y2) ¢ 1 = y1 A Subsequence(za,y2)

Subsequence((x1,12),y1,y2) ¢ 1 # y1 A Subsequence((z1,x2),y2) -

10.1.3 Swubseqlist. Teraz skiisme pre dany zoznam y vytvorit zoznam vSet-
kych podpostupnosti y-nu.
Matematicky:

x € Subseqlist(y) < Subseqlist(z,y) .

Klauzéalne:

Subseqlist(0) = 0,0
Subseqlist(y1,y2) = Map,(y1, Subseqlist(ys)) ,

kde
MapQ(x,O) =0
Map?(x7ylay2) = ($,y1),y1,Mﬂp2($,y2) .

10.1.4 Zoznam vSetkych k-prvkovyh podpostupnosti y-nu. k-prvkovi
podpostupnost z postupnosti y je definovan nasledovne:

Subsequencey(k,z,y) > Subsequence(z,y) A L(z) =k .
Klauzalne:

Subsequencey (k,z,y) < L(xz) = k A Subsequencey,
Subsequencey (k + 1, (z1,22),y1,y2) ¢ 1 = y1 A Subsequencey,(k, 2, y2)
Subsequencey(k + 1, (z1,22),y1,y2) + x1 # y1 A Subsequencey (k, (z1,72),y2) -

Skiisme pre dané k a zoznam y vytvorit zoznam v8etkych k-prvkovych podpos-
tupnosti y-nu- Subsequencey(k,y).
Matematicky:

x € Subseqlisty(k,y) <> Subsequencer(k,z,y) .

Klauzéalne:

Subseqlist(0,y) = 0,0
Subseglisty(k + 1,0) =0
Subseqlisty (k + 1,y1,y2) = Map(y1, Subseqlisty(k, y2) ® Subseqlisty(k + 1, y»)

Map3(x,0) =0
Map;(2,y1,y2) = (z,y1), Map; (2, y2) .
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10.1.5 Partition. Zadefinujme si predikat Partition(z,y), ktory plati ak z =
Tiy.oo ,Tn, 0 (2 #£0) a1 B... Dy =Y. Cize = je akysi "rozsekanie" zoznamu
y na neprazdne Casti z;, ktoré dokopy po konkatenéacii davaju opét zoznam y.
Matematicky:

Partition(z,y) < Union(z) =y A0 £z,
kde

Union(0) =0

Union(z1,22) = 1 @ Union(xz) .

Skusme si teraz zadefinovat funkciu Parts(y), ktorda nam vrati zoznam v8etkych
"rozsekani" y-nu na neprazdne Casti.
Matematicky:

x € Parts(y) < Partition(z,y) .

Klauzéalne:

Parts = 0,0
Parts(y1,y2) = Map,(y1, Parts(y2)) ,

kde

Map,(2,0) =0
Map4(x,0,y2) = ((x,O),O), Map4(x,y2)
Map,(x, (y11.912).y2) = ((£,0),y11,y12), ((2,911), y12), Map, (2, y2)

Parts(0) = 0,0
Parts(y1,0) = ((y1,0),0
Parts(y1,y2,y3) = Map,(y1, Parts(y2,y3)) -

Pripomenme, 7e kone¢na postupnost prirodzenych ¢isel 0 dizke n > 0 je
unérna funkcia tvaru f : {0,... ,n—1} — N. Kone¢nua postupnost prirodzenych
¢isel zg, ... ,zn_1 0 dlzke n mozeme priamo kédovat ¢islom, zoznamom Z =
Zo,--- ,Tn—1,0 (L =mn). Prazdnu postupnost, n = 0, je teda kodovana prazd-
nym zoznamom.

10.1.6 Permutacia. Permutaciou o dlzke n budeme rozumief kone¢ni pos-
tupnost, ktora je bijekciou na mnozine {0,1,... ,n — 1}. Sktsme si zadefinovat
funkciu Perms(n), ktora vrati zoznam vsetkych permuticii o dlzke n:

Perms(0) = 0,0

Perms(n + 1) = Maps(n, Perms(n))
Map;(2,0) =0

Map, (2. y1,92) = Interleave & Mapy (2, y2)
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10.2 Triedenia

Teraz sa budeme zaoberat skupinou funkcii, ktoré nam dokazu vstupny neuspo-
riadany zoznam usporiadat podl'a velkosti prvkov-¢isel.

Najskor si zadefinujme predikat Ordl(z), ktory plati ak zoznam z je (neostro)
usporiadany:
Matematicka definicia:

Ordl(z) + Yy, a,b,z(x =y & (a,b,2) > a <Db) .
Klauzélna definicia:

Ordi(0)
Ordl(z,0)
Ordl(z,y,2) + x <y A Ordl(y, z) .

Okrem usporiadanosti od vystupného zoznamu budeme eSte vyZzadovat, aby
bol preusporiadanim- premutaciou vstupného zoznamu. Definujeme si predikét
Perm(z,y), ktory plati ak zoznam z je permutéciou zoznamu y.

matematicky:

Perm(0,y) <> y=0
Perm((x1,2),y) < 3y, y2(y = y1 ® (x1,y2) A Perm(z2, 51 ® y2) -
Z toho dostavame nasledovni klauzélnu definiciu:

Perm(0,0)
Perm((x1,72),y) + Mem(21,y) = y1,y2 A Perm(x2,51 © 2 ,

kde pomocna funkcia Mem(z,y) ma nasledovné vlastnosti:

rTey — 3y1=y2(M€m($ay) =Y1,Y2 /\y = @Iay2)
x £y — Mem(z,y)=0.

Klauzalna definicia:

Mem(z,0) =0
Mem(z,y1,y2) = 0,y2 <z =y
Mem(z,y1,y2) = (y1,v1),v2 < & # y1 A Mem(z,y2) = v1,v2 .

Teraz mozeme triedenia formélnejsie charakterizovat. Funkcia-triedenie Sort(x)
musi spliiat tieto dve vlastnosti:

1. Ordl(Sort(z))
2. Perm(x, Sort(z))

V dalgej ¢asti budeme implementovat 3 triediace metody: Insertsort, Mergesort
a Quicksort.
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10.2.1 Insertsort. Tato metéda triedania ja zalozena na vkladani prvku do
uz usporiadaného zoznamu, tak aby usporiadanie nového zoznamu ostalo za-
chované. Mozeme si zadefinovat pomocnu funkciu Insert(z,y), ktora vlozi pr-

vok x do usporiadaného zoznamu y a zachova usporiadanie. Matematicky by
sme ju mohli charakterizovat tymito vlastnostami:

1. Ordl(y) — Ordl(Insert(z,y))
2. Ordl(y) — Perm((z,y), Insert(z,y)) .
Klauzalna definicia:

Insert(x,0) = z,0
Insert(:c,yl,yQ) =T,Y1,Y2 < T S Y1
Insert(z,y1,y2) = y1, Insert(z,y2) < x > y; .

Celé triedenie vyzerd potom tak, Ze najskor utriedime rekurzivne zvysok vstup-
ného zoznamu bez prvého prvku a ten potom vloZime (pomocou funkcie Insert)
do uz utriedaného zvysku zoznamu.

Inert(0) =0
Insert(x,y) = Insert(x, Insert(y)) .

10.2.2 Mergesort. Triedenie je zalozené na nasledovnom principe:

1. vstupny zoznam sa rozdeli na dva priblizne rovnake dlhé podzoznamy, t.j.
ich dlzky sa rovnaju alebo ligia o jedna.

2. tie sa rekurzivne utriedia

3. a nakoniec spoja - merge do vysledného usporiadaného zoznamu.

1.krok sa realizuje pomocou funkcie Msplit(z), ktori mozeme nasledovne for-
malizovat:

Jy, z(Msplit(z) = y,z A L(z) = L(y) + L(z) A
(L(y) = L(=) V L(y) = L() + 1) A
Vi(2-i < L(z) — Take(2-i,x) = Take(i,y)) A
Vi(2-i+1< L(x) = Take(2-i + 1,z) = Take(i, 2))) .

Klauzalna definicia:

8

(e=]
=

o

) b
,2) = (z,01),y,v2 < Msplit(z) = v, va .

2.krok spojenie(mergovanie) dvoch usporiadanych zoznamov do opif utrie-
deného zoznamu naimplementujeme pomocou funkcie Merge, ktora méa
nasledovné vlastnosti:
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1. Ordl(z)A + Ordl(y) — Ordl(Merge(z,y)),
2. Perm(z &y, Merge(z,y)).

Klauzalna definicia:

Merge(0,y) =y

Merge((z1,22),0) = 21

Merge((z1,72),y1, Y2 ) = $1ay1 Merge(z2,y2) < 21 = 11
Merge((x1,%2),y1,y2) = y1, Merge((z1, z2), y2) < @1 > 41
Merge((x1,22),y1,Yy2) = 1, Merge(za, (y1,y2)) ¢ 21 < y1 .

Celé triedenie mo6zeme zadefinovat nasledovne:

Msort(0) =0
Msort(z,0) = z,0
Msort(z,y,z) = Merge(Msort(vy), Msort(v2)) < Msplit(z,y,2) = v1,vs .

10.2.3 Quicksort. Triedenie ja postavené na nasledujicej metdde:

1. zo vstupného zoznamu vyberieme jeden prvok-pivot (v nasej implementécii
sa obmedzime na prvy prvok zoznamu pre jednoduchost),

2. zoznam rozdelime na dva podzoznamy, v prvom podzozname buda prvky
mensSie alebo rovné ako pivot a v druhom zase véicsie,

3. podzoznamy rekurzivne utriedime a spojime-skonkatenujeme do vysled-
ného zoznamu.

1. a 2. krok zrealizujeme pomocou funkcie Qsplit(p, z), kde p-pivot je prvym
prvkom zoznamu a z jeho zvySkom. Funkcia mé tieto vlastnosti:
Jy, z(Qsplit(p,z) =y, z AVv(vey 2 v < p)A
Yo(ve z = v >p)APerm(z,y P z) .

Klauzéalna definicia:

Qsplit(p,0) = 0,0
QSpth(p,w,y) = (117,1)1),’1)2 —z<pA QSpth(p,y) = V1,02
Qsplit(p, z,y) = v1,x,v9 < = > p A Qsplit(p,y) = v1,vs .

Celé triedenie vyzera nasledovne:

Qsort(0) =0
Qsort(z,y) = Qsort(vy) & (z, Qsort(va)) + Qsort(z,y) = vy, vs .
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Binarne stromy

Zozndmime sa dal§ou datovou struktirou - binarnymi stromami. Pod binarnym

stromom budeme schematicky rozumiet nasledovna struktiru: R , kde @je
AWA

vrchol(koret) s hodnotou n € N a /a\ je Tavy binarny podstrom, ,é\ je pravy

bindrny podstrom. Prazdny bin4drny strom moézeme znacit ako e.

11.1 Koédovanie binarnych stromov

Otézka znie, ako budeme kodovat binarne stromy do prirodzenach &isel?

11.1.1 1.sp6sob. Prvy jednoduchy sposob, ktory nas ihned napadne, je nasle-

dovny. Prazdny bindrny strom e zakédujeme 0 a bindrny strom tvaru R bu-
AN

deme kédovat pomocou trojice: /A = n,/a\ , /b\’ kde /a\ , /b\ st kodypre
n /N
A

binarne podstromy é\ , 4)\

72
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Napriklad: binarny strom R zakodujeme do 2,(1,0,0),0 = 382.
% .
Mozeme si zadefinovat preailzat byt bindrnym stromom:

Bt(0)
Bt(n,a,b) + N(n) A Bt(a) A Bt(b) .

Dalej si skiisme funkciu Size, ktora ndm zisti pocet vnutornych vrcholov binér-
neho stromu ¢:

Size(0) =0
Size(n, a,b) = Size(a) + Size(b) + 1

alebo predikat Memb(z,t), ktory plati ak v ¢ sa nachddza vrchol s hodnotou z:

Memb(z,y,a,b) < x =1y

Memb(z,y,a,b) < x #y A Memb(z,a)

Memn(z,y,a,b) < x #y A —-Memb(z,a) AN Memb(z,b) .

11.1.2 2.sp6sob. Druhy spodsob kdédovania binarnych stromov je o nieco zlo-
zitejsi, ale na druhej strane vSeobecnejsi. Vo funkcionalnom programovani sa
pouZivaju typové (aj rekurzivne) rovnice na §pecifikiciu nejakého typu. Naprik-
lad typ vyraz- expression mozeme definovat nasledovne.

Expression je bud:

1. konstanta € C'(N)
2. premenna € V(N)
3. Add(exp;,exps)
4. Mul(exp;, exps)

a zapiSeme pomocou typovej rovnice
Ezp = C(N)|V (N)|Add (Ezp, Exp)|Mul(Ezp, Exp) ,

kde polozky oddelené zvislou ¢iarou nazyvame varianty a C, V, Add, Mul volame
tagy (oznacenia, nalepky, znacky), pre konstruktory (funkcie).

Na&§ typ bindrny strom mozeme definovat nasledovne.

Binarny strom je bud:

1. prézdny strom, znaéme ako F

2. tvaru Nd(N,t,,t2)

3
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a zapisat pomocou typovej rovnice:
Bt = E|Nd(N, Bt, Bt) .
Vyznam typovych rovnic mozeme definovat algebraicky:
1. Ezp je najmensia mnozina, ktora splia:
C(n) ={C(i)|i € N} C Ezp
Vi(n) ={V(@i)|i e N} C Exp

expy, exp, € Exp — Add(expr,exps) € Exp
exp,, expy € Fxp — Mul(exp,,exps) € Exp .

Da sa ukazat, ze takto je Ezp definovana jednoznacne: Nech Ezp,, Exp,
st dve také mnoziny, ktoré spliiaju vyssie uvedené podmienky, potom
FExzp, C Ezp, (Fzp, je najmensia takd) a Fzp, D Fxp, (Ezp, je najmensia
takd), ¢ize Exp, = Fzp,. Podobne pre typ Bt.

2. Bt je najmensia mnozina, ktora splia:
E e Bt
ti,t2 € BtAneN— Nd(n,tl,t2) € Bt .

Nag druhy sposob kdédovania binarnych stromov bude teda vychadzat z typovych
rovnic. VS§imnime si, ze kazdy variant z typovej rovnici za¢ina nejakym tagom-
znackou, nalepkou pre kongtruktor

e v prvom pripade C,V, Add, Mul;

e v drhom pripade E, Nd; pricom za tagom moze byt dalSie parametre,
vtedy ide o tag pre konstruktor - funkcie (Nd), alebo nemusia, vtedy ide
o tag pre konstruktor- konstantu (E).

V Cl budeme kongtruktory- kongtanty definovat kodovat ako par
Const =¢,0 (0,0;1,0;2,0;3,0...)

a konstruktory- funkcie ako par
Fz)=t,z (0,z;1,2;2,2;3,x...),

kde ¢ € N bude vlastne tag pre dany konstruktor. (Definicie st farebne odlisne,
Const, F st zelené.) Pre nas prvy pripad by sme mohli zadefinovat konstruktory:

C(z) =0,z Add(x) = 2,
VX)=1,z Mul(z) =3,

T
T

(0,1,2,3 - sa ich tagy).
Pre binarne stromy pouZijeme:
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¢ konstruktor - konstantu E = 0,0 (pre prazdny strom) a
e konstruktor - funkciu Nd =1, z.

Vysledné kodovanie bude vyzerat nasledovne: Prézdny bindrny strom e za-

kédujeme pomocou konstruktora- konstanty £ = 0,0 = /\ Binarny strom
00

tvaru }% zakddujem ako Nd(n,§ ,/b_\) = /\ , kde 5 , /b_\ si kody pre
A é\ 1 /A
’ /\
n

b

2> |

bin. podstromy é\, ,é\

Napriklad: binarny strom | zakédujeme ako

[ BN ]
Nd(2,Nd(1,E, E),E) = 1,2,(1,(0,0),0,0),0,0 = 1855045 .

Mozeme si zadefinovat predikat byt bindrnym stromom:

Bt(E)
Bt(Nd(n,a,b)) < N(n) A Bt(a) A Bt(b) .

Mala poznamka ku formatom: Okrem formatov kartézsky sacin a zoznamova
schéma mozeme pouzivat definovat predikaty- forméaty s konstruktormi. Jeden z
prikladov takych formatov je definicia Bt (Bt bude vysvieteni Zltou). Zobrazo-
vaci efekt bude taky, Zze vysledny tvar termu sa zobrazi pomocou konstruktorov.
Napriklad:

1,2,(1,(0,0),0,0),0,0=x:Bt
x=Nd(2,Nd(1,E,E) ,E)
1855045=x:Bt
x=Nd(2,Nd(1,E,E),E)

11.2 Funkcie a predikaty na binarnych stromoch

Podme si teraz zadefinovat nejaké d'alsie predikaty a funkcie na binarnych stro-
moch
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11.2.1 Member. Matematicky:

Size(E) =0
Size(Nd(n,l,r)) = Size(l) + Size(r) + 1.
Kaluzélne:
Memb(z, Nd(y,l,r)) < x =y
Memb(xz, Nd(y,l,r)) < = # y A Memb(z,1)
Memb(z, Nd(y,l,7)) < x # y A =Memb(z,l) AN Memb(z,r) .

11.2.2 Inorder. Dalej si zadefinujeme funkciu, ktord ndm vréati pre dany
bindrny strom zoznam vnitornych vrcholov v inorderovom usporiadani:

Inorder(E) =0
Inorder(Nd(z,l,r)) = Inorder(l) ® (x, Inorder(r)) .

11.2.3 Update. Funkcia Update(z,y,t) vrati strom ¢, ktory vznikne z ¢ na-
hradenim u v8etkych vrcholov s hodnotou y.

Update(z,y,E) = E
Update(x,y, Nd(z,l,r)) = Nd(y, Update(x,y,1), Update(z,y,7)) < 2 =2
Update(zx,y, Nd(z,1,r)) = Nd(z, Update(z,y,l), Update(z,y,r)) < 2z # x .

11.3 Binarne vyhladavacie stromy

Binarne vyhladavacie stromy budt $pecidlnym podtypom binarnych stromov.
Matematicky ich méZeme definovat (pomocou Memb) takto:

Bst(E)
Bst(Nd(x,l,r)) <> N(x) AVz(Memb(z,l) = 2 < xz) A
Vz(Memb(z,r) = z > x) A Bst(l) A Bst(r) .

Na klauzalnu definiciu budeme potrebovat dva pomocné predikaty Less(t,z)
ktora plati ak kazda hodnota v binarnom strome ¢ je mensia ako z, a Grater(t, z),
ktory plati ak kazda hodnota v bindrnom strome ¢ je vicsia ako z.
Matematicky:

Bt(t) — Less(t, z) > Yo(Memb(v,t) = v < 2)
Bt(t) — Greater(t,z) <> Yo(Memb(v,t) = v > z) .
Klauzélne:

Less(E, 2)
Less(Nd(x,l,7),2) + © < z A Less(l, z) A\ Less(r, z)
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Greater(E, z)
Greater(Nd(z,l,r),z) < © > z A Greater(l, z) A Greater(r, z) .

Cela definicia vyzera takto:

Bst(E)
Bst(Nd(z,1,r)) < N(x) A Less(l,z) A Greater(r,x) A Bst(l) A Bst(r) .

11.3.1 Member. Zadefinujme si predikat Member(x,t), pre ktory plati:
Bst(t) — Member(x,t) +» Memb(x,t) .

Klauzéalne:

Member(z, Nd(y,l,r)) < x =1y
Member(z, Nd(y,1,7)) < = >y AN Member(z,r)
Member(z, Nd(y,l,7)) « = < y A Member(z,1) .

11.3.2 Insert. Dalej si zadefinujeme funkciu Insert(z,t), ktora vloz do bi-
narneho vyhladavacieho stromu vrchol s hodnotout z, tak aby vysledny strom
ostal bindrnym stromom.

Matematicky:

Bst(t) — Bst(Insert(z,t))
Bst(t) — Member(z, Insert(z,t)) <> z =z V Member(z,t) .

Klauzéalne:

Insert(x,E) = Nd(z,E, E)
Insert(x, Nd(y,l,2)) = Nd(y,l,r) < x =y

Insert(x, Nd(y,l, z)) = Nd(y, Insert(z,l),r) <+ z <y
Insert(z, Nd(y,l,z)) = Nd(y,l, Insert(z,r)) < = >y

11.3.3 Delete. Nakoniec si zadefinujme funkciu Delete(x,t), ktord vymaZe
vrchol s hodnotou « z t:
Matematicky:

Bst(t) — Bst(Delete(z,t))
Bst(t) — Members(z, Delete(x,t)) <> z # © A Member(z,t).

Pre klauzalnu definiciu potrebujeme dve pomocné funkcie; ktoré nam pre dvo-
jicu I,r bin. vyhl. stromov ndjdu najvicsi prvok x z [ a vytvoria bindrny
vyhladavaci strom I; bez najvic¢sieho prvku z a napokon skongtruuju binarny
vyhladavaci strom Nd(z,l1,r).

Join(l,r)=r«1=E

Join(l,r) = Nd(z,ly,7) < 1 # E A Split(l) = x, 1y
Split(Nd(z,l,r)) =z,l < r=EFE

Split(Nd(x,l,r)) = x1, Nd(x,l,r1) < r # E A Split(r) = z1,r1 .
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Cela definicia Delete(z,t) vyzera nasledovne:

Delete(z, E) = E

Delete(z, Nd(y,1,r)) = Join(l,r) <z =1y

Delete(x, Nd(y,l,r)) = Nd(y, Delete(x,l),r) « x <y
Delete(x, Nd(y,l,r)) = Nd(y,l, Delete(x,r)) < x>y .

Matematicky:

Bst(l) A Bst(r) — Bst(Join(l,r))

Bst(l) A Bst(r) — Member(z, Join(l,r)) > Member(z,1) V Member(z,r) .
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Perfektne vyvazené stromy

Binérne stromy predstavuju dolezity nastroj na implementaciu mnohych roz-
girenych datovych typov, napriklad: mnoZin, front, atd.. Nad tymito typmi
vykonavame hlavne operécie, ktoré by sme mohli zhruba charakerizovat ako:
pridanie prvku, Insert(p,t), odobratie prvku, Delete(p,t), a vyhladanie prvku,
Lookup(p, t). Nasou snahou je, aby uvedené operécie boli vykonavané ¢o najefek-
tivnejSie. Ked sa pozrieme bliz§ie na realiziciu tychto operacii nad bindrnymi
vyhladavacimi stromami, tak Tahko zistime, Ze zloZitost, pocet krokov, ktoré
musime vykonat, ked priddavame, vyberame alebo vyhladavame nijaky prvok,
odpoveda vyske binarneho vyhladévacieho stromu. Cize naSou snahou bude
udrziavat binarny strom ¢o najmeSou vyskou pri ¢o najva¢Som pocte vrcholov.
Kedy nam mozu vznikat patologické pripady - stromy s velkou vyskou a malym
poc¢tom vrcholov ? Pri pohlade na obrazok 12.1, ktory predstavuje takyto

A

vyska = 6 vyska = 2
pocet vrcholov = 7 pocet vrcholov = 7

Obrazok 12.1: Stromy

strom, lahko usidime, Ze ak budeme nevyvaZzene pridavat nové vrcholy iba do
jedného podstromu (v nasom pripade l'avého podstromu) a pocet vrcholov v
jednom podstrome bude velmi rozdielny, tak sa dopracujeme k stromu s velkou
vySkou a malym poc¢tom vrcholov - §tithlemu stromu. Nagim idealom bude maly
"buclaty" strom, kde vSetky vrcholy nebudi mat d'aleko od koreha a ich pocet
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bude ¢o najvicési. To dosiahneme tym, Ze nedopustime aby jeden podstrom mal
omnoho viac vrcholov ako druhy (lebo tym na rychlo narastie vyska stromu),
¢ize budeme nové vrcholy pridavat do lavého a pravého podstromu vyvazene,
aby pocet vrcholov l'avého podstromu sa rovanal po¢tu vrcholov pravého pod-
stromu, potazme bol o jeden vicgi. Tato podmienku d'alej budeme uplatnovat aj
na podstromy lavého a pravého podstromu. Touto tivahou sme sa prepracovali
az k matematickej definicii bindrneho perfektne vyvéazeného stromu:

Pbt(E)
Pbt(Nd(z,l,7)) < N(z) A (Size(l) = Size(r) V Size(l) = Size(r) + 1) A
Pbt(1) A Pbi(r)
Klauzélne:
Phi(E)
Pbt(Nd(z,l,7)) < Size(l) = Size(r) A Pbt(l) A Pbt(r)
Pbt(Nd(z,l,r)) + Size(l) # Size(r) A Size(l) = Size(r) + 1 A Pbt(l) A Pbt(r) .
Je zrejme, ze Pbt(t) — Bt(t), bindrne perfektne vyvazeny strom je aj bindrnym

stromom. Dalsia otézka, ktori musime zodpovedat, je ako budeme index-
ovat prvky v takto perfektne vyvaZenom strome. CiZe ak mame n prvkov

Zg,--. ,Lp—1, tak akym sposobom ich uloZzime do stromu. Jednoduché a vel-
mi elegantné rieSenie ndm pontka diadickd sastava. Predstavme si indexy
0,...,n —1 zapisané v diadickej stastave. MéZeme ich rozdelit do troch skupin.

Prva skupina bude obsahovat iba 0. Druha skupina bude tvorena tymi index-
ami, ktorych staticky zapis sa kon¢i 1 a tretia tymi, ktorych diadicky zéapis sa
konéi 2. Lahko vidno, %e v druhej skupine je rovnaky alebo o jeden vi¢si pocet
indexov ako v tretej skupine (v diadickych zapisoch &sel 1,...,n — 1 sa nam
na poslednom mieste strieda 1 a 2, pri¢om sa zac¢ina 1; 01, 03, 0;7,043, 051, ...).
Perfektne vyvazeny strom budeme vytvarat tak, Ze prvok zo dame do korena,
prvky s inedxami z prvej skupiny péjdu do l'avého podstromu a prvky s index-
ami s druhej skupiny zase do pravého podstromu, ¢ize vyvazenost bude platit
v Tavom podstrome bude rovnaky alebo o jeden vacsi pocet vrcholov ako v
pravom podstrome. Uvedenti metodu d’alej uplatnime na podstromy. Druha
triedu indexov koné¢iacich na 1 opét rozdelime na tri podskupiny podla toho ¢
na predposlednom mieste v diadickom je 0,1 alebo 2. Prvok s indexom z prvej
podskupiny pdjde do vrchola Tavého podstromu. Prvky s indexami z druhej pod-
skupiny zase do lavého podstromu Tavého podstromu a z tretej podskupiny zase
do pravého podstromu l'avého podstromu. Opét v diadickych zépisoch indexom
z druhej skupiny okrem indexu 0; (z prvej podskupiny) sa na predposlednom
mieste bude striedat 1 a 2, pricom zac¢ina sa 1: 07y,05,0471,0¢5; ..., CiZe v
druhej podskupine bude rovnaky alebo o jeden vacsi pocet inedxov ako v tretej
podskupine a taktiez ostane zachované vyvéazenost pre lavy a pravy podstrom
Tavého podstromu. Analogicky postupujeme pre pravy podstrom, tretiu skupinu
indexov kondciacich sa na 2, rozdelime ju opat na tri podskupiny indexov, podla
toho ¢ na predposlednom mieste ich diadickych zépisov je 0,1 alebo 2 a sfor-
mujeme kus pravého podstromu. Takto vygenerujeme cely perfektne vyvazeny
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strom pre prvky xg,...,2,_1. Metodu si ilustrujeme nasledovnym prikladom.
Perfektne vyvazeny strom pre prvky zg,... , 214 = 0299 vyzera asledovne:

/x\

To11 Tg21 Tg12 T022

SN /NN N

To111 To211 To121 To221 To112 T0212 To122 L0222

Pri generovani stromu mdZzeme vyuZzit nasledovny vztah: ak mame "otca" zg,
tak potom jeho lavy "syn" bude zg1, a pravy "syn" bude zgs,; ktory priamo
vyplyva z navrhnutej metody: skuténe skupina indexov koné¢iacich sa na retazec
« sa rozpadne do troch podskupin: {a}, podskupiny la a podskupiny 2a. 04
bude prvy prvok skupiny la a ¢len prvej podskupiny la a 0z, bude prvy prvok
skupiny 2a a ¢len prvej podskupiny 2a a. Uvedent metodu mézeme sformalizo-
vat do klauzalnej definicie, ktora ndm zo zoznamu prvkov zg,... ,z,_1 vytvori
prefektne vyvazeny strom.

Ln2pbt(0) = E

Ln2pbt(x,y) = Nd(x, Ln2pbt(y1), Ln2pbt(ys)) < Split(y) = y1,y2
Split(0,0) = 0

Split(x,0) = (x,0),0

Split(z1,22,2) = (21,21), T2, 22 < Split = 21, 29

12.0.4 Lookup. Z uvedenej metdédy Tahko vyéitame ako najdme prvok z; v
strome. Ak i = 0 tak zp je priamo hodnota korena. Ak 7 = i'1 tak hTadame
v lavom podstrome prvok z;. Ak i = i'2 tak hladame v pravom podstrome
prvok z;;. Mozeme si zapisat klauzalnu definiciu:

Lookup(Nd(z,l,r),0) =z
Lookup(Nd(x,l,r),i1) = Lookup(l,1)
Lookup(Nd(x,l,r),i2) = Lookup(r,1) .

12.0.5 Pbt2In. Vytvorme si funkciu, ktord ndm zo stromu ¢ s prvkami
Zg,... ,Tp—1 vytvori zoznam s xzq, ... ,Z,_1. Jej matematickd charaktirizacia je
Pbt — L(Pbt2In(t)) = Size(t) A
Vi(i < Size(t) — Take(Pbt2In(t),i) = Lookup(t,i)) .
Klauzalna definicia:
Pbt2in(E) =0
Pbt2in(Nd(z,1,7)) = x, Zip(Pbt2In(l), Pbt2in(r))
Zip(0,0) =0
Zip((x,0),0) = z,0
Zip((x,25),Y,Ys) = T, Y, Zip(s,Ys) -
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12.0.6 Update. Dalej si mozeme zadefinovat funkciu, ktora ndm prepiSe v
danom strome ¢ prvok s indexom i hodnotou y. Update(t,i,y) funkcia splna
nasledovnu Specifikaciu:

Pbt N i < Size(t) = Pbt(Update(t,i,y)) A
Size(Update(t,i,y)) = Size(t) A
Lookup(Update(t,i,y),7) =y A
Vi(j < Size(t) Nj #i—
Lookup(Update(t,i,y),y) = Lookup(t,y)) .

Klauzéalne:

Update(Nd(z,1,7),0,y) = Nd(y,l,7)
Update(Nd(z,1,7),i1,y) = Nd(x, Update(l,i,y),r)
Update(Nd(z,l,r),i2,y) = Nd(y,l, Update(r,i,y)) .

3

12.0.7 Inslast. Teraz si zadefinujme funkciu Inslast(t,n,z), ktord nam vlozi
x ako prvok s indexom n do stromu ¢ o velkosti n (teda s prvkami zg, ... , Tp—1.
Funkcia méa nasledovni Specifikiciu:

Pbt(t) A Size(t) = n — Pbt(Inslast(t,n,z)) A
Size(Inslast(t,n,z)) =n+ 1A
Lookup(Inslast(t,n,z),n) =z A

Vi(i < n — Lookup(Inslast(t,n,x),i) = Lookup(t,i)) .
Klauzélne:

Inslast(E,0,z) = Nd(z,E, E)
Inslast(Nd(y,1,r),n1,x) = Nd(y, Inslast(l,n,x),r)
Inslast(Nd(y,l,r),ns,x) = Nd(y,l, Inslast(l,n,x),r) .

12.0.8 Dellast. Zadefinujme si inverzna funkciu Dellast(t,n), ktora vymaZe
z t o velkosti n + 1 prvok x,:

Pbi(t) A Size(t) = n + 1 — Pbt(Dellast(t,n)) A Size(Dellast(t,n)) =n A
Vi(i < n — Lookup(Dellast(t,n),1) = Lookup(t,1) .

Klauzélne:

Dellast(Nd(z,1,7),0) = E
Dellast(Nd(x,l,r),n1) = Nd(z, Dellast(l,n),r)
Dellast(Nd(x,l,r),ns) = Nd(z,l, Dellast(l,n)) .

12.0.9 Insfirst. Teraz siskusime zadefinovat funkciu Insfirst(t, z), ktora nam
do stromu ¢ vlozi x ako prvok s indexom 0 a ostatné prvky s indexom
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0 <i < Size(t) ulozi na miesta 0 < i + 1 < Size(t) + 1. Matematicka definicia:

Pbt(t) — Pbt(Insfirst(t,z)) A
Pbt2in(Insfirst(t,z) = z, Pbt2in(t) .

Klauzalna definicia:

Insfirst(E,z) = Nd(z,E, E)
Insfirst(Nd(y,l,r),z) = Nd(z, Insfirst(r,y),l) .

12.0.10 Delfirst. Nakoniec si zadefinujme funkciu Delfirst(t) pre neprazdne
t, ktord vymaze prvok zo a ostatné prvky s indexom 0 < i < Size(t) ulozi na
miesta s indexom 0 < i — 1 < Size(t) — 1. Cize:

Pbt(t) A Size(t) > 0 — Pbt(Delfirst(t)) A
Jz(Pbt2in(t) = x, Pbt2in(Delfirst(t))) .
Delfirst(Nd(z,l,r)) =E<«+1l=E
Delfirst(Nd(z,1,r)) = Nd(y,r, Delfirst(l)) < 1 = Nd(y,l1,71)

12.1 Priklady

12.1.1 Insfirst. zg, 21,22, 23,24 = %, 20,21, T2, T3, T4

o
Insfirst( /\ , ) = /\ = f\ = /\
) T Tg T To T1

T1 T2

| | Insﬁrst(|,a:0)| /\ | /\ ‘

T3 T4 T4 x3  Insfirst(E,x2) x4 T3 T2 T4 T3

12.1.2 Delfirst. z,zq, 21,22, 23,24 = o, T1,T2, T3, 24

H) Zo
Delfirst( /\ )= /\ = /\
x x z Zo

x 1

/\ ‘ ‘ Delfirst( /\) | /\

Ty T4 T3 T3 Ty T4 x3 x4 Delfirst(zs)



Kapitola 13

Aritmetické vyrazy

Teraz sa budeme zaoberat dalS8im datovym typom, aritmetickymi vyrazmi.
Ukazeme si ako sa da tento typ zakédovat pomocou kongtruktorov do prirodze-
nych ¢isel, zadefinujme si funkciu Den, ktora nam vypocita hodnotu aritmetick-
ého vyrazu, funkciu Comp, ktora pretransformuje vyraz do zoznamu in§trukcii-
programu pre zasobnikovy automat a nakoniec navrhneme funkciu Run, ktora
bude simulovat zasobnikovy automat pre dany program. Ak program vznikol
pomocou funkcie Comp aplikovanej na nijaky vyraz e, tak Fval spustena na
tento program nam vrati hodnotu vyrazu e. Presnejsie, budeme uvaZzovat arit-
metické vyrazy, ktoré obsahuji +, *, ¢iselné kon§tanty a premenné tvaru Vn.

konstantu ¢islo n zakodujeme ako Ct(n)
premennd Vn zakoédujeme ako Vi(n)
vyraz e; + es zakodujeme ako At(é;, é2)
vyraz e x es zakdodujeme ako Mt(eq,es)

Aritmeticky vyraz moZzeme formalne Specifikovat pomocou nasledujicej typovej
rovnice:

Exp = Ct(N)| At (Exp, Exp)|Mt(Exp, Exp| VE(N)
Do prirodzenych ¢isel budeme tento typ kdédovat nasledovne.

e budeme mat konstruktory:

e a predikdt- formdt Exp:

84
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Ezp(Ct(n))

Ezp(Vt(n))

Exp(At(er,es)) « Exzp(er) A Ezp(es)
Exzp(Mt(e1,e2)) < Exp(er) A Exzp(es) .

Napriklad vyraz: 2 + (3 x V4) zakédujeme ako
At(At(2), Mt(A¢(3), Vt(4))) = 1,(0,2),2,(0,3),3,4 = 1184358093.

Hodnotu vyrazu z premennych vypocitame jednoducho pomocou funkcie Den:

Den(Ct(n)) =n
Den(At(er,e2)) = Den(er) + Den(ea)
Den(At(er,e2)) = Den(er) + Den(ea)

Ak chceme zistit, hodnotu vyrazu s premennymi v tvare VO, V1,... ;Vn, ...,
budeme k tomu potrebovat zoznam hodnot, ktoré chceme dosadit za premen-
né. Budeme ho nazyvat prostredie. Nech env je takéto prostredie, tak potom
Take(env, n) bude predstavovat hodnotu pre premennti Vn. VSimnime si, Zze ak
dizka env < n a chcem zistit hodnotu pre premennt Vn, tak Take(env,n) = 0.
Takto st dodefinovany vSetky premenné tvaru Vn;n € N. Na zéiklade toho-
to mozeme zovSeobecnit funkciu Den na vyraz s premnnymi: Den(t, env) nam
vrati hodnotu vyrazu t v prostredi env:

Den( t(n), env) =n

Den(Vit(n), env) = Take(env,n)

Den(At(ey,es), env) = Den(ey, env) + Den(ea, env)
Den(Mt(eq,es), env) = Den(eq, env) * Den(ea, env)

kde

Take((x1,22),0) = 21
Toke((x1,22),n + 1) = Take(za,n)

13.1 Zasobnikovy automat

Teraz si povieme nieco o zasobnikovom automate. Zasobnikovy automat je zari-
adenie, ktoré sa sklada z "pasky", ktora obsahuje program- zoznam instrukcii,

"pasky"- prostredia, zoznam hodnot pre premenné zasobnika, zasobnika LI-
FO pre premenné a z dvoch Gitacich hlav, ktoré st nastavené nad najakymi
polickami pasok. Automat si prec¢ita a vykond instrukciu v policku pod hlavou
programovej pasky, ktord vykona nejaké ¢itania a zmeny na zésobniku a &i-
tania v prostredi, potom posunie programovu hlavu o jedno policko doprava.
Ked docita a vykoné vietky instrukcie na programovej paske, presunie sa aZ
na pravy okraj pasky, zastavi sa a vrati hodnotu, ktora je ulozena na vrchole
(top) zasobnika. Na zaciatku je programova hlava nastavena nad najlavejsim
polickom péasky, hlava pre prostredie moze byt hocikde a zasobnik je prazdny.
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My si teraz zadefinujeme funkciu Ren, ktora bude simulovat pracu takéhoto za-
sobnikového automatu pre nejaky program, prostredie. Budeme predpokladat,
7e na§ automat vykonava instrukcie nasledovného typu:

Cz(n) uloz na vrchol zasobnika ¢islo n,

Vz(n) uloz na vrchol zasonika hodnotu n-tého lavého policka (od nuly) z pros-
tredia

Az zober a vymaZ dve vrchné policka zo zasobnika a uloZ na vrchol zasobnika
ich sucet

Mz zober a vymaZ dve vrchné policka zo zasobnika a uloz na vrchol zasobnika
ich sucin.

Zasobnik budeme koédovat pomocou zoznamu. Vrchol zasobnika bude prvy pr-
vok zoznamu. KedZe hlava sa postva zlava doprava po programovej paske a v
tomto poradi sa vykonévaja aj instrukcie. Mo6zeme programovi pasku a hlavu
simulovat tiez pomocou zoznamu, pricom jeho prvy prvok bude predstavovat
to policko nad ktorym je ¢itacia hlava. Ked sa hlava po vykonani inStrukcie
posunie doprava, zoznam skratime o prvy prvok- zoberieme zvySok zoznamu.
Mozeme si to dovolit, lebo hlava sa pohybuje vzdy iba doprava a na opustené
policko sa uz nikdy nevrati, preto ho zahadzujeme. Pasku- prostredie budeme
tiez simulovat pomocou zoznamu.

Instrukcie budeme koédovat pomocou konstruktorov:

Cx(z) =0,x
Az =1,0
Mz = 2,0

Ve(z) =3,z .

Mozeme si zadefinovat predikat Instruction, ktory plati ked:

Inst(Cz(n))
Inst(Vz(n))
Inst(Az)
Inst(Mz) .

A taktiez predikit- formét program- zoznam in§trukeii:

Program(0)
Program (i, p) < Inst(i) A Program(p) .

Cela simulacia bude vyzerat nasledovne:
Run(p, env, stack méa tri argumenty:
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p p je programové paska ,
env je prostredie a

stack je zésobnik.

), env, s) = Run(p, env,n, s)
), env, s) = Run(p, env, Take(env,n), s)
)7 env, S, S2, S) = Run(p, env, s; + Sa, S)

)

Nagou d’alsou tlohou bude definovat funkciu Comp- kompilator, ktora arit-
meticky vyraz e prelozi do programu, tak aby zasobnikovy automat po vykonani
programu v prostredi env vratil hodnotu vyrazu e- v env Den(e, env).
Matematicky:

Ezp(e) — Eval(Comp(e), env) = Den(e, env) ,
kde
Eval(p, env) = Run(p, env,0) .

13.1.1 Kompilacia. Kompildcia bude vyzeratf nasledovne. Funkciu Comp
navrhneme tak, aby ndm platilo, ze

Ezp(e) — Run(Comp(e) @ p, env,s) = Run(p, env, Den(e, env, s) (1)

potom, pre p = 0, s = 0 dostaneme, 7e

Ezp(e) — Eval(Comp(e), env) d:efRun(Comp(e) @0, env, 0)

=Run(0, env, Den(e, env), s)

def Den(e, env)

z ¢oho uZ vyplyva naSe tvrdenie-§pecifikicia. Funkcia Comp(e) bude nasle-
dovna:

To, ze vyhovuje (1) si moZeme dokazat indukciou na term e. Ak (1) bude
platit, pre ubovolnu konstantu Ct(n) a ubovolna premennt Vi(n). A za
predpokladu, ze (1) plati pre [ubovolné e;, es vieme ukézat, Ze (1) plati aj pre
At(er,e2), Mt(er,es), tak potom bude (1) platit pre Tubovolny vyraz e, z ¢oho
uz vyplyva nasa $pecifikacia.
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Nech e = Ct(n) :

Run(Comp(Ct(n)) & p, env, s) = Run(Cz(n),0) & p, env, s)

Nech e = Vi(n) :

Run(Comp(Vt(n)) & p, env,s) = Run(Vz(n),p), env,s)
= Run(p, env, Take(env,n), s)
= Run(p, env, Den(Vit(n), env),s) .

Nech e = At(e1,e2) a pre eg, eq, uz (1) plati:

Run(Comp(At(e1,e2)) & p, env, s) =Run(Comp(e1) & Comp(ez) ® (Az,0) & p, env, s)

P prees p Comp(ez) ® (Axz,0) ® p, env, Den(er, env), s)

(Az,p), env, Den(ea, env), Den(er, env), s)
=Run(p, env, Den(es, env) + Den(ey, env), s)

(

n(

P p:re 62 Run (
(

=Run(p,

p, env, Den(At(e1, ea, env), s)
Nech e = Mt(ey,ez2) a pre eq, ea, uz (1) plati:

Run(Comp(Mt(e1,es)) ® p, env,s) =Run(Comp(e;) & Comp(ez) & (Mz,0) & p, env, s)

P preer p Comp(ea) ® (Mz,0) & p, env, Den(ey, env), s)

(Mz, p), env, Den(ea, env), Den(ey, env), s)

=Run(p, env, Den(es, env) x Den(eq, env), s)

(
n(
IPp:reeg Run (
(P,
(P,

=Run(p, env, Den(Mt(eq,ea, env), s)

Takze (1) pre lubovolny vyraz e plati a tym aj nasa $pecifikicia pre Comp(e).



